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Motivation

Betrachten d-dimensionale Funktionen

f:T4=C, x— f(x).
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Motivation

Betrachten d-dimensionale Funktionen
f:T4=C, x— f(x).
Wir konnen diese Funktion als Fourierreihe darstellen

f(x)= Z ac(f)or(x), x € T¢

kezd

mit Fourier-Basisfunktionen ¢y (x) = Hle exp (2miksxs) oder auch Kosinus-Basisfunktionen.
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Motivation

Betrachten d-dimensionale Funktionen
f:T4=C, x— f(x).
Wir konnen diese Funktion als Fourierreihe darstellen

f(x)= Z ac(f)or(x), x € T¢

kezd

mit Fourier-Basisfunktionen ¢y (x) = HZ:1 exp (2miksxs) oder auch Kosinus-Basisfunktionen.

Gegeben: X = {x1,...,xy} C T?undy € CM mit f(x;) =y;,j=1,...,M
Gesucht: fi ~ ¢ (f) € C, endliche Indexmenge Z c Z¢,

sodass f(x) = > fidu(x) = f(x)

keZ
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Motivation

Problem: Fluch der Dimensionen, Auswertung der Trigonometrischen Polynome » °, fkqbk(xj)
an den Stellenx;, j =1,..., M hat mit NFFT die Laufzeit O(|Z|log|Z| + |log €| M)
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Motivation

Problem: Fluch der Dimensionen, Auswertung der Trigonometrischen Polynome » °, fkqsk(xj)

an den Stellenx;, j =1,..., M hat mit NFFT die Laufzeit O(|Z|log|Z| + |log €| M)
Satz: Zerlegung in ANOVA Terme®

©@Kuo, F. Y. and Sloan, I. H. and Wasilkowski, G. W. and Wozniakowski, H., On decompositions of multivariate functions,
Math. Comput., (2010).
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Motivation

Problem: Fluch der Dimensionen, Auswertung der Trigonometrischen Polynome » °, fkqbk(xj)

an den Stellen x;, j = 1,..., M hat mit NFFT die Laufzeit O(|Z| log|Z| + [log ¢|* M)
Satz: Zerlegung in ANOVA Terme®

=1 ...1 x konstante Funktion
+fry +fey o+ fiay ...d x univariate Funktionen
d L .
+ frioy + fasy oo+ fra-na (2) x bivariate Funktionen
d - .
+ fr2sy + frieay oo+ fla—2,a-1.a) g ) @ trivariate Funktionen

+ fri234) + frizssy oo+ flamzd—2,d-1,d)

+ fii2,...d) ...1 x d-variate Funktion

©@Kuo, F. Y. and Sloan, I. H. and Wasilkowski, G. W. and Wozniakowski, H., On decompositions of multivariate functions,
Math. Comput., (2010).
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Motivation

Problem: Fluch der Dimensionen, Auswertung der Trigonometrischen Polynome » °, fkqbk(xj)

an den Stellen x;, j = 1,..., M hat mit NFFT die Laufzeit O(|Z| log|Z| + [log ¢|* M)
Satz: Zerlegung in ANOVA Terme

= ...1 x konstante Funktion
+fay Ffey o+ fra ...d x univariate Funktionen
d
. _ . bivariate Funktionen
+ friey + fasy oo+ fra-nay <2> X
d N .
+ fri23y + frieay o+ fra—2a-1.a4) g x trivariate Funktionen

®Schmischke, M., Interpretable Approximation of High-Dimensional Data based on the ANOVA Decomposition, Thesis,
Universitatsverlag Chemnitz, (2022).
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rmalbasen

Fourier-Kosinus-Basisfunktionen
Die Funktionen

" T™ x [0,1]" — C,

i (ﬁ exp (27Tiksxs)> : <(\/§)|S“PP((@)?M+”

s=1

)| m+n
oS (ﬂ'ksxs)>, k e Z™ x N{
s=m-+1

bilden eine Orthonormalbasis in Ly (T™ x [0, 1]™).
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‘ ANOVA Zerlegung

Fir alle f € Lo(T™ x [0, 1]™) gilt f(x) = Z cx(f)on " (x), x € T™ x [0, 1]" mit
keZm xNg

a(f) = ([, (Zsicn’n)Lz(me[o,l]n)'
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‘ ANOVA Zerlegung

Satz

Fir alle f € Lo(T™ x [0, 1]™) gilt f(x) = Z cx(f)on " (x), x € T™ x [0, 1]" mit
keZm xNy

a(f) = ([, (Zsicn’n)Lz(me[o,l]")'

ANOVA Terme
Wir bezeichnen die Funktionen
I LQ(Tm X [0, 1]n) — C, fu(x) — Z Ck(f)éﬁﬂl’n(x)

keZ™ xNy
supp k=u

als ANOVA-Terme zur Teilmenge von Indizesu C {1,...,m + n}.

TUC - 11.02.2023 - Pascal Schroter 6/17 https://www-user.tu-chemnitz.de/~pasca/


https://www-user.tu-chemnitz.de/~pasca/

‘ ANOVA Zerlegung

Satz

Fir alle f € Lo(T™ x [0, 1]™) gilt f(x) = Z cx(f)on " (x), x € T™ x [0, 1]" mit
keZm xNy

a(f) = ([, (Zsicn’n)Lz(me[o,l]")'

ANOVA Terme
Wir bezeichnen die Funktionen
I LQ(Tm X [0, 1]n) — C, fu(x) — Z Ck(f)éﬁﬂl’n(x)

keZ™ xNy
supp k=u

als ANOVA-Terme zur Teilmenge von Indizesu C {1,...,m + n}.

fx) = Y fux)

ueP{1,....m+n})
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‘ ANOVA Zerlegung

abgeschnitte ANOVA Zerlegung

Wir bezeichnen

Tyf = qu

uel
als abgeschnittene ANOVA Zerlegung, wobei U C P({1,...,m + n}), sodass Ty f ~ f gilt.
Beispiel fur f: T™ x [0,1]* - Cund U = {u € P({1,...,d}) | |[u| <2}

f=htfntfznt. + iy Tuf = fo+ fry + foyp +-- + flay
tfaay + fasy ot faoray + frioy +fasy oo+ fraonag
thuzsy + fozay oo+ fa-zaa R R e L AR
+ fri2,..a) FFo—d
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‘ ANOVA Zerlegung

abgeschnitte ANOVA Zerlegung

Wir bezeichnen

Tyf = qu

uel

als abgeschnittene ANOVA Zerlegung, wobei U C P({1,...,m + n}), sodass Ty f ~ f gilt.

Varianz
Wir bezeichnen

o*(f) = ML ywmxiomy = (DI = > ()]
S— e m n
Lo-Norm Erwartungswert K€ (Z™ xNg)\{0}

als Varianz der Funktion f.
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Wir bezeichnen

_ 0*(fu)
p(ll, f) T O_Q(f)

als globalen Sensitivitatsindex der Menge u der Funktion f.

> o*(fu) > lew(f)[?
Z p(u f) _ ueP({1,...,m+n})\{0} _ kezmxNp\{o} 1
)= 2 = 7=
weP({1,...m+n})\{0} o*(f) kemeZN”\{o} lew(f)]
0

®Sobol, I. M., Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and their Monte Carlo estimates, Math.
Comput. Simulation, (2001).
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ANOVA Approximation

Menge der Frequenzen

N N
ki>-—L i=1,...,m; kj<7]

I = {kemeNg‘ >

,jzl,...,m+n},Ne(2N)m+”

Beispiel: Zy;” mit N = (10,8,6) " .
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‘ ANOVA Approximation

Gegeben: X = {x1,...,xp} CT" x [0,1]" und y € CM mit f(x;) =y, j = 1,..., M
Gesucht: f € C(T™ x [0,1]™) N La(T™ x [0,1]™) mit f(x;) =y, j=1,...,.M
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‘ ANOVA Approximation

Approximation

Gegeben: X = {x1,...,xp} C T x [0,1]" und y € CM mit f(x;) = y;,j = 1,...
Gesucht: f € C(T™ x [0,1]™) N La(T™ x [0,1]™) mit f(x;) =y, j=1,...,.M

M

)

Partialsummenoperator

Wir bezeichnen die Menge T = {Zkem,n cxpy" | e € C} als Fourier-Kosinus-Polynome bis
zum Grad N. Die orthogonale Projektion auf 7y bezeichnen wir mit

Sn: Lo(T™ x [0,1]") = T, Snf(x) = > alf)gp"(x)

keZy "

Idee: f := Sx f
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‘ ANOVA Approximation

Approximation der Koeffizienten®

If - SN.f”iz(TmX[O,l]") - / () = S f ()| dx

Tm x [0,1]n

®Schmischke, M., Interpretable Approximation of High-Dimensional Data based on the ANOVA Decomposition, Thesis,
Universitatsverlag Chemnitz, (2022).
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‘ ANOVA Approximation

Approximation der Koeffizienten®

If— SN.f”iz(TmX[O,l]") - / [£() = Sn (oI dx
me[o 1

22

®Schmischke, M., Interpretable Approximation of High-Dimensional Data based on the ANOVA Decomposition, Thesis,
Universitatsverlag Chemnitz, (2022).
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ANOVA Approximation

Approximation der Koeffizienten®

1 = SNFI ooy = / 1£(x) — Snf () dx
Tm x [0, 1]n
M
j=1
1 M _— 2
= X ad o)
=1 keZy "

®Schmischke, M., Interpretable Approximation of High-Dimensional Data based on the ANOVA Decomposition, Thesis,
Universitatsverlag Chemnitz, (2022).
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ANOVA Approximation

Approximation der Koeffizienten®

If— SN.f”iz(TmX[O,l]") - / [£() = Sn (oI dx
Tm x [0, 1]n
M
j=1
1 U 2
= a2l X e )]
j=1 ke "
) M
(x(ergn = Fi= argmin S [y = > oy " (x))]
gecl "] =1 keZ "

— kleinste Quadrate Verfahren

®Schmischke, M., Interpretable Approximation of High-Dimensional Data based on the ANOVA Decomposition, Thesis,
Universitatsverlag Chemnitz, (2022).
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Auswertung von Fourier-Kosinus-Polynomen

Fourier-Kosinus-Polynome

= Y ho"(x), feC

keZ "

Trigonometrische Polynome

feP(x Z P exp(27i (k, X)), f&P e C
keZ°

Mit der NFFT kann (f**P(z;))}L, in O(ZZ° | 1og|ZR°| + [log €| ™ M) ausgewertet werden

’Iﬁ’o‘ - ﬁN

j=1
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‘ Auswertung von Fourier-Kosinus-Polynomen

Sei f = (fi) ke € cl™~"| ein Koeffizentenvektor fiir ein Fourier-Kosinus-Polynom f. Wir definieren durch

0 i >mikj= -4
fexp .__ —|supp(k )mj;: A m+mn,0
k= (V2) TR i=ma f< k)T > , sonst , ke Iy
(|kj|);n=t:41
. ~ fex m—+n,0 .. . . ex .
den Koeffizientenvektor £ = (f, p)keI£+"’0 e Cl | fiir das trigonometrische Polynom f<*®. Dann gilt

folgende Identitdt zwischen dem Fourier-Kosinus-Polynom f und dem trigonometrischen Polynom f<*®,

fx) = fo° (((%(Ij)l%}z >> vx € T™ x [0,1]".

Lj)j=m+1
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Satz

Sei f = (fi)ermn € cl™~"| ein Koeffizentenvektor fiir ein Fourier-Kosinus-Polynom f. Wir definieren durch
kEIN

. N
0 . ,dj>m:kj = _TJ
fo® = —lsupp(ky)iZnal ¢ +n,0
li p._ (\/i) [supp(k;) ;2014 f )7y _sonst ke I]T\In n
<(|k7 |);n:+w?+1>
. A s mAn,0| ; ) N .
den Koeffizientenvektor £ = (fy p)k€I£+n,O e Il fiir das trigonometrische Polynom f<<?. Dann gilt

folgende Identitdt zwischen dem Fourier-Kosinus-Polynom f und dem trigonometrischen Polynom f<*®,

fx) =% (((%(%))n%—i >> vx € T™ x [0,1]".

Lj)j=m+1

Folgerung

Fourier-Kosinus-Polynome kdnnen mit einer NFFT ausgewertet werden.
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1,2
L)
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‘ Anwendung

2
1
f:00,1]* = C, f(z1, 22, w3, 24) = (221 — 1)%x3 + 10sin(27z1) (!Ez - 2) + exp(z3)
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Anwendung

2
. 1
f:]0,1)* = C, f(x1,20,23,24) == (221 — 1)%x3 + 10sin(272;) ((Eg - 2) + exp(z3)
A M =50
: Kosinus-Basis %i;gg
. A * M = 500
4 : a A M =50
o4 RanaRy ot *  Teilperiodische Basis M =100
T ®F o/
\?H :?H 4[4 oF ° M = 200
1t N (RN A 11 N * M = 500
(RN [N w o
Iy HH N :QH o ! 0\: A M =50
0.2+ it i i i i 3 ¢ Fourier-Basis M =100
i HH R HH i :H . M = 200
i Y I i i i * M = 500
i Y i i i i
d (] e i I Analytisch berechnete GSls
anf||[n e A || a ][ ’ ’ ¥ ’
0 INNENI HH‘\A-\Q-MMHH Hu\fA.AA.wMA\H L1l 4 K \f

{1} {2} {3} {4y {12} {13} {14} {23} {24} {3;4}
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Anwendung

2

f:00,1)* = C, f(x1, 20, 23,24) == (221 — 1)*x3 + 10sin(27z;) (xg — ;) + exp(z3)
_ 1 -2

MSE(f, f, Xtest) = m ‘f(x) - f(x)‘

XEXyest
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Anwendung

2
) 1
f:00,1)* = C, f(x1, 20, 23,24) == (221 — 1)*x3 + 10sin(27z;) (xg - 2) + exp(z3)
- 1 2
MSE(f, f, o) i= o > |10 = fx)|
|Xtest| cx,
X test
1071 ¢
><§ 10-2 | Kosinus
= Teilperiodisch
IL‘\ N
Z 1073 | Fourlfr3
= TOM ™2
B 20M !
@ 1074 ¢
=
1075 ¢

102 103 10*
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

» Konnen teilweise periodische Funktionen f: T™ x [0, 1] — C approximieren
» schnell fuir Funktionen mit hauptséachlich niederdimensionalen Kopplungen
» Funktionalitat ist im ANOVA Paket implementiert als Branch NFFCT

> https://github.com/NFFT/NFFT3.jl/tree/NFFCT
> https://github.com/NFFT/GroupedTransforms.jl/tree/NFFCT
> https://github.com/NFFT/ANOVAapprox.jl/tree/NFFCT

» Ausblick: Anwendung fiir Approximation auf B¢ und S¢
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‘ Zusammenfassung

Zusammenfassung

» Konnen teilweise periodische Funktionen f: T™ x [0, 1] — C approximieren
» schnell fuir Funktionen mit hauptséachlich niederdimensionalen Kopplungen
» Funktionalitat ist im ANOVA Paket implementiert als Branch NFFCT

> https://github.com/NFFT/NFFT3.jl/tree/NFFCT
> https://github.com/NFFT/GroupedTransforms.jl/tree/NFFCT
> https://github.com/NFFT/ANOVAapprox.jl/tree/NFFCT

» Ausblick: Anwendung fiir Approximation auf B¢ und S¢

Vielen Dank
fiir lhre Aufmerksamkeit
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Anwendung

9\ 3
f:00,1° - C, f(x) =527 +3 (xf (a:g - ;) ) + sin(xzyx4) + 4 cos (77 <x2 - ;) <x5 - ;))
1072

2 -
A Kosinus-Basis, MSE ~ 0.034
¢ Teilperiodische Basis (z2 und x4 periodisch), MSE = 0.028
1.5 . Teilperiodische Basis (z1 und x5 nicht periodisch), MSE ~ 0.024
* Fourier-Basis, MSE ~ 0.595
1 s
497
Lad %
0.5 4 4
A‘N
Eaad *
0 | \M |ade | | | |lage | | | 400 \‘H | Ada \M. |A¢e| (Ao | | |Ate | [Age! age! (40| Ao | Adg| lAge
e e e e el s N e e e e e e e el e e e R ee i e N e
—S AN N <HF O O aNMm <o O N O O FHF O O 0 O O
L S S S A v} .~ S - S S S S S PS S NS NS .~ NS NS
N o~ ~ = 4 N &N NN NN m MmN HFF 0
e e e e e e e e e e e e e e
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Anwendung

0,18 5 €, f(x) =503 43 ( ( - ;)) + sin(erz) + 4cos ( ( - ;) ( - ;))

X1

cos exp

X9 xTo
cos exp exp cos
cos | 0.01995 | 0.01496 | 0.33073 | 0.33592
exp | 0.01971 | 0.01457 | 0.33329 | 0.33557
exp | 0.02385 | 0.01873 | 0.32361 | 0.33935
cos | 0.02409 | 0.01927 | 0.33555 | 0.33948

MSE(flu .f17 Xtest)

cos | x5

Tyq

exp | xs
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Anwendung

d-dimensionale Kugelkoordinaten

g CoS(TLy—1)
xgsin(mxg_1) cos(mry_2)

ga: Tx [0,1]"" = B, qa(z1,...,2q) = | :
Tgsin(mxg_1) ... sin(rzs) cos(2mxy)
Tgsin(mxg_1) ... sin(rry) sin(27wxy)
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‘ Anwendung

d-dimensionale Kugelkoordinaten

g CoS(TLy—1)
xgsin(mxg_1) cos(mry_2)
qqa: T x [0, 1]d*1 — B, qa(x1,...,xq) = |:
Tgsin(mxg_1) ... sin(rzs) cos(2mxy)
Tgsin(mxg_1) ... sin(rry) sin(27wxy)

Basisfunktionen auf Kugeln

Die Funktionen
$7 B = C, ot (y) = (¢ oz )(y), k€ Z x N§!

bilden eine Orthonormalbasis in Ly (B9, |det(Jq;1)|).
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