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Einleitung
Funk–Radon–Transformation

I Sphäre S2 = {ξ ∈ R3 : ‖ξ‖ = 1}
I Funktion f : S2 → C

I Kreise auf der Sphäre sind Schnitte
der Sphäre mit Ebenen:

{η ∈ S2 : 〈ξ,η〉 = x},

für ξ ∈ S2, x ∈ [−1, 1]

I Funk–Radon–Transformation

F : C(S2)→ C(S2),

Ff(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=0

f(η) dλ(η)

integriert f entlang aller Großkreise
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Einleitung
Verallgemeinerte Radon–Transformation

Verallgemeinerte Radon–Transformation [Salman, 2015]
Ersetzen 0 durch beliebigen Punkt

ζ = (0, 0, z)>, 0 ≤ z < 1

im Inneren der Kugel.
Kreis durch ζ ist

{η ∈ S2 : 〈ξ,η〉 = 〈ξ, ζ〉︸ ︷︷ ︸
=zξ3

}.

Definieren

U : C(S2)→ C(S2),

Uf(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=zξ3

f(η) dλ(η).
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Einleitung
Verallgemeinerte Radon–Transformation

Was über die Funk–Radon–Transformation bekannt ist

Satz [Strichartz, 1981]

Die Funk–Radon–Transformation

F : L2
e(S2)→ H1/2

e (S2)

ist stetig und bijektiv.
Der Nullraum besteht aus den ungeraden Funktionen f(ξ) = −f(−ξ).

Fragestellung

Wie verhält es sich mit der verallgemeinerten Radon–Transformation?
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Faktorisierung
Herleitung

Aus Großkreisen werden Kleinkreise
Definition
Definieren die Abbildung

h : S2 → S2, h = π−1 ◦ σ ◦ π

bestehend aus
1. Stereografischer Projektion π : S2 → R2

2. Skalierung in der Ebene σ : R2 → R2, x 7→
√

1+z
1−z x

3. Inverser stereografischer Projektion π−1 : R2 → S2

Wir zeigen

h bildet Großkreise auf Kleinkreise durch ζ ab.
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Faktorisierung
Herleitung

1) Stereografische Projektion π

I G ... Großkreis auf S2

I E ... Äquator von S2

I G schneidet E in zwei
gegenüberliegenden
Punkten (oder ist gleich E)

I π(E) = E

I π(G) ist Kreis oder Gerade
und schneidet π(E) in zwei
gegenüberliegenden
Punkten
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gegenüberliegenden
Punkten (oder ist gleich E)

I π(E) = E

I π(G) ist Kreis oder Gerade
und schneidet π(E) in zwei
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Faktorisierung
Herleitung

2) Skalierung σ in der Ebene

I Zentrische Streckung um 0

mit Faktor s =
√

1+z
1−z

I Einheitskreis wird zu Kreis
σ(π(E)) mit Radius s

I σ(π(G)) schneidet diesen
Kreis in
gegenüberliegenden
Punkten
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Faktorisierung
Herleitung

3) Inverse stereografische Projektion π−1

I Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis zur Breite z;
h(E)

I h(G) = π−1(σ(π(G)))
schneidet Breitenkreis z in
gegenüberliegenden
Punkten

I h(G) ist Kleinkreis durch ζ
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Faktorisierung
Satz

Theorem
Sei z ∈ [0, 1). Es gilt die Zerlegung von U in die Operatoren
M,F ,N : L2(S2)→ L2(S2)

U = NFM.

Dabei ist für f ∈ C(S2)

I Mf(ξ) =

√
1− z2

1 + zξ3
[f ◦ h](ξ)

I F ... Funk–Radon–Transformation

I N f(ξ) = f

(
1√

1− z2ξ23

(
ξ1, ξ2,

√
1− z2ξ3

))
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Faktorisierung
Folgerungen

Nullraum von U
Satz

R ... Punktspiegelung der Sphäre
um den Punkt ζ

f ∈ L2(S2)

Es gilt
Uf = 0

genau dann, wenn für fast alle η ∈ S2

f(η) = −f(Rη) 1− z2

1 + z2 − 2zη3
.
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Faktorisierung
Folgerungen

Bild von U

Satz
Die verallgemeinerte Radon-Transformation

U : L̃2
e(S2)→ H1/2

e (S2)

ist stetig und bijektiv.

I L̃2
e(S2) =

{
f ∈ L2(S2) | f(η) = f(Rη)

1− z2

1 + z2 − 2zη3

}
I H

1/2
e (S2) ... Sobolevraum der Glattheit 1/2, der nur gerade Funktionen

enthält
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Faktorisierung
Folgerungen

Beweisidee

Zeigen
U = NFM : L̃2(S2)→ H1/2

e (S2)

ist stetig und bijektiv.

I M : L̃2
e(S2)→ L2

e(S2) ist unitär

I F : L2
e(S2)→ H

1/2
e (S2) ist stetig und bijektiv

I N ,N−1 : L2
e(S2)→ L2

e(S2) sind steig und
N ,N−1 : H1

e (S2)→ H1
e (S2) sind stetig

I N : H
1/2
e (S2)→ H

1/2
e (S2) ist stetig und bijektiv (als

Interpolationsoperator)
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Faktorisierung
Folgerungen

Inversionsformel
Satz
Seien z ∈ [0, 1) und f ∈ L̃2

e(S2). Für η ∈ S2 gilt

f(η) =
1− z2

2π(1− zv)
d

du

∫ u

0

∫
Sz(η,w)

Uf


(√

1− z2 + ξ23(ξ1, ξ2), ξ3

)
√
1− z2 + z2ξ23

 ds(ξ)

· dw√
u2 − w2

∣∣∣∣∣
u=1

.

Dabei ist ds die Bogenlänge auf dem Kreis

Sz(η, w) =

{
ξ ∈ S2 |

〈
ξ,

(√
1 + η23 − 2zη3(η1, η2), z − η3

)〉
=

√
1− w2

zη3 − 1

}
.
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Faktorisierung
Verwandte Resultate

Der Fall z = 1 [Abouelaz & Daher, 1993]
Spherical Slice Transform

Uf(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=ξ3

f(η) ds(η)

I
”Kreise gehen durch den
Nordpol“

I Ist injektiv für alle
beschränkten Funktionen

[Rubin, 2015]
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Das Ende
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Das Ende
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