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Funk–Radon Transformation
Einleitung

I Sphäre S2 = {ξ ∈ R3 : ‖ξ‖ = 1}
I Funktion f : S2 → C

I Kreis auf der Sphäre ist Schnittmenge der
Sphäre mit einer Ebene:

{η ∈ S2 : 〈ξ,η〉 = x},

ξ ∈ S2, x ∈ [−1, 1]

Sphärischer Mittelwertoperator

S : C(S2)→ C(S2 × [−1, 1]),

Sf(ξ, x) =
∫
〈ξ,η〉=x

f(η) dλ(η)
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Funk–Radon Transformation
Einleitung

Funk–Radon Transformation [Funk, 1913]

I Einschränkung auf Großkreise

I Funk–Radon Transformation (auch
Funk–Transformation oder sphärische
Radon–Transformation)

F : C(S2)→ C(S2),

Ff(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=0

f(η) dλ(η)

Fragen

1. Injektivität
(Ist f anhand deren Mittelwerte entlang aller Großkreise rekonstruierbar?)

2. Bild
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Funk–Radon Transformation
Eigenschaften

Fourier-Reihe
Schreiben f ∈ L2(S2) bezüglich Kugelflächenfunktionen (Spherical
Harmonics) Y k

n vom Grad n

f =

∞∑
n=0

n∑
k=−n

f̂(n, k)Y k
n .

Eigenwert-Zerlegung [Minkowski, 1904]

Die Funk–Radon Transformation erfüllt

FY k
n (ξ) = Pn(0)Y

k
n (ξ), Pn(0) =

{
(n−1)!!
n!! , n gerade,

0, n ungerade.

Pn – Legendre-Polynom vom Grad n

Funk–Radon Transformation ist injektiv für gerade Funktionen f(ξ) = f(−ξ).
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Funk–Radon Transformation
Eigenschaften

Sobolev-Räume

Sei s ≥ 0. Der Sobolev-Raum Hs(S2) ist der Raum der Funktionen
f : S2 → C mit der Norm

‖f‖2s =
∞∑
n=0

n∑
k=−n

∣∣∣f̂(n, k)∣∣∣2(n+
1

2

)2s

.

Theorem [Strichartz, 1981]

Die Funk–Radon Transformation ist stetig und bijektiv

F : L2
even(S2)→ H

1
2
even(S2).
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Funk–Radon Transformation
Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
I Für festes x0 ∈ [−1, 1] setzen wir

Sx0f(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=x0

f(η) dη

I Eigenwert-Zerlegung

Sx0Y k
n = Pn(x0)Y

k
n

“Freak theorem” [Schneider, 1969]

Die Menge der Werte x0, für welche Sx0 nicht injektiv ist, ist abzählbar und
dicht in [−1, 1].

Sx0 : L2(S2)→ H
1
2 (S2) ist stetig [Rubin, 2000]

Expliziter Algorithmus zur Bestimmung, ob Sx0
zu gegebenem x0 injektiv ist
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dicht in [−1, 1].

Sx0 : L2(S2)→ H
1
2 (S2) ist stetig [Rubin, 2000]

Expliziter Algorithmus zur Bestimmung, ob Sx0
zu gegebenem x0 injektiv ist

28. Januar 2017 · Michael Quellmalz 8 / 23 tu-chemnitz.de/∼qmi

tu-chemnitz.de/~qmi


Funk–Radon Transformation
Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
I Für festes x0 ∈ [−1, 1] setzen wir

Sx0f(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=x0

f(η) dη

I Eigenwert-Zerlegung

Sx0Y k
n = Pn(x0)Y

k
n

“Freak theorem” [Schneider, 1969]

Die Menge der Werte x0, für welche Sx0 nicht injektiv ist, ist abzählbar und
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Funk–Radon Transformation
Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(ξ, x) =
∫
〈ξ,η〉=x

f(η) ds(η), ξ3 = 0

I Kreise stehen senkrecht auf
dem Äquator

I Injektiv für symmetrische
Funktionen
f(ξ1, ξ2, ξ3) = f(ξ1, ξ2,−ξ3)

I Beweis1: Orthogonale
Projektion auf die
Äquatorialebene

[Gindikin, Reeds & Shepp, 1994]
I Beweis2: Spherical Harmonics

[Hielscher & Q., 2016]
28. Januar 2017 · Michael Quellmalz 9 / 23 tu-chemnitz.de/∼qmi

tu-chemnitz.de/~qmi


Funk–Radon Transformation
Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(ξ, x) =
∫
〈ξ,η〉=x

f(η) ds(η), ξ3 = 0

I Kreise stehen senkrecht auf
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Funk–Radon Transformation
Bekannte Resultate

Höhere Dimensionen
I Sd ... d-dimensionale Sphäre
I Rd+1 ... (d+ 1)-dimensionaler umgebender Raum

I Großkreis wird zu (d− 1)-dimensionaler Untersphäre

I Für f ∈ C(Sd) definieren wir

Ff(ξ) =
∫
Sd∩{〈ξ,η〉=0}

f(η) dµ

Theorem [Strichartz, 1981]

Die Funk–Radon Transformation ist stetig und bijektiv

F : L2
even(Sd)→ H

d−1
2

even(Sd).
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I Rd+1 ... (d+ 1)-dimensionaler umgebender Raum

I Großkreis wird zu (d− 1)-dimensionaler Untersphäre
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Definition

Schnitte durch einen festen Punkt [Salman, 2016]

Ersetzen 0 durch den Punkt

zed+1, 0 ≤ z < 1

im Inneren der Sphäre.
Schnitt mit Hyperebene durch zed+1 ist

{η ∈ Sd : 〈ξ,η〉 = zξd+1}.

Definition
Uz : C(Sd)→ C(Sd),

Uzf(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=zξd+1

f(η) dλ(η)
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Definition

Theorem [Salman, 2016]

Seien z ∈ [0, 1), σ =
√

1+z
1−z und f ∈ C1(Sd) habe ihren Träger im Inneren

von {ξ ∈ Sd : −1 ≤ ξd+1 ≤ z}. Dann ist f eindeutig rekonstruierbar durch(
f ◦ π−1

)( 2σx

1 +
√
1 + 4|x|2

)
=

(−1)
d−2
2 (1− z)

√
1 + 4|x|2

23d−2πdσd−5


(
1 +

√
1 + 4|x|2

)2
+ 4σ2|x|2

1 +
√
1 + 4|x|2


d−1

4
d
2
x

∫
Sd−1

∫ π
2

0
(Uzf)((cos θ)φ+ (sin θ)εd+1) log

∣∣∣∣x · φ− 1

2

√
1− z2 tan θ

∣∣∣∣ dθdφ√
1− z2 sin2 θ cos θ

,

d ≥ 2 gerade

(−1)
d−1
2 (1− z)

√
1 + 4|x|2

23d−1πd−1σd−2


(
1 +

√
1 + 4|x|2

)2
+ 4σ2|x|2

1 +
√
1 + 4|x|2


d−1

4
d+1
2
x

∫
Sd−1

∫ π
2

0
(Uzf)((cos θ)φ+ (sin θ)εd+1)

∣∣∣∣x · φ− 1

2

√
1− z2 tan θ

∣∣∣∣ dθdφ√
1− z2 sin2 θ cos θ

,

d ≥ 3 ungerade.
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Zerlegung

Theorem [Q., 2017]

Sei z ∈ [0, 1). Die verallgemeinerte Radon-Transformation Uz ist darstellbar
durch

Uz = NzFMz.

I Mzf(ξ) =

( √
1− z2

1 + zξd+1

)d−1

f ◦ h(ξ), ξ ∈ Sd

h(ξ) =

d∑
i=1

√
1− z2

1 + zξd+1
ξie

i +
z + ξd+1

1 + zξd+1
ed+1

I F ... Funk–Radon Transformation
I Nzf(ξ) = (1− z2ξ2d+1)

− d−1
2 f ◦ g(ξ), ξ ∈ Sd

g(ξ) =
1√

1− z2ξ2d+1

(
d∑

i=1

ξie
i +
√
1− z2ξd+1e

d+1

)
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von h (für S2)
Satz
Die Abbildung

h(ξ) = π−1

(√
1 + z

1− z
π(ξ)

)

ist konform und besteht aus

1. Stereografischer Projektion π : Sd → Rd

2. Zentrischer Streckung Rd → Rd, x 7→
√

1+z
1−z x

3. Inverser stereografischer Projektion π−1 : Rd → Sd

Wir werden sehen
h bildet Großkreise auf Kleinkreise durch zed+1 ab.
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1− z
π(ξ)

)

ist konform und besteht aus

1. Stereografischer Projektion π : Sd → Rd

2. Zentrischer Streckung Rd → Rd, x 7→
√

1+z
1−z x

3. Inverser stereografischer Projektion π−1 : Rd → Sd

Wir werden sehen
h bildet Großkreise auf Kleinkreise durch zed+1 ab.
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Geometrische Interpretation

1) Stereografische Projektion π

I G ... Großkreis in S2

I E ... Äquator von S2

I G schneidet E in zwei
antipodischen Punkten (or
ist identisch zu E)

I π(E) = E

I π(G) ist Kreis oder Gerade
in R2 und schneidet π(E)
in zwei antipodischen
Punkten
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Geometrische Interpretation

2) Zentrische Streckung

I Zentrische Streckung um
Faktor σ =

√
1+z
1−z

I Einheitskreis E wird zu
Kreis σ(π(E)) mit
Radius σ

I σ(π(G)) schneidet
σ(π(E)) in zwei
antipodischen Punkten
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Geometrische Interpretation

3) Inverse stereografische Projektion π−1

I Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis z;
h(E)

I h(G) = π−1(σ(π(G)))
schneidet h(E) in zwei
antipodischen Punkten

I h(G) ist Kleinkreis durch
(0, 0, z)
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Kern von Uz

Theorem [Q., 2017]

Zu ξ ∈ Sd setzen wir ξ∗ ∈ Sd als die Punkt-
spiegelung der Sphäre um den Punkt zed+1.

Sei f ∈ L2(Sd). Dann ist

Uzf = 0

genau dann, wenn für fast alle ξ ∈ Sd gilt

f(ξ) = −
(

1− z2

1 + z2 − 2zηd+1

)d−1
f(ξ∗).
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Bild von Uz

Theorem [Q., 2017]

Die verallgemeinerte Radon-Transformation

Uz : L̃2
e(Sd)→ H

d−1
2

e (Sd)

ist bijektiv und stetig.

I L̃2
e(Sd) =

{
f ∈ L2(Sd) | f(ξ) =

(
1− z2

1 + z2 − 2zηd+1

)d−1
f(ξ)

}

I H
d−1
2

e (Sd) ... Sobolev-Raum der geraden Funktionen mit Glattheit d−12
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)
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Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)

Haben

Mzf(ξ) =

( √
1− z2

1 + zξd+1

)d−1
f ◦ h(ξ), ξ ∈ Sd

mit

h(ξ) =
d∑
i=1

√
1− z2

1 + zξd+1
ξie

i +
z + ξd+1

1 + zξd+1
ed+1.

Lemma
Mz : L

2(Sd)→ L2(Sd) ist stetig und bijektiv.
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)

Theorem [Strichartz, 1981]

Die Funk–Radon Transformation in den Räumen

F : L2
even(Sd)→ H

d−1
2

even(Sd)

ist stetig und bijektiv.
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)

Haben
Nzf(ξ) = (1− z2ξ2d+1)

− d−1
2︸ ︷︷ ︸

Multiplikation

f ◦ g︸︷︷︸
Verkettung

(ξ), ξ ∈ Sd

mit

g : Sd → Sd, g(ξ) =
1√

1− z2ξ2d+1

(
d∑
i=1

ξie
i +
√

1− z2ξd+1e
d+1

)
.
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)

Lemma 1
Sei s ∈ N0 und g ∈ Cs(Sd). Dann existiert cs, so dass

‖fg‖Hs(Sd) ≤ cs ‖f‖Hs(Sd) ‖g‖Cs(Sd) ∀f ∈ Hs(Sd), ∀g ∈ Cs(Sd).

Lemma 2
Sei s ∈ N0 und g ∈ Cs(Sd → Sd) ein Diffeomorphismus. Dann existiert Cg,s,
so dass

‖f ◦ g‖Hs(Sd) ≤ Cg,s ‖f‖Hs(Sd) ∀f ∈ Hs(Sd).
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Funk-Radon-Transformation für Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U : L2(Sd) Mz−→L2(Sd) F−→H
d−1
2 (Sd) Nz−→ H

d−1
2 (Sd)

I Die Lemmas implizieren, dass Nz : Hs → Hs stetig ist für s ∈ N0

I Dasselbe gilt fürN−1z

I Stetigkeit für allgemeines s > 0 folgt mithilfe der Theorie der
Interpolationsräume [Triebel, 1995])
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Das Ende

\endinput
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