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Die sphärische Radon-Transformation

Definition (sphärische Radontransformation)
Für eine Funktion f ∈ C

(
S2) ist die sphärische Radon-Transformation

definiert durch

Rf (ξ) := 1
2π

ˆ
ξ⊥

f (η) dη, ξ ∈ S2.

Das Integral erfolgt bezüglich der Bogenlänge auf dem Großkreis

ξ⊥ :=
{
η ∈ S2 : ξ · η = 0

}
,

der senkrecht zu ξ ∈ S2 ist.
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Kugelflächenfunktionen

Jede Funktion f ∈ L2 (S2) lässt sich als Fourierreihe bezüglich der
Kugelflächenfunktionen Yn,k , n ∈ N0, k = −n, . . . , n Fourierreihe
schreiben:

f =
∞∑

n=0

n∑
k=−n

f̂ (n, k)Yn,k mit f̂ (n, k) :=
ˆ
S2
f (ξ)Yn,k (ξ) dξ

Funk-Hecke-Formel
Sei ψ ∈ L1 [−1, 1] und Pn das n-te Legendre-Polynom. Dann gilt

ψ ∗ Yn (ξ) :=
ˆ

S2
ψ (ξ · η)Yn,k(η) dη = ψ̂ (n)Yn,k (ξ)

mit ψ̂(n) = 2π
1ˆ

−1

ψ(t)Pn(t) dt
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Singulärwertzerlegung der Radon-Transformation

Für eine Funktion f ∈ L2 (S2) gilt die Darstellung

Rf =
∞∑

n=0
λn

n∑
k=−n

f̂ (n, k)Yn,k

mit den Eigenwerten

λ0 = 1, λn =
{

(−1)n/2 (n−1)!!
n!! : n gerade

0 : n ungerade
, n ≥ 1.

Mit der Striling-Formel zeigt man für gerade n

|λn| =
√
2√
πn

(
1 +O

(1
n

))
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Sobolev-Räume

Für s ≥ 0 definieren wir den Sobolev-Raum

Hs
e

(
S2
)

:=
{
f ∈ L2

(
S2
)

:
∞∑

n=0

n∑
k=−n

(
n + 1

2

)2s ∣∣∣f̂ (n, k)
∣∣∣2︸ ︷︷ ︸

=:‖f ‖2
Hs

<∞
}

Der Sobolev-Raum gerader Funktionen ist

Hs
e

(
S2
)

:=
{
f ∈ Hs

(
S2
)

: f (ξ) = f (−ξ) fast überall
}

Die Radontransformation

R : L2
e

(
S2
)
→ H

1
2e
(
S2
)

ist bijektiv, stetig und offen.
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Die Inversion der sphärischen Radon-Transformation

Gegeben: eine Funktion g ∈ H 1
2
(
S2)

Gesucht: f ∈ L2 (S2) mit Rf = g

Einfacher Algorithmus
1 Berechne Fourierkoeffizienten von g : ĝ (n, k) =

´
S2 g (ξ)Yn,k (ξ) dξ

2 Berechne Fourierkoeffizienten von f : f̂ (n, k) = 1
λn
ĝ (n, k)

3 Berechne die Funktion f =
∑

n,k f̂ (n, k)Yn,k

Problem
Dieser Algorithmus reagiert sehr empfindlich auf kleine Störungen in den
Daten g .

⇒ Deshalb: Regularisierung
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Mollifier-Ansatz

Gegeben: g ∈ H 1
2
(
S2)

Gesucht: f ∈ L2 (S2) mit Rf = g

Mollifier-Ansatz
Wir berechnen für den Regularisierungskern ψ ∈ L1 [−1, 1] die
regularisierte Lösung

ψ ∗ f (η) =
ˆ
S2
ψ (η · ξ) f (ξ) dξ, η ∈ S2

Der Rekonstruktionskern Ψ : [−1, 1]→ C ist die Funktion mit
RΨ = ψ.
Für η ∈ S2 gilt

ψ ∗ f (η) = 〈f , ψ (η · ◦)〉 = 〈f ,RΨ (η · ◦)〉
= 〈Rf ,Ψ (η · ◦)〉 = 〈g ,Ψ (η · ◦)〉 = Ψ ∗ g (η) .
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Das diskrete Problem

Gegeben: g (ξ) , ξ ∈ Ξ von g ∈ C
(
S2)

Gesucht: f ∈ L2 (S2) mit Rf (ξ) = g (ξ)
Integral durch Quadraturformel auf Ξ ersetzen:

ψ ∗ f (η) = Ψ ∗ g (η) =
ˆ

S2

g (ξ) Ψ (η · ξ) , dξ

≈ 4π
|Ξ|

M∑
ξ∈Ξ

g (ξ) Ψ (η · ξ) , η ∈ S2.

Fourierreihe des Rekonstruktionskernes Ψ einsetzen:

ψ ∗ f (η) ≈ 4π
|Ξ|

M∑
ξ∈Ξ

g (ξ)
N∑

n=0

n∑
k=−n

Ψ̂nYn,k (ξ)Yn,k (η)

=
N∑

n=0

n∑
k=−n

Ψ̂n
4π
|Ξ|

M∑
ξ∈Ξ

g (ξ)Yn,k (ξ)Yn,k (η) =: fψ (η)
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Hyperinterpolation

Definieren diskretisiertes Skalarprodukt für Punkte Ξ ⊂ S2

〈f , g〉Ξ = 4π
|Ξ|

∑
ξ∈Ξ

f (ξ) g (ξ)

Hyperinterpolation LΞ : C
(
S2)→PN

(
S2) (= Raum der Polynome

vom Grad ≤ N)

LΞg =
N∑

n=0

n∑
k=−n

〈g ,Yn,k〉Ξ Yn,k

Dann gilt

fψ =
N∑

n=0

n∑
k=−n

Ψ̂n
4π
|Ξ|

∑
ξ∈Ξ

g (ξ)Yn,k (ξ)Yn,k

= Ψ ∗ LΞg = ψ ∗ R−1LΞg
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Gestörte Daten

Haben nur gestörte Daten zur Verfügung:

gε (ξ) := g (ξ) + ε (ξ) , ξ ∈ Ξ

mit ε (ξ) , ξ ∈ Ξ i.i.d. normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz σ2

Gesucht: f ∈ L2 (S2) mit Rf = g
Berechnen

f εψ := Ψ ∗ LΞgε

Fragen
Wie nah kommt f εψ der wahren Lösung f ?
Wie wählt man den Kern ψ möglichst optimal?
Konvergiert für wachsendes M die berechnete Funktion f εψ gegen f ?
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Gesucht: f ∈ L2 (S2) mit Rf = g
Berechnen

f εψ := Ψ ∗ LΞgε

Fragen
Wie nah kommt f εψ der wahren Lösung f ?
Wie wählt man den Kern ψ möglichst optimal?
Konvergiert für wachsendes M die berechnete Funktion f εψ gegen f ?
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Wahrscheinlichkeitsverteilung der Fourier-Koeffizienten

f εψ = Ψ ∗ LΞgε ist eine Zufallsvariable

Satz
Sei Ξ ein sphärisches 2N-Design, d.h.

ˆ
S2
p (ξ) dξ = 4π

|Ξ|
∑
ξ∈Ξ

p (ξ) ∀p ∈P2N .

Dann sind die Fourierkoeffizienten von LΞgε wieder i.i.d. normalverteilt mit
Erwartungswert LΞg und Varianz 4πσ2

|Ξ| .

Der Erwartungswert der regularisierten Lösung f εψ lässt sich dann
darstellen als

Ef εψ = fψ
EΨ ∗ LΞgε = Ψ ∗ LΞg
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Zerlegung des erwarteten Fehlers

Satz
ψ ∈ L1

e [−1, 1], σ > 0, N ∈ N
Ξ sphärisches 2N-Design
gε (ξ) ... i.i.d. normalverteilt mit Erwartungswert Rf (ξ) und Varianz
σ2

Für den erwarteten Fehler E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
gilt die Zerlegung

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
= ‖f − fψ‖2︸ ︷︷ ︸

Bias-Term

+ E
∥∥∥fψ − f εψ

∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
Varianz-Term

.
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Asymptotische Optimalität

Der erwarteten L2-Fehler ist E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Betrachten für s,S > 0 die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
Wollen den Worst-Case-Fehler minimieren:

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2

Dazu: Minimax-Fehler

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Ziel: Suchen ψ, für das das obige Minimum angenommen wird

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 14 / 27



Asymptotische Optimalität

Der erwarteten L2-Fehler ist E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Betrachten für s,S > 0 die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
Wollen den Worst-Case-Fehler minimieren:

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2

Dazu: Minimax-Fehler

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Ziel: Suchen ψ, für das das obige Minimum angenommen wird

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 14 / 27



Asymptotische Optimalität

Der erwarteten L2-Fehler ist E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Betrachten für s,S > 0 die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
Wollen den Worst-Case-Fehler minimieren:

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2

Dazu: Minimax-Fehler

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Ziel: Suchen ψ, für das das obige Minimum angenommen wird

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 14 / 27



Asymptotische Optimalität

Der erwarteten L2-Fehler ist E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Betrachten für s,S > 0 die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
Wollen den Worst-Case-Fehler minimieren:

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2

Dazu: Minimax-Fehler

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Ziel: Suchen ψ, für das das obige Minimum angenommen wird

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 14 / 27



Asymptotische Optimalität

Der erwarteten L2-Fehler ist E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Betrachten für s,S > 0 die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
Wollen den Worst-Case-Fehler minimieren:

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2

Dazu: Minimax-Fehler

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
.

Ziel: Suchen ψ, für das das obige Minimum angenommen wird

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 14 / 27



Varianz-Fehler

Satz
gε (ξ) i.i.d. normalverteilt mit Erwartungswert Rf (ξ) und Varianz σ2

Ξ sphärisches 2N-Design

⇒ Der Varianz-Term hat die Darstellung

E
∥∥∥f εψ − fψ

∥∥∥2
= E ‖Ψ ∗ LΞ (gε − g)‖2

=
N∑

n=0

n∑
k=−n

∣∣∣Ψ̂ (n)
∣∣∣2 E ∣∣∣L̂Ξgε (n, k)− L̂Ξg (n, k)

∣∣∣2
= 4πσ2

M

N∑
n=0

(2n + 1)
∣∣∣Ψ̂ (n)

∣∣∣2 =: 4πσ
2

M ‖Ψ‖2 .
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Bias-Fehler

Satz
s > 1, S > 0, f ∈ Hs

e
(
S2) mit ‖f ‖Hs ≤ S, N ∈ N, σ > 0

ψ ∈ L1
e [−1, 1] mit ψ̂n ∈ [0, 1] für alle n ∈ N0

gε (ξ) i.i.d. normalverteilt mit Erwartungswert Rf (ξ) und Varianz σ2

Ξ sphärisches 2N-Design

Dann existiert eine positive Konstante c unabhängig von N, sodass für den
Bias-Term gilt

‖f − fψ‖ ≤ ‖f − ψ ∗ f ‖+
∥∥∥ψ ∗ R−1 (g − LΞg)

∥∥∥
≤ sup

n∈2N0

∣∣∣1− ψ̂ (n)
∣∣∣(

n + 1
2

)s S + c
(
N + 1

2

)1−s
S
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Fehlerabschätzung nach oben

Zusammengefasst gilt

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≤

 sup
n∈2N0

∣∣∣1− ψ̂ (n)
∣∣∣(

n + 1
2

)s S + c
(
N + 1

2

)1−s
S

2

+4πσ2

M ‖Ψ‖2
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Optimale Kerne

Definition
Für L ∈ R, L ≥ 0 definieren wir den Kern ψL ∈PbLc

(
S2) durch

ψL :=
L∑

n=0

n∑
k=−n

(
1−

(
n + 1

2
L + 1

2

)s)
Yn,k .

Abbildung: Kernfunktion ψL (cos θ) mit s = 4, L = 16 und dessen
Fourierkoeffizienten ψ̂L (n)
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Fehlerabschätzung nach unten

Lemma
ψ ∈ L1

e [−1, 1] ein beliebiger Regularisierungskern
s > 1, S > 0, f ∈ Hs

e
(
S2) mit ‖f ‖Hs ≤ S

gε (ξ) i.i.d. normalverteilt mit Erwartungswert Rf (ξ) Varianz σ2 > 0
Ξ sphärisches 2N-Design

Dann existiert ein L∗ ≥ 0 mit

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≥ sup

n∈2N0

1− ψ̂L∗ (n)(
n + 1

2

)s · S

2

+ 4πσ2

|Ξ| ‖ΨL∗‖2

Fehlerabschätzung nach oben

E
∥∥f − f εψ

∥∥2 ≤

 sup
n∈2N0

∣∣∣1− ψ̂ (n)
∣∣∣(

n + 1
2
)s S + c

(
N + 1

2

)1−s
S

2

+ 4πσ2

|Ξ| ‖Ψ‖
2
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Beweis
Sei ψ ∈ L1

e [−1, 1] mit ψ̂ (n) = 0 für n > N. Wir setzen

L∗ := max
{
L ≥ 0 : ψ̂L (n) ≤

∣∣∣ψ̂ (n)
∣∣∣ ∀n ∈ 2N0

}
Wählen n0 ∈ 2N0 sodass ψ̂L∗ (n0) =

∣∣∣ψ̂ (n0)
∣∣∣ gilt.

ψ̂ (n) für bel. Kern (rot), und von ψ̂L∗ (n) (grün), sowie ψ̂60 (n) (blau)
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Beweis (Forts.)
Wir definieren die Funktion

f0 = S(
n0 + 1

2

)s Yn0,0 ∈PN
(
S2
)
⇒ ‖f0‖Hs = S

Haben zunächst

sup
‖f ‖Hs<S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≥ E

∥∥∥f0 − (f0)εψ
∥∥∥2

=
∥∥∥f0 − (f0)ψ

∥∥∥2
+ 4πσ2

|Ξ| ‖Ψ‖
2

Für den Bias-Term bezüglich f0 gilt∥∥∥f0 − (f0)ψ
∥∥∥2

= ‖f0 − ψ ∗ f0‖2 ‖f0 − ψL∗ ∗ f0‖2

ψ̂L∗ (n) ≤
∣∣∣ψ̂ (n)

∣∣∣ ∀n ∈ 2N0 ⇒ ‖ΨL∗‖ ≤ ‖Ψ‖.

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 21 / 27



Beweis (Forts.)
Wir definieren die Funktion

f0 = S(
n0 + 1

2

)s Yn0,0 ∈PN
(
S2
)
⇒ ‖f0‖Hs = S

Haben zunächst

sup
‖f ‖Hs<S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≥ E

∥∥∥f0 − (f0)εψ
∥∥∥2

=
∥∥∥f0 − (f0)ψ

∥∥∥2
+ 4πσ2

|Ξ| ‖Ψ‖
2

Für den Bias-Term bezüglich f0 gilt∥∥∥f0 − (f0)ψ
∥∥∥2

= ‖f0 − ψ ∗ f0‖2 ‖f0 − ψL∗ ∗ f0‖2

ψ̂L∗ (n) ≤
∣∣∣ψ̂ (n)

∣∣∣ ∀n ∈ 2N0 ⇒ ‖ΨL∗‖ ≤ ‖Ψ‖.

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 21 / 27



Beweis (Forts.)
Wir definieren die Funktion

f0 = S(
n0 + 1

2

)s Yn0,0 ∈PN
(
S2
)
⇒ ‖f0‖Hs = S

Haben zunächst

sup
‖f ‖Hs<S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≥ E

∥∥∥f0 − (f0)εψ
∥∥∥2

=
∥∥∥f0 − (f0)ψ

∥∥∥2
+ 4πσ2

|Ξ| ‖Ψ‖
2

Für den Bias-Term bezüglich f0 gilt∥∥∥f0 − (f0)ψ
∥∥∥2

= ‖f0 − ψ ∗ f0‖2 ‖f0 − ψL∗ ∗ f0‖2

ψ̂L∗ (n) ≤
∣∣∣ψ̂ (n)

∣∣∣ ∀n ∈ 2N0 ⇒ ‖ΨL∗‖ ≤ ‖Ψ‖.

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 21 / 27



Beweis (Forts.)
Wir definieren die Funktion

f0 = S(
n0 + 1

2

)s Yn0,0 ∈PN
(
S2
)
⇒ ‖f0‖Hs = S

Haben zunächst

sup
‖f ‖Hs<S

E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
≥ E

∥∥∥f0 − (f0)εψ
∥∥∥2

=
∥∥∥f0 − (f0)ψ

∥∥∥2
+ 4πσ2

|Ξ| ‖Ψ‖
2

Für den Bias-Term bezüglich f0 gilt∥∥∥f0 − (f0)ψ
∥∥∥2

= ‖f0 − ψ ∗ f0‖2 ‖f0 − ψL∗ ∗ f0‖2

ψ̂L∗ (n) ≤
∣∣∣ψ̂ (n)

∣∣∣ ∀n ∈ 2N0 ⇒ ‖ΨL∗‖ ≤ ‖Ψ‖.

Michael Quellmalz (TU Chemnitz) Sphärische Radon-Transformation April 2014 21 / 27



Eine Familie asymptotisch optimaler Kerne

Theorem
Seien s > 3

2 , S > 0, N ∈ N sowie σ > 0.
Ξ ... sphärisches 2N-Design mit |Ξ| ∼ N2 Quadraturknoten

Dann ist die Kernfunktion ψL∗ mit dem Regularisierungsparameter

L∗ =


(

3
s + 1

) (
3
s + 2

)
s

2π2σ2 S2 |Ξ|


1

2s+3

asymptotisch optimal für f εψ für die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
für N →∞, d.h.

lim
M→∞

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥f − f εψ

∥∥2 N s
2s+3 = lim

M→∞
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψL∗

∥∥∥2
N 2s

2s+3
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Fehler mit optimalen Kern
Für den erwarteten Fehler der regularisierten Lösung f εψ = ψ ∗ R−1LΞg gilt

lim
M→∞

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥∥f − f εψ

∥∥∥2
· |Ξ|

2s
2s+3

= lim
M→∞

sup
‖f ‖Hs≤S

E
∥∥∥f − f εψL∗

∥∥∥2
· |Ξ|

2s
2s+3

= 4π2σ2

3
(

3
s + 1

) (
3
s + 2

)
s

(
3
s + 1

) (
3
s + 2

)
S2

2π2dsσ2


3

2s+3

+S2

s
(

3
s + 1

) (
3
s + 2

)
S2

2π2dsσ2


−2s
2s+3

Konvergenzrate: N
−s

2s+3 bzw. |Ξ|
−2s
2s+3

für s → 3
2 :
−2s
2s+3 = 1

2 ; für s →∞: −2s
2s+3 = 1
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Algorithmus

Algorithmus
1 Berechne Fourierkoeffizienten von g via NFSFT (schnelle sphärische

Fouriertransformation):

ĝn,k =
∑
ξ∈Ξ

gε (ξ)Yn,k (ξ)

2 Berechne Fourierkoeffizienten von f :

f̂n,k = ψ̂n
λn

ĝn,k , n = 0, . . . ,N, k = −n, . . . , n

3 Berechne die Funktion f anhand von deren Fourierkoeffizienten via
NFSFT:

f (η) =
N∑

n=1

n∑
k=−n

f̂n,kYn,k (η)
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Die sphärische Kosinus-Transformation

Zur Erinnerung: Radon-Transformation

Rf (ξ) := 1
2π

ˆ
ξ·η=0

f (η) dη, ξ ∈ S2

Definition
Die sphärische Kosinus-Transformation einer Funktion f ∈ L2 (S2) ist
gegeben durch

Cf (ξ) :=
ˆ
S2
|ξ · η| f (η) dη, ξ ∈ S2.
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Asymptotisch optimale Kerne für die sphärische
Kosinus-Transformation

Seien s > 3
√

2
2 − 1 > 1.12, N ∈ N und S > 0 sowie σ > 0.

Ξ sphärisches 2N-Design mit |Ξ| ∼ N2 Quadraturknoten

Für die iverse Kosinus-Transformation ist dann die Kernfunktion ψL∗ mit
dem Regularisierungsparameter

L∗ =
( s
14πdσ2S

2 |Ξ|
) 1

2s+7
mit d = π

28
(

7
s + 1

) (
7
s + 2

)
asymptotisch optimal für f εψ für die Funktionenklasse{
f ∈ Hs

e
(
S2) : ‖f ‖Hs ≤ S

}
für N →∞, d.h.

lim
M→∞

inf
ψ∈L1

e[−1,1]
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥f − f εψ

∥∥2 N s
2s+7 = lim

M→∞
sup

‖f ‖Hs≤S
E
∥∥f − f εψL∗

∥∥2 N s
2s+7
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