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1 Deutsches Algorithmus

David Deutsch (1986) - Ein einfaches Problem:
f:{0,1} — {0, 1} ist gegeben.
Gesucht f(0) @ f(1). (etwa durch exklusives V. ein Programm!).
Deterministisch: f(0), f(1), f(0), £(0) & f(1).

2-mal f aufrufen.

Randomisiert (zum Beispiel) zo := f(0) oder f(1) mit 3

1
Im Falle f(0) = f(1) = 0, haben wir fiir = die Verteilung 1 - |0) + 0[1) = (O)

Im Falle f(0) = f(1) =10]|0) + 1]1) = (é)
Im Falle f(0) # f(1) haben wir

1 1 :
5 10 +35-11)= (;)
Haben Matrix fiir f:
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—_
(@)
(@]
—_
—_

S~
N
—_

S~
N

Fehlerwahrscheinlichkeit bis hin zu 1.
2-maliges Lesen.
Bei f(0) # f(1) richtig mit 1. Bei f(0) = f(1) richtig mit Wahrscheinlichkeit von 1.

Besser deterministisch.
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f(0) + f(1) erkennbar

1 1/2  1)2

Will f im Quatntenprogramm aufrufen. Dazu muss f als orthogonale Matrix gegeben

sein, insbesondere bijektiv.
Klassisch: f ist eine Transformation des Zustandraums.
Dazu wird f durch fg, dargestellt: fg : {0,1}* — {0, 1} mit |zy25)|z1 (20 ® f(21))

Man behilt das Argument bei (siehe jeweils x1)

|210) — 21 f (21)

|211) = 21— f (21)

Offensichtlich bijektiv.
Mogliche Matrizen fiir fq.:

1000110 11

00 | 01

01] 01

10 | 01
11| 01

Sei 01 eine von diesen Matrizen. Startwert |00), zum Beispiel.
Was kann man damit anfangen?

01 anwendbar. M|00) = |0f(0)). Mit einem Wort kann man gar nichts anfangen.
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11
Also zuerst H, = \/Li <1 1) auf das erste Qbit anwenden. Dann haben wir die Ma-

trix:

1 1 00
L 1 1 ]01
vl g 10
1 -1/ 11
00011011
Also
Hyauf 1. Qbit 1
00) ————— —=(|00) + [10))
\/_
— ([0£(0)) + [1£(1)))
\/_
4 Moglichkeiten:
00 /1 0 1 0
0110 1 0 1 <1>
wli] ol o] |1 V2
11 \O 1 1 0

Ziel etwa Ziel etwa
|0—) |1—)  als Ergebnis

Messen ergibe den Unterschied.

Wie wire es, wenn wir die Vekroten hitten:
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1 1 1 1 (1) 0
1=t =11 2

o\

1> auf das erste Qbit. Das bedeuted bei Matrix

00011011
11 00
1 1 |m
i B 10
1 -1/ 1

: % = %(\UD) +110) — (]01) + [11)))
—1 \\\\

— 5 - 5 (|00) 4 |10) + [00) — [10))
V2

Wegheben - "Negative Wahrscheinlichkeit"

01) 11)

/N

— (|01) 4+ [11) +01) — [11))

A A

= L (00) — [01))



(=[10) +[11))

Beobachten und dann erstes Qbit setzen ergibt das Ergebnis.
Die Frage ist: Wie bekommt man die Ausgangsvektoren?
#(0) = ¢(1) = 0 gibt die Matrix fiir fg

Dort soll . . % rauskommen.



Es gilt: < £(|00) — [01) + |10) — |11))

N | +—=

-1
Also brauchen das als Anfangsvektor. Wie bekommt man das aus dem Startvektor
|00)?

01
Zuerst Negation <1 O) auf das 2. Qbit.

100) > [01)

Dann H auf das 2. Qbit

L ooy - jo1y) =

|01) — 7

Sl

Dann H, auf das erste Qbit

100) = 7 (100) + [10))

L (jo1) + 1))

01) — 7

1 1 1
75 (100) = 101)) = 5 (100) = [01) + 10) ~ [11)) = EMZ;Q(—N |b1bs).

Wenden wir auf diesen Vektor das M fiir fg an, so bekommen wir:

1
5 Z(- ’blbg —> Z ¢(b2 |b1b2

b17b2 b1 bg

Das sind dann gerade die Vektoren aus 1.



Qbitl Qbit2 Qbitl Qbit2
0 0

01 M
10 H,
Hy Hy Messen

Sinn der Sache: Ein Aufruf von f(d, k, M) gibt gewiinschtes Ergebnis.

2 Teleportation

Betrachten wir 2 Qbits z, x5 und nehmen nur an, sie sind in dem Zustand

1 1
75 (100) +111)) = —

_ o O =

Vorstellung: x; oszilliert zwischen O und 1, x5 ebenso, das stehts ist z; = x5. Eine
weitere Neuigkeit: x1, z2 bleiben 2 unabhingige Bits. D.h. wir konnen z; Benutzer A(lice)
setzen und x5 Benutzer B(ob). Fiir obrigen Zustand gilt: z; = x,, egal wie weit sie au-
seinander sind. ("‘Rdtselhafte Fernwirkung'’ (Einstein))

A und B konnen auf ihren Qbits wie bekannt weiterarbeiten.

01
Wendet A etwa die Negation (1 0) auf 1 an, so bekommen wir den Zustand \% (]|01) 4 |01)).

11
Wendet A Hy = \/% < ) an, so

(100) +100) + |01) — [11)) 2)

N | —

Was geschiet, wenn A im Zustand



2 (]00) + [11))
1 ™

T1To  T1xo sein Qbit xq misst?

z1 = 0 mit £, Folgezustand |00)

zy = 1 mit £, Folgezustand |11)

Was hat B?

B hat |0) oder |1) jeden Wert mit Wahrscheinlichkeit 1. Also ein klassiches Zufallsbit.
(nicht irgendetwas der Art = (|0) + [1)).)

Was passiert, wenn fiir 2y, x5 der gemeinsame Zustand 3 (|00) + [10) + [01) — |11))
vorliegt?

A misst |0) in einem Qbit

<~

Die Messung trifft auf |00) oder |01).

Also Wahrscheinlichkeit }1 + i = %

Wenn A |0) gemessen hat, was ist der Folgezustand?

Der Folgezustand muss sich ergeben aus 1 (]00) + |01)).

Dieser muss nur auf L,-Norm 1 normiert werden.

Teilen durch Ly-Norm ergibt 7= (|00) + [01)).

Also: Wahrscheinlichkeit = (L,-Norm)”

Dann: Normieren, in dem wir durch L,-Norm teilen.

Erinnerung: Betrachten > a;|7).

Ly-Norm = \/m (Pythagoras)

(Ly-Norm)® = 3" a2

\/%a? -~ a;]i) hat Ly-Norm = 1, denn > Z“—ZZQ =% =1,

>l
In dem Zustand (2) und von A |1) gemessen mit

V]

=N

— Wahrscheinlichkeit 1 + 1 = 1

1(110y—
- Folgezustand M = \/Li (]10) — |11))
V3
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Also, wenn A sein Qbit gemessen hat, so haben wir danach folgende Verteilung von

Zustinden von x1, Ts:

\/Li (J00) + |01)) mit Wahrscheinlichkeit 3

\/Li (J10) + |11)) mit Wahrscheinlichkeit

L (|OO> + |01)) bedeutet auf jeden Fall, x; = |0). Lassen wir jetzt x; weg, so belibt
S

ubrlg (be1 B) NeUR)]
Bei —= (|10> |11)) bekommen wir —= (]0> 11)).

Wollen wir dagegen in —= (]00) ]11)) das Qbit z; weglassen, wie soll das gehen? Es
ist verschrinkt (entangled) m1t 2o. Konnen es nur messen und dann wegwerfen.

~ Verteilung von Qbits.

A hat Zustand |®) = ag|0)+a4|1) (ap, a1 nicht explizit bekannt) eines Qbits. A soll | H)
zu B senden. A und B haben vorher eine verschrinktes Paar von Qbits x1, o bekommen.

Als Zustand von x{, x5 ist

5+ (100) + [11))
™ T EPR-Paar

T1T9  T1Zo Einstein, Podolski, Rosen

1 ist bei A, x4 1st bei B. Des Weiteren haben A und B nur einen klassichen Kommu-
nikationskanal. Sei |®) Zustand von Qbit xy bei A. zy unabhingig (nicht entangled mit

dem Rest). Damit ist der Gesamtzustand von xg, Z1, Zo.

|SE07 $1>

(@) = ag (000 + [011)) + a; —= (]100) + |111))

\/_

o, X1 bei A, i) bei B.

A hat folgende Operationen zur Verfiigung:
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1 |00) — |00)
1 |01) — |01)
1| [10) — |11)

1 [11) — |10)
Kontrollierte Negation: Ist das 1-Qbit = 1, wird das 2-Qbit negiert, sonst nicht.

A wendet die kontrollierte Negation auf z, x; an. Das ergibt als Gesamtzustand

1
|D1) = CLOE (1000) + |001))

+a175 (110) + [101))
T 1
Negation
A sendet das 1. Qbit, xg durch ein Ho.
Dann |®,) = a;3-(]000) + |[100) + [011) + [11))+a;5 (|010) — [110) + [001) + |101))

Hy damit nur die gleichen Anfinge (ersten 2 Qbit bekommen)

Ubung

Was geschieht, wenn |z,) noch mal einen anderern Qbit irgendwo verschrinkt ist. Das

heil3t, wir haben einen Zustand der Art

weiteres Qbit x

N
|D) = ago|00) + ag1|01) + a10]/10) 4+ a11]11)?
Oder sogar: |9) = >, aby—b,, Do bm) *)
ro weitere Qbits

11



Ubung

Seien zq, z1 2 Qbits, nicht verschrinkt.
Auf zg stehe |P) = ag|0) + a;]1)
auf T |§p> = b0|0> + b1|1>

Wie sieht der gesamte Zustand aus?

1 1
1 1
+ ag=|011) + a,=[010)
2 2
1 1
+ (l0§|100> + (11§|101>

1 1

‘Was bedeutet das?

"‘Hat"™ A |00), so B(!) [(®)) = ao|0 + a1|1)
A |01),s0 B [(?)) = ao|l + a1]0)
100), so B |(?")) = ap|0 + a1|1)

|00), so B |(?")) = ag|l 4+ a1]0)

Also: A misst xy, z1. Jede Moglichkeit hat Wahrscheinlichkeit i.
Die |®), |@'), ...ergeben sich durch Teilen durch \/% = 1.

Nun sendet A sein Messergebnis (2 klassische Bits) zu B. Was macht B?
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Nachricht

00 B macht nichts mit x,.

01

01 B wendet an.
10
10

10 B wendet an.
0-1

Dann ist

(bp Kontrollbit, 00 kontrollierte Negation)

o) =y, -
(1) = > @b,
bo=0

(\bo — 5u00) + by — by 11))

-5l

(|0by — byu00) + [0bg — by 11))

.7
1
+ 3 b, - —= (|1bs — b, 10) + [1bg — b,,,01))
bo=1 \/_
1
|@2) = aq, ., 5 (|0by — b,,00) + |1by — b,,,00) + [0by — by, 11)[1b1 — b,,01)
+ Y ay, ., \Obl — by 10) — [1by — bp1o) + 06y — by, 01) — |16y — b,,01))
b1 —b2

A misst 00 mit > (ay, s, )% = = =

11
Es bleibt tatsichlich Zbl_bm oy, _,, |by — b, 0) + Zbl_bm a1y, |by — by, 1)

3 Superdense Coding

Wieder
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1 (|00) + [11))
™ ™M N EPR — Paar
122 12
x7 ist bei A, x5 bei B.

A will 2 klassiche Bits zu B senden, soll aber nur 1 Qbit iibertragen.

Nachricht
00 A schickt Qbit x; zu B.
10
01 A wendet 1) auf z; an. Sendet z; zu B.
01
10 A wendet Lo auf z;an. Sendet ;.
01 )
11 A wendet an. und schickt z;
Was hat B in z1, x5?
Nachricht
00— (|00) + |11))
01 —(|00) + |11))
10 55 (/10) +101))
11 5 (=[10) +[01))
1 0 0
0 0 1 ) )
Vektoren (L) , , , . Diese sind alle orthogonal.
v2/ 1o 0 1 -
1 -1 0 0

Anwendung von
100 1

10 0 -1
011 0
01-10

Sl-
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dann Messen ergibt das Bit.

Ubung

Basistransformation, Matrizen, orthogonale Basen
Einschub: Lecture 3: Superdense coding, quantum circuits, and partial measurements

(CPSC 519/619: Quantum Computation, J. Watrous, Unversity of Calgary, Janury 24
2006)

4 No-cloning Satz

Konnen Qbits kopiert werden? - Im Allgemeinen: Nein.
Wie sieht das im klassischen Fall aus?
Mit assignment z; := zo v’
Ohne assignment: x1 = 0 oder 1, g = 0
dann kontrollierte Negation auf z; und x.

Randomisiert

1 00
1{01
1 10
1 11
00011011
T

z1 = pol0) + m|1), 7o = 1-0)
Startzustand von xqz;

ToT1
|Po) = pol00) + p1|01).
Kontrollierte Neg.: 1
|D1) = po|00) + p1|11).
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Lassen wir jetzt x; weg, so haben wir geschiitzt folgendes |00) mit pg, [11) mit p;.
Also bleibt py|0 + p;|1 auf z

Aber: keine unabhédngigen Kopien.

Das Analoge im Quantenfall: |$q = ag|00) 4 a;]01

Kontrollierte Negation ergibt |®; = a(|00) + a|01

Lassen nun x; weg. Messen: |00) mit |ag|? |11) mit |a;|?

Auf 2 2|0 mit lao|? | 1) mit las|?

Keine Kopie! (globaler Faktor global phase unwichtig.)

Will haben: Unabhingige Kopien.

Also zuerst py|0) + p1|1) auf x; und auf z, eine feste andere Verteilung,
etwa qo|0) 4 qo|0).

Dann also |®) = qopo|00) + qop1|01) + ¢1p0|10) + q1p1|11)

Und |?1) = p2|00) + pop:1|01) + p1po|10) + p?|11)

po = 1, p1 = 0, dann ¢0|00) + ¢;]10) — 1]00)

po = 0, p; = 1, dann ¢|01) + ¢;|11) — 1]11)

Do =pP1 = % — %|00>

1 (90]00) + go|01) + ¢1]10) + ¢1|11)

\/ 4j1)

— i(|00) 4+ |01) + |10) + [11))

Also nach vorheriger Rechnung diirfte wegen Linearitéit nur rauskommen

1 1

—100) + - |11).

5100) + 5 11)
Kopieren i.a. nicht moglich.
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Ubung

Das geht bei pg = qo oder py = ¢
Quantenrechnen
ao|0) + a1 |1) auf z,
bo|0) + by|1) auf x, fest.

|§Z§0> = a0b0’00> + a0b1]01) -+ a1b0|10> + 0151\11>
|®1) = a3|00) + agai|01) + aiag|10) + a|11)

Probe: Zweites Qbit wegwerfen.
a2|00) + ayao|10) Wahrscheinlichekit |ao|* + |a1ao|?
aoa1|01) + a?|11) Wahrscheinlichekit |a;|* 4 |a1ao|?

Also iibrig bleibt auf 2,
1 Qo
ao|0) + ayap|l) - :‘a—l'(ao!OHaﬂU)
\/ |ao|* + [arao|* ’
= |ao| - \/lao|* + |a|*
= |ao|

Nebenrechnung: \/|ag|? + |a1]2 =1

oder

1
(a1\11> +a0a1|01>) . @

= —laol0) + a:1[1)
’CL1|4 + |a1a0|2 |a1|

Ebenso das 1. Qbit wegwerfen +,-1 - globaler Faktor (global phase) egal!
Fiir eine Kopiermatrix k gilt also: |@y) — K|Pg) = |P1)
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Betrachten wir einen 2. Zustand auf z; etwa ¢y|0) + c1|1)

|!p0> = Cob0|00> + Cobl‘()l> —+ 0160’10> + Clb1’11>
) = c2 = c2|00) + coer + c1co|10) + cF[11)

Dann |WQ> — K|W()> = |W1>

Da K orthogonale Matrix ist, gilt immer

%o - [) = (K@) - (K|®)

Inneres Produkt Inneres Produkt - Orthogonalitét
Es ist

|W0> . |§p0> = (loC()b(Q) + CLOCOb% + alclbg + alclbf = apCy —I— aicq

’!p1> . ‘@1) = CLSCO -+ apa1CoCq + apa1CoCr + CL%C% = (CLQCO + CL1€1)2
Also
apCo + a1y = ((1000 +aicqp = 0)2

aopCo + aijc; = 1 oder agcg + ajcp =0

Im zweiten Fall sind die Zustidnde orthogonal, im ersten Fall gleich. (Inneres Produkt

bei Lo-Norm 1 ist Cosinus!) (No-cloning-Satz)

Ubung

ao|0) + aq|1), ¢o|0) + ¢1|1) orthogonal. Suche Matrix, die

ag|00) 4 a;[10) — a2|00) + aga;[01) + . ..
c0|00) + ¢1]10) — c3]00) + cocy [01) + . ...
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5 Das Tensorprodukt

Zu einem Qbit gehort der Vektorraum R?, Wahrscheinlihchkeit eines Qbits ist

aol0) + aq]1) = (ao) und a2 + a? = 1.

ax
Zu 2 Qbits gehort der R*, Wahrscheinlichkeit

Qoo

Qo1
a00|00> + 0601|01> + 0610‘10> + 0511|11> = s

Q10

011

2 2 2 2
ay + o +ajy+a; =1

Zusitzlich zum R* koénnen wir aber auch iiber das 1. oder 2. Qbit reden. Der Raum fiir
2 Qbits ist der R* mit einer zusitzlich Struktur. Der Raum ist das Tensorprodukt von R?

mit R?, R? ® R? ein vierdimensionaler Vektorraum.
Fangen wir noch einem mit dem klassischen Fall an.
Wahrscheinlichkeit von 2 Bits ist cgg|00) + g1 |01) + a10/10) + aq1]11),
wobeil ap,p, > 0, g0 + g1 + a9 + 11 = 1.
Ist 21 und Zustand 1|0) + 2|1) und z in 2|0) + $|1), so ist der Gesamtzustand von z;,

Zo

3 1 9 3
— —101) + —|1 —11).
16100 + 16101) + 7£110) + =[11)

Das schreibt man auch als Tensorprodukt der Vektoren:

(304 3m) o (G + 1)
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Das lisst sich auch schreiben als
1 3 1 3 3 1
h 210+ S0 ) + 2 @ 20y + 21
10 (00 + 1)+ fm e (G0 + )
1/3 1 3 /(3 1
—me g (30 3m) e (2o + )

(Vorstellung: An |0) hidngt — -

4 4
:z (}l\m + Zu)) @ |0 + i Gym + zm) ® 1)

Definition

14 Vektorraum mit orthogonaler Basis v1, ..., vy
w Vektorraum mit orthogonaler Basis w1, . . ., wy,
V ® W  Vektorraum mit orthogonaler Basis
V1 QWi,y..., V1 @ Wmy...,Unp @W1,...,V0n & W

auch geschrieben als |vi, w1), ..., |vn, Wm)

Es folgen einige Beobachtungen zu V@ W.

1. Jeder Vektor aus V' ® W hat die Form

an |U1,w1>
A1m |U17 wm>

an1 ’Un;w1>

nm ) |UnWin)
v;, wj ist der Basisvektor von V' @ W.

Dimension V' ® W = (Dimension von V') - (Dimension von W)

20



2. Bsp. V = W = R? - R? hat Basis |0), |1). R? - R? hat Basis |00), [01), [10), |11).
3. Wichtig ist der Bezug von V, W zu V. @ W.

Dazu definieren wir die Abbildung ®

VW =VeW

mit firv =) qv; € V,w=> cjw; € Wist

®(v,w) ==vRw =Y a;cjlv;w;)

v @ w = der Tensor von v und w.

Es ist
a1y |Ula w1>

a1Cm |U17wm>
a2Cq

VR W =
A2Cm,

anCy

anCm
Oder auch an vy hidngt ajwy . . . a1wW,,, an vy aswy . . . AW, USW.
Vorstellung: an a;v; hdngt w;, an asv, hidngt w, . .. an a,v, hingt w.

Die Abbildung ® : (v, w) — v ® w ist bilinear. Das bedeutet

1R (w+u)=(vew)+ (veu)
v+zr)uw=(vew)+ (r®w)
(a-v)@w=a-(v@w),a €R

vRa-w=a-(v@w),a R

21



Das alles rechnet man leicht aus der Definition nach.

Es ist

0\ « Stelle 1
v Q@ w; = |vw;) = |1

0 VyW; < Stelle 1,7

Beachte: Nicht jeder Vektor aus V' @ W ist von der Form v ® w! (Die meisten nicht.)
Bsp.: V =W = R?, dann [00) + |11) # v ® w fiir alle v, w.

Firw =) cwj,v=> auistv@w =Y v, ® (a; - w) =Y ¢;iv ® w;
Allgemein ein Vektor aus V' ® W eindeutig darstellbar als > v; ® x; fiir z; € W.

An jedem v; hingt a; - w. Oder an a;v hingt das w.

An jedem Basisvektor hiingt ein Vielfaches von w bzw. v.

Je nachdem wie herum man zerlegt. Nachrechnen wegen der Bilineraritit.

Was ist mit dem Nullvektor 0?

0w =v®0 = 0ygy-

Bilinearitit

Definition

Skalarprodukt auf V' & W

(Z aglvw;), Y Cz‘j|vz‘wj>> =) -y

Es folgen weitere Beobachtungen
1. a;c; d; e;
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(v®w,x ®y) < Skalarprodukt von v ® wund x ® y

- Zaz Cj 1 c € = Zaz d “Cjr € = Zaldl ' chej = (U,ilf) ' (w7y)
i J

(Skalarprodukt)

. v ® w orthogonal zu r ® y (Skalarprodukt = 0) < v orthogonal zu x oder (!) w zu y.
|v;w,) orthogonal zu |v;, wj) 7" # i, da w; orthogonale Basis.

. vund w Ly-Norm 1, dann auch v ® w, da Ly-Norm = /(v, v) ((v,v) Skalarprodukt)
und v ® w = (v,v) - (w, w)

Ebenso L;-Norm von v = > a;v; ist Y a;

y ® w <= Unabhingigkeit von 1. und 2. Qbit

Ein interessanter Zusammenhang:
V' ® W= Lineare Abbildung von W nach V'

11
Q12

> aglviw;) =

Qm1

amn
aii...ay, - 1. Zeile der Matrix.

Lineare Abbildung der Matrix

a11 @12 A1m | V1

21 Q2n,

Qp1 Apl Qnn Un,
W1 Wa ... Wy

Die Abbildung gibt sich als
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w— Z ‘yz> ’ (wjvw)

(w;, w) Skalarprodukt

w =Y a;w; dann (w;, w) = ¢;

Matrix zu

1

. ] 1. Zeile
|00) 4 |11) = .

] 2. Zeile
1
10

Matrix Identitét

01

) = 10) - (10), [2)) + |1) - (]1), |2))

Il
7
8 8
= o
~_

[

100) +101) = |0) @ (|0) + 1))

(11
Matrix .Rang 1.
00
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V) = Z a;|v;) = Z a;cdote;|v;w;)
w) = ejlw;)

Tensorvektoren |v®)|w) sind Abbildungen von Rang 1.

Das Bild hat die Basis x (alle Spalten der Matrix sind Vielfache von v). Matrix ist

a1C1 1€ +++ A1Cy
A2C1 A2C2 *++ A2Ch
ApC1 ApCy -+ + ApCy

Wie arbeitet man mit V' & W?

Ist M eine Matrix iiber V' und will man diese Matrix auf das V' von V' ® W anwenden,
so sollte es so aussehen

lviw;) — (Mlv;) ® w; (w; bleibt unberiihrt)

= v; ® wj, Basisvektor von V' @ W.

V1w
0 x
* Up Wiy
*
*
0 *
V1W1 V1Wyp, * + - VW71 * - ° VWi
Das selbe mit M |vy Hier M|v,

Es steht nur an den Eintragen der Art (v,w;, vyw;) (w; = w;) ein Wert # 0.

Kroneckerprodukt von Matrizen. Die obige Matrix ist
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an - Ip,

M®I, =
m1 * Im
M ...MaufV
I, ... Identitdt auf W
aip - Aim
M — )
A1 *** Gy

Es gilt: M orthogonal < M & I orthogonal.

Analog
N OO
I, N=| 0N O
00N
N .. .auf W

Ebenso (nicht mehr so leicht zu schitzen):

M auf Faktoren i, 4s,...,7, von V; ® V5... ® V,
Wie jetzt bei V @ W M auf V danach N auf IW.
Sollte setzen M & N < Kroneckerprodukt

a1+ Nap - N -
all DY alm

M =
aml DRI amm

lviw;) — Mlv;) @ N|w,) (Spalte 7 von M;) ® (Spalte j von N)
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Ubung

M®N=(M®Id) - (Id® N)
Allgemein sollte sein:
M-M@N-N=(M@N)-(M&N")

6 Deutsch’s Algorithmus

Folgendes Problem wurde von David Deutsch um 1980 eingefiihrt.

Gegeben ist eine Funktion f : {0,1} — {0,1}.

Gefragt ist, ob f die konstante Funktion ist oder nicht.

Ein deterministischer Algorithmus muss f (0) und f (1) kennen, also f zweimal aufrufen,
um das Problem richtig zu 16sen.

Wir stellen f durch f. dar:

f@ : {07 1}2 — {07 1}2 (CL, b) — <a7b@ f(a)) :
Also f(a,0) = (a, f(a)). Halten wir f(a) fest, so ist bei f(a) = 0,0 & f(a) = b fir
b=0,1.Bei f(a) =1istb® f(a) = -bfirb =0, 1.
Wir nehmen an, wir haben ein Quantenprogramm U fiir f4 gegeben.
Ist f(a) = a die Identitit, so ist

1 0 0 O
0 1 0 0
U=0)0[®L+[1)(1eX =
0 0 0 1
0 0 1 0
Ist f(a) = 1, so ist
0 1 0 0
1 0 0 0
U=5LoX=[0)0aX+|1)(1|®X =

0 0 0 1
0 0 1 0
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Und die tibrigen 2 Fille gehen ebenso. Die Aufgabe ist es also zu unterscheiden, ob
U=10)(0| ® I, + |1)(1] ® X oder [0)(0| ® X + [1){1]| ® I5

oder aber ob

Wir betrachten also ein Register von 2 QBits und der Startzustand ist [A),) = |00).
Fiithren wir jetzt U aus, so bekommen wir den Zustand |[0f(0)). Damit kdnnen wir kaum
etwas anfangen. Wenden wir vorher noch X auf das 1. QBit an, so bekommen wir |1, f(1))
Also H, auf des erste QBit. Wir bekommen beide Eingaben in einem Zustand:

1

A1) = 7B (10) + 1) ®10)) = —= - (|00) + [10)).

Wir wenden U an und bekommen

N

1

0f(0)) +11£(1))).
7 (070 +L7))
Wir haben mit | A,) einen Zustand, der f(0) und f(1) enthdlt — und das obwohl wir U

nur einmal aufgerufen haben. Wir miissen aber herausbekommen, ob f(0) = f(1) oder

|Ag) =

nicht. Wir konnten messen, bekommen dann aber nur f(0) oder f(1) heraus. Hier sieht
man eines der Hauptprobleme des Quantencomputing: Wie bekommt man aus einem Zus-
tand die dort enthaltene Information heraus? Ein Zustand kann nicht einfach durchgelesen
werden.

Wir haben bis jetzt das Programm:
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Programm 1

Nehmen wir einmal an, dass f(0) = f(1) = cist. Dann |A;) = = - (|0) +[1)) @ [c).
Wir wenden H, auf das erste QBit an und bekommen |c). Interessant ist hier, dass wir
auf der Eingabe, dem 1. QBit, weiterrechnen. Da das Ergebnis in den beiden Fillen das
Gleiche ist, iiberlagern sich die Rechnungen auf den beiden Werten des 1. QBits, H|0) +
H,|l) = \/% - 10) und die Amplitude des Zustands |1) summiert sich zu 0.

Was passiert, wenn f(0) = 1 und f(1) = 0 ist? Dann ist |A) = \/% - (]01) + [10)).
Die Anwendung von H, auf das erste QBit ergibt

~(10) + 1) @ [1) + (10) = [1)) @[0) = 5 - (10) @ [1) = 0) + [1) @ (]1) +[0)))

DN | —
DN | —

Wir brauchen auch Fall, dass f(0) # f(1) Uberlagerung ist. Die Idee ist, mit dem 2.
QBit in den Zustand | B) = \/Li - (]0) — |1)) zu versetzen, bevor U angewandt wird. Dann
istU(|1)®|B)) = |a) ®|B))|a) @ (|0) — |1)) — | B)). Das 2. QBit bleibt in B und es findet

immer Uberlagerung statt.

6.1 Deutsch-Josza
7 Eigenwertermittlung (phase estimation)

Ist U unitér, so wissen wir

U = exp(2mi - ¢o) - |vo) (vo| + -+ - + exp(2mi - dn—1) - [y—1)(n-1],

dabei sind die |v;) orthogonale Eigenvektoren von U und 0 < ¢; < 1 sind reelle
Zahlen.

Wir stellen folgende Aufgabe: Wir haben ein Register von n QBits, N = 2" und
betrachten die unitdre N x N-Matrix U auf dem Register. Wir haben Quantenprogramme
fir U, U2,U% ..., U? und auch fiir die durch ein weiteres QBit kontrollierten Versionen

zur Verfugung. AuBerdem haben wir einen Eigenvektor [v) = |v;) von U als Zustand
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des Registers gegeben. Wir wollen den zugehdrigen Eigenwert, also das ¢ = ¢; ermitteln.
Dazu verwenden wir ein weiteres Register von [ QBits und betrachten Programm 1. Immer

ist L = 2'. Die oberen [ QBits bezeichnen wir als das 1. Register, die unteren n sind das 2.

Programm 2

1 |0) H, —
2 o) | Ha ) -
—— F;' H Messen =——=
] . u
1 0) @ o
|v) U ] U? |v)
n
| Ao) A1) |Az2) | As)

Abgesehen von den kontrollierten U™ hat das Programm eine Komplexitit von O(1?):
Es besteht aus /-mal H, und O(I?) vielen elementaren Matrizen fiir das F; '. Das Messen
zéhlen wir mit O(l). Wir werden sehen, dass wir bei | = O(n) das ¢ bis auf einen additiven
Fehler vom Betrag < # ermitteln konnen. Das 148t insofern hoffen, da das klassische

Verfahren, die Gleichung U|v) = z - |v) nach z zu 16sen, N Schritte erfordert.

30



Wir verwenden folgende Notation fiir die Binérdarstellung: Fiir a; € {0, 1} ist

k
. ; ay...a

j=1 7j=1

S

Fiir das Messergebnis a; . .. a; von Programm 2 gilt:

1. Ist ¢ als Binarbruch mit [ Nachkommastellen darstellbar, so ist immer (Wahrschein-
lichkeit 1) ¢ = (0.1 ... a;),.
2. Fiir beliebiges ¢ gilt: Mit Wahrscheinlichkeit > = = 0.405... ist (0.ay ...q;), die

beste [-Bit Approximation von ¢.

Der Vorteil von Eigenvektoren ist: Die Multiplikation einer Matrix mit einem ihrer
Eigenvektoren ist die einfache Multiplikation mit einem Skalar. Da fiir jede Matrix M und

Skalar z gilt M - z|x) = =z - M|z) tibertrédgt sich das auf die Potenzen der Matrix. Also
Ulv) = exp (273 - ¢) - |[v) und U™|v) = exp (2w - ¢ - m) - |v) firm € Z.

Beweis von 1. Wir nehmen an, dass ¢ = (0, a1z . ..a:),, t < [ (I aus Programm 2).
Wir geben einen Zustand | B) von [ QBits, aus dem wir das ¢ ermitteln kénnen. Wir sehen
spéter, wie wir |B) aus dem Eigenvektor |v) mit Hilfe der U™ erzeugen konnen, ohne ¢

explizit zu kennen.

|B) = ﬁh;mexp 2mi - ¢+ (hy... )y |hy ... hy)

| B) ist die Spalte a; ...a;0...0 (I — ¢ Nullen angehiingt) der L x L— Fouriermatrix,

L = 2'. Das folgt, da wir schreiben kénnen ¢ = ml'“é#‘o)? also

Wenden wir F; ! auf |B) an, so bekommen wir den Zustand |a; ...q;0...0) und
haben ¢. Da wir a; ... a; auf [ Stellen auffiillen miissen um auf eine Spalte der L x L-

Fouriermatrix zu bekommen, muss [ > ¢ sein.
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Wie bekommen wir |B)? Nach unserer Annahme ist exp (27i - ¢) Eigenwert zum

Eigenvektor |v) von U. Damit ist

Ut |y = exp (21 - ¢ - (hy ... hy)y) - v).

Jetzt betrachten wir folgenden Zustand |C') des 1. Register mit [ und des 2. Registers
mit n QBits: Wir verschriinken jedes |h; ... h;) des ersten Registers mit U102y des

zweiten Registers.

Z By .. ) @ U210
hy...h) @exp(2mi-¢- (hy...hy),)|v)

xp (210 ¢ (hy .. hy)y) - by B) ® |v) = |B) @ [v).

Der letzte Schritt ist der entscheidende Umformungsschritt:

Der Eigenwert exp (27i - ¢ - (hy ... hy),) von UM-")2 wird als skalarer Faktor von
|hq ... h;) dargestellt, und wir bekommen | B) im 1. Register; und das 1. Register ist nicht
verschriankt mit dem 2. — das ist wichtig! (Man nennt diesen letzten Umformungsschritt
gerne Eigenvalue kick-back.) Wenden wir F; ' auf das erste Register an (F; ' ® Idy auf
beide Register), so ergibt sich |a; ... a;0...0) ® |v).

Wie bekommen wir |C')? Es ist

U(hl--~hl)2 — Uh1-2l_1 . Uh2-2l_2 . Uhl71.21 . Uhl-20

Uh™ fiir h = 0, 1 ist die kontrollierte Version von U™ mit » im Kontrollbit. Programm
3 liefert den Summanden |h; . .. k) ® Uheh)2|y) von |C). |C) selbst bekommen wir mit
Eingabezustand \/Lg > n, [P1 ... hy) im ersten Register.

32



Programm 3

1 \n1>
)
1
lv) — U2t EEEN U2
n
ny —n ® [v)) Iny —ny) @ UM =mz2|y)

Fiir Programm 2 mit Eingabezustand |4y > = [0...0 > ® |v > gilt:

1
|A1>=ﬁ(m)+|1>)®(\0>+|1>)®"'®(\0>+|1>)®|v>
:% > b ) @)
|Ag) =|C) o (Programm 3)

A3y =ar...a0...0)@[0) (|As) = |B) ® [v)).

Da ¢ = (0.a ... a),, ist Aussage 1 gezeigt.
Beweis von 2. Im Beweis von 1 ist wichtig, dass ¢ ein endlicher Bindrbruch ist (damit
|B) gleich einer Spalte der Fouriermatrix ist). Schon bei ¢ = 3 = (0.010101...), funk-

tioniert die Analyse nicht mehr. (Beachte, es ist
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11 1 1 11 1
o=jrtir-2(i) “i T3
j>1 4

mit der geometrischen Reihe .. 2/ = ., fiir [z| < 1, der zusitzliche Faktor von

i, da wir mit j = 1 anfangen.) Im Allgemeinen kdnnen wir ¢ nur noch ndherungsweise

ermitteln. Der Eigenwert exp (274 - ¢) liegt in der Gausschen Zahlenebene auf dem Ein-

heitskreis (Radius 1, Umfang 27). Wir stellen ¢ selbst auf dem Kreis mit Radius % und
Umfang 1 dar.

Die Binirbriiche (0.4 . . . a;), durchlaufen alle 5, 0 < k < 2'—1.Fiir k > 1 sagen wir

5 ist beste [-Bit Approximation von v, Bezeichnung A;(1)), genau dann, wenn % — 21% <

¢ < % + 5. Fiir k = 0 haben wir fiir 1 — 7+ < ¢ < z47. Man bekommt A4,(¢) durch
Runden des [ + 1’ten Nachkommabits (und falls notig Weglassen der 1).

Lemma 1. (a) Fiir0 <¢ <1— g5 ist 505 < ¢ — A(¥) < 54
(b) Fiirl > >1— gist0> ¢ — A(Y) > 1 — 5.

Bei allgemeinem ¢ betrachten wir | B) wie im Beweis von 1.

B) = exp (27i - &+ (hy ... h)y) [ . h)

1
V2! h;j=0,1

Um zu sehen, was F; ' auf | B) bewirkt, schauen wir uns jeden Summanden von |B)

einzeln an:

exp (2mi- ¢ (hi...hy)y)|ha ... Iy) —

%k;IGXp (271'@' yox (h1 . ..hl)Q) - exp (—% . (/ﬁ c kl)z . (hl . ..hl)Q) ‘kl o kl> —
% Z exp (271’2'- (qﬁ(kl2—lkl)2) . (hlhl)g) |k51kl>
kj=0,1

|D) = F;'|B) bekommen wir, indem der vorherige Zustand iiber die #; summiert und

mit \/%7 multipliziert wird (wir haben noch die Summationsreihenfolge vertauscht):
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D) = exp (2m’ : <¢ - %2—11‘”)2) (... hl)g) oK)

Wir kiirzen die Amplitude von |k ... k;) ab,

alk,... k)= Y exp <2m'- (gb— (1“2—11”)2) -(hl...hl)Q) .

h;=0,1

1
2
k;=0,1 h;=0,1

Damit ist | D) = 3 - Dok, ks k) Ry K.

21
Ist¢ = (0.a; . ..a;), ein Bindrbruch mit / Nachkommastellen, dannist | D) = |a; . .. ;).

Das folgt direkt aus der geometrischen Reihe, da

exp <27rz‘ . (aan)y ;(kl"'k’b) eine 2'-te Einheitwurzel ist. Fiir den Fall, dass ¢ nicht als

Bindrbruch mit [ Nachkommastellen darstellbar ist, bendtigen wir das A;(¢). Folgendes
Lemma besagt: Messen wir |D), so sehen wir A;(¢) mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens %.

Lemma 2. Sei A;(¢) = (0.ay ...a;)q, dann ist
1 24
(E a(ay, ... ,al)|) > =R 0.405...
Beweis: Wir kiirzen ab ¢ := ¢ — A;(¢) und

a:=alay,...,q) :Zexp(27ri~6-(h1...hl)2).
h;

Nach Lemma 1 ist 57 < ¢ < o5 oder 0 > 6 > 1 — 21!

Zunichst etwas zur Intuition: Nehmen wir einmal an § = 21% « ist die Summe von
2! Summanden, der 2!*"’ten Einheitswurzeln zwischen 1 fir hy = --- = h; = 0 und
fast —1 fiir hy = --- = h; = 1. Diese Summanden liegen alle auf der oberen Hilfte
des Einheitskreises der Gausschen Zahlenebene. Der Realteil dieser Summe ist nur 1 da
jeder Realteil auBBer der zum Winkel 0 einmal positiv und einmal negativ auftritt. (Realteil
= Kosinus). Aber die Imginérteile haben alle positives Vorzeichen und addieren sich auf.

Fiir die 2/~ Winkel zwischen % und 27 ist der Sinus > sin (%) = \/Li ~ 0.7. Damit wird
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der Imaginirteil von o > 271 0.7, also |a|? > 22! - 0.49/4. Fiir kleinere § > 0 geht es
dhnlich, || wird nur groBer. Fiir § = 0 ist o = 2!,
Der eigentliche Beweis. Wir beschrianken uns auf 21% > > 0 (die anderen Fille

gehen analog). Die geometrische Reihe ergibt

_ 1—exp(2mi-0-2) |1 —exp (2mi-6-2')|
T T exp(2mi - 0) 11— exp(2mi - )|

Der Betrag einer komplexen Zahl ist die Linge in der Gaussschen Zahlenebene und

und |o] =

damit geometrischen Argumenten zuginglich. Wir schitzen den Nenner von |«| nach oben

ab (sieht man direkt am Einheitskreis, 1 — exp (27 - §) ist die Vektorsubtraktion):

|1 —exp (2mi - 9)| < 27 - 4.

Den Zihler Z schitzen wir nach unten ab: 7 := ‘1 — exp (2m’ -d - 21) | ist die Linge
der Sehne des Einheitskreises, die die Punkte mit Winkel 0 und 27 - § - 2! verbindet. Es ist
27§ - 2! < mr, hier ist wichtig, dass § < 2+, (gilt da A;(¢) die beste I-Bit Approximation
ist). Wir schlagen einen Kreis /' mit Radius % um den Mittelpunkt dieser Sehne. Da der
Punkt mit Winkel 27 - § - 2! auf der oberen Hilfte des Einheitskreises liegt, liegt die obere
Hilfte von [ iiber dem Einheitskreis. Daraus ergibt sich, dass die Hilfte des Umfangs von
I" mindestens so grof ist, wie der Bogen zwischen 0 und 27 - § - 2! auf dem Einheitskreis,

also 7 - % > 271 -6 -2, damitist Z > 4 - § - 2'. Insgesamt bekommen wir:

‘1—exp(2m'-(5-2l)| 4-5-2l_2l__
1 —exp(2mi-0)] — 276 s

und die Behauptung gilt. 0

Damit gilt 2, da |Ay) = |B) ® |v) wie im Beweis von 1 und |A3) = |D) X |v).

ol =

8 Zyklen in Permutationen

8.1 Permutationsmatrizen, Eigenwerte und Eigenvektoren

Als Beispiel betrachten wir die Permutation:
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0O 1 2 3 4
U= also0—— 2,1 +—4...
2 4 3 0 1

Eine Permutation 148t sich in disjunkte Zyklen zerlegen:

()6 )

Eine Permutation 146t sich durch eine Permutationsmatrix (pro Zeile und Spalte genau

eine 1, sonst 0’en) darstellen:

-

I
o o~ o o
_- o o o o
o = o o o
o o o o
o o o = o

Die Matrix U realisiert [0) —— |2), |[1) —— |4),... Die Zyklen der Permutation
induzieren eine Zerlegung in disjunkte Teilrdume, die von der Permutationsmatrix auf
sich selbst abgebildet werden. Permutationsmatrizen sind unitir. Also existiert also eine

Zerlegung
U = exp (27 - ¢g) - |vo) (vo| + - - - + exp (270 - ¢y) - |v4) (V4]
wobei die |v;) orthogonale Eigenvektoren und die exp (27i - ¢;) die zugehorigen Eigen-

werte sind. Wir konnen die Eigenvektoren so wihlen, dass sie zu den durch die Zyklen auf

sich selbst abgebildeten Teilrdumen gehoren.

1 4
Fiir ( 1) bekommen wir als Eigenvektoren:
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1 1
|UO>_E. ik

0
1
0 | mit Eigenwert —1
0

0
1
0 | mit Eigenwert 1, |v1) =
0
1

-1

Ein Zyklus der Léange 2 hat die beiden zweiten Einheitswurzeln 1, —1 als Eigenwert.

) 0 2 3
Wir betrachten 5 .

3 0
ao as
0 0
Fiir [v) = | ay | ist Ulv) = | ap | und auBerdem U?|v) = |v).
as as
0 0

Wir nehmen an, dass |v) ein Eigenvektor mit Eigenwert exp(27i - ¢) von U ist. Dann
ist
[v) = UPlv) = exp (2mi - ¢ 3) - [v)

Also muss der Eigenwert exp(27i - ¢) eine dritte Einheitwurzel sein. Wir konstruieren

zu jeder dritten Einheitwurzel einen zugehorigen Eigenvektor. Wir haben

mit Eigenwert 1.

1
|va) 2%'

[ B S G S e B Y

Wir konstruieren einen Eigenvektor |v) zum Eigenwert exp (27r§). Dazu setzen ag =
1. In UJv) ist die 1 von Position 0 auf Position 2 gerutscht. Damit exp (27‘(‘%) Eigen-

wert von |v) ist, muss in |v) an der Position 2 das Inverse des Eigenwerts stehen, ay =
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exp (—27r§). So geht es weiter: An Position 3 muss das Inverse zum Quadrat stehen
az = exp (—2m% - 2). Gehen wir den Zyklus von 0 aus in die umgekehrte Richtung, so
stehen dort die Potenzen des Eigenwerts selbst exp (27%) = exp (—27% - 2).

Fassen wir zusammen: Eigenwerte und Eigenvektoren einer Permutationsmatrix lassen
sich aus den Zyklen der Permutation bestimmen. Ein Zyklus der Linge R fiihrt zu den
R’ten Einheitswurzeln als Eigenwerten. Um einen Eigenvektor |v) mit Eigenwert w =
exp (274 - j), 0 < j < R — 1, zu bekommen, gehen wir so vor:

Wir wihlen ein festes Element a des Zyklus.

— Die Position zu a von |v) setzen wir auf 1.

— Nehmen wir an, die Permutation realisiere a — b, so wird bei Anwendung der Per-
mutation auf |v) die 1 von Position a auf Position b gesetzt. Damit |v) Eigenwert w
haben kann, muss an Position b von |v) das w™! stehen. So geht es weiter, bei b — ¢
bekommt die Position von ¢ den Wert w2 .. ... Dieser Prozess endet an der Position d
mit d — a. d bekommt den Wert w~(*"1) = . Man bekommt dasselbe |v), wenn
man Position e mit e — d auf w? setzt . . ..

— SchlieBlich wird der noch mit —= multipliziert, um |v) zu normieren.

Lemma 3. Wir betrachten den Zyklus zu a der Linge R. Sei |v;) der wie oben konstruierte

Eigenvektor mit Eigenwert exp (27?1,% j) 0<)<R-1L

(a) Die Eigenvektoren |vy), ..., |[vg—_1) sind orthogonal.

(b) Es ist
R-1
> |vj) = VR-|a)
3=0

Beweis:

(a) Die Vektoren haben an den Positionen, die zum Zyklus von a gehdren eine R-te Ein-
heitswurzel (multipliziert mit ﬁ) und O auf den iibrigen Postionen stehen. Wir be-

trachten |v;) und |vy). Fiir h = j ist (Konjugieren nicht vergessen)

o= S (225 Yo (- ((22) ) ) .
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Fiir h #£ j ist

R-1
(vplv) = Zexp <2m —7)- ) =0

mit der geometrischen Reihe. Man beachte, dass im letzten Fall immer h — j # 0
mod R ist.

(b) Wir kiirzen ab |v) = Zf;ol |v;). Jeder Summand von |v) hat an der Position von a
den Wert |1)v/R - 1 stehen also hat |v) den Wert /R an dieser Position stehen. Sei
b die Position, auf die ¢ mit 1 < r < R — 1 Schritten der Permutation abgebildet
wird. Der Eintrag von |v;) an Position b ist exp (— (%) - ] r) multipliziert mit f
Summieren wir diese Eintriige iiber j so ergibt sich Z oexp (— (&) 1) =0

mit der geometrischen Reihe. U

Zu Aussage (b) des Lemmas: Da die |v;) orthogonal, also linear unabhingig sind, ist
es nicht iiberraschend, dass sich |a) als Linearkombination der |v;) darstellen lédsst. Dass

die Darstellung so einfach ist, ist interessant.

8.2 Ermittlung der Zyklenlinge

Wir stellen uns folgende Aufgabe: U ist eine Permutationsmatrix auf n QBits, gesucht
ist die Linge des Zyklus von a = «; ... q,. Programm 3 ist Programm 1 mit |a) als

Startzustand des 2. Registers.

| Ao) | A1) |Az) |Az)
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Programm 4

Wir bezeichnen mit R die gesuchte Linge des Zyklus. Ist a; . .. a; das Messergebnis

von Programm 3, dann gelten folgende Aussagen:

1. Ist R = 2™ eine Zweierpotenz, dann ist immer a,,.1 = --- = a; = 0 und die
Wahrscheinlichkeit von a; . . . a; ist 2%”
2. Fiir beliebiges R gilt' Sei0 < j < R—1,dannist (0.a; ...q), die beste [-Bit Ap-

proximation von 4% mit Wahrscheinlichkeit > 1 . —2 = % -0.405. ..

Wir bezeichnen mit a = by — by — by -+ — bp_9 — br_1 — by = a den
Zyklus von a. Das 2. Register hat nur die Zustinde |b,) mit Amplitude # 0. Es ist

|A2) = f Zlm h) @ TR0z o)

Fir (hy... k), =7 mod R, 0 < r < R — 1ist UM-"M2|by) = |b,). Wir zerlegen
das 2. Register nach den |b,).

|A2> = \/LQT ( Z(hl...hl)zio mod R |h1 cte hl) ® |b0>
+ Dhioh)y=t modr 1) @ b)) +

+ Z(hl...hl)Q:Rq mod & |11+ hu) @ [bp1) )
Beweis von 1. Auf das erste Register von |A,) wirkt die inverse Fouriertransformation.
Die |b,) sind unterschiedliche Basiszustinde, und die Fouriertransformation arbeitet ohne
weitere Uberlagerung auf dem zu |b,) gehorenden Zustand des 1. Registers. Sie bildet

> (s hi)y=r mod & [ - ) auf folgenden Vektor ab (L = 2'):

27?2
> \/_Zexp< (ki . ..kl)Q-(hl...hZ)2>-|k:1...kl).
(h1...hy)y=r mod R

Die Spalten zu hy ...k mit (hy...h;), = r mod R von F; ' werden einfach addiert.

Eine tiberlegung was im Falle R = 2 passiert, ist hilfreich fiir R = 2.
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Nach Annahme ist R = 2™. Damit gilt fir 0 < r < R — 1 mit Binérdarstellung
r = (bl...bm)g

(hl...hl)2:7” mod R<= hy...hy=hy...hi_,b1...b,,.

Das hei3t h; . . . h; hat auf den letzten m Stellen die Bindrdarstellung von r. Der skalare

Faktor zu |k; . .. k;) in obigem Vektor ist damit:

. exp(—?(kl...kl)Q.((hl...hlm)2.2m+(bl...bm)2))

L hi,e..s hi—m
1 271 2mi

Eay— Z exp _T(kl--'kl)Q'(hl"-hl—m)Q - exp ——(k}l...k’l)g'T’
L hi,..,hy— 2 L

2l=m 21
= - exp (—ﬂ(/ﬁ o ky)o 7’) wenn (k... k) =0 mod 2=

und 0 sonst, wegen der geometrischen Reihe.

Damit haben wir insgesamt

2l m 271
’AS Z Z exp (—T (kl---kl)2'7”> ’klkl>® ‘br>

(k1. kl) =0 mod 2!—™m

Fiir das Messergebnis k1 ...k = ky ... k,,0. .. Oistdie Amplitude von |k . .. k;) ®|b,)
gleich zim - exp (—% (k1. Kp)y- 7’). Damit wird jedes solche & ... k; mit Wahrschein-
lichkeit = - 2™ = 5 gemessen. Der Faktor R = 2™ kommt von der Summation
tiber 7, und exp ( 27” (ky . Ky r) spielt bei der Wahrscheinlichkeit keine Rolle (kon-
jugieren). Wir haben die uniforme Verteilung auf den ky ...k = ki ... k,,0...0. Damit

ist Aussage 1 bewiesen.

Beweis von 2. Bei allgemeinem R lassen sich die Summen im 1. Register von | As)
nicht mehr so ohne weiteres ausrechnen. Schon bei [ = 3 und R = 3 scheint die Situation

ziemlich verworren.
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2. Register Summantionsindices fiir das 1. Register

|ao) 000,011,110
lay) 001,100, 111
|as) 010, 101

Hier kommen Lemma 3 und die Eigenwertermittlung zu Hilfe. Seien also |v;),0 <
27

j < R — 1 die Eigenvektoren mit Eigenwerten exp (25 - j) wie wir sie vor Lemma 3

konstruiert haben. Nach Lemma 3 (b) ist

R-1

1
[40) = 10...0) @ |a) = Z ) @ |vj

=0

Wir zerlegen also das 2. Register nach den |v;) anstelle der |b,) im vorhergehen-
den Fall. Das heifit keineswegs, dass die |v;) in irgendeinem Sinne vom Quantenpro-
gramm erzeugt werden, sie dienen uns nur als Rechenhilfe. Programm 4 ist, abgese-
hen von der Eingabe Programm 2. Also betrachten wir Programm 1 auf den einzelnen
Summanden [0...0) ® |v;). Sei |A3;) der Zustand den Programm 2 mit Startzustand
|v;) im zweiten Register (anstelle von |A3) und Eingabe |v)) erzeugt. Wegen der Linear-
itdt ist bei Programm 4 |A3) = \/LE - > 14s,5). Wir zerlegen Az ; weiter als |43 ;) =
|D;) ® |v;). Programm 2 mit Eingabe |v;) hat das Messergebnis k; . . . k; mit Wahrschein-
lichkeit |o; (ky ... k;)|*, wobei a; (ki . .. k) die Amplitude von |k; ... k;) in D; ist.

In der Regel addieren sich Wahrscheinlichkeiten von Messergebnissen nicht ohne weiter-
es, aber da die |v;) orthogonal sind, ist folgendes Lemma zu erwarten. Wir beweisen es
hier nicht; es ldsst sich auf den verallgemeinerten Satz von Pythargoras zuriickfiihren: Sind

die |x1), ..., |z,,) paarweise orthogonal, so ist

(] 4o 4 @) (20) - F ) = (@afar) + -+ (@),

die Lange zum Quadrat einer Summe ist gleich der Summe der einzelnen Lingen zum

Quadrat.
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Lemma 4. Die Wahrscheinlichkeit in |As) = \/LE - >, |As ;) das Messergebnis k; ...k
zu bekommen ist gleich + - >l (koK) 2

Damit ist 2 bewiesen, denn fiir (0.a;...q;) = A, (IJ—%) ist wegen 2 von Programm
2 schon |aj(ay ... a)]* > <. Es kommt dann hdchstens noch etwas von den anderen
Dy, k # j zu der Wahrscheinlichkeit hinzu.

Wie kommen wir an die Linge des Zyklus R?

Es ist auf jeden Fall 1 < R < N, N = 2". Nehmen wir an, wir wissen das dass
R = 2™, Zweierpotenz ist, es ist m < n Wir wihlen [ = n. Mit Aussage 1 zu Programm
4 konnen wir R mit Wahrscheinlichkeit von % an dem Messergebnis erkennen.

Fiir den allgemeinen Fall wihlen wir [ = 2n. Gegeben das Messergebnis a; . .. a; und
wir nehmen an, es gibtein 0 < j < R — 1 dass (0.ay . . ) = A ( ) (vgl. Aussage 2
von Programm 4). Mit Wahrscheinlichkeit > R - % - % = -4 hat ein Messergebnis diese
Eigenschaft. Die erste Aufgabe ist es, das % selbst zu ﬁnden

Die Menge der Kandidaten fiir % st dle Menge aller Briiche % 7 mit1 <7 < N und

0<t<T-—1.Dassind O(N 2) v1ele Kandidaten. Einige Kandldaten Die kleinsten sind
ON%V F, N—],lee groBten 1= = 1 — =, %= =1 — 1, und um 1 herum haben wir
2 0z _1 _3

N+’ N — 22 N-1°
Folgendes Lemma erhellt unsere Wahl [ = 2n.

Lemma 5. Ist | > 2n, dann gibt es zu jedem Bindrbruch (0.a; ...a;)s hichstens einen
Kandidaten mit A, (%) = (0.a1...a),

Beweis: Es ist |(Al%) 1< 21+1 = 71». Der einzige Kandidat mit 4; (
1

% = 0. Insbesondere gibt es kein 0 > T >1— 5.

1) =0ist
Fiir zwei Kandidaten - # £ gilt |t — 1| > N2 demnist 7 = 7" = N so ist
}T—fp—', >—1stT0derT’<Ns01st‘———|>TT, . Da|(At) — | < s

folgt die Behauptung. U

Zwei Kandidaten £, £ haben den gleichen Wert genau dann wenn es eine natiirliche

T T’
Zahl m > 1 gibt so dass ' = mT und 7" = mT", das heifit, sie gehen durch Erweitern
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oder Kiirzen auseinander vor. Wir beschrinken uns jetzt auf Kandidaten mit ggt(t,7") = 1,
dadurch gehen keine Werte verloren.

Kehren wir zuriick zu unserer Aufgabe aus dem gegebenen Al(%) das % zu ermitteln.
Wir testen fiir jeden Kandidaten %, ob |Al (;—%) — %’ < # Nach dem Lemma gilt das
fiir genau einen Kandidaten % Damit kennen wir den Wert von % und wissen, es gibt ein
m > 1,sodass j = mtund R = mT.

Wenn ggT(j, R) = 1, dann ist m = 1 und wir haben das R. Nun sind solche j relativ

rar, besser ist es folgendes Lemma zu verwenden.

Lemma 6. Seien A, (%) e, A (%) gegeben und seien %, ey %’; die zugehorigen Kan-
didaten (mit ggT(t;,T;) = 1). Falls ggT(j1,...,Jx) = 1, dann ist R = kgV (Ty,...,T})

Beweis: Es ist R = my - Ty = --- = my - T} ein gemeinsames Vielfaches von
Ti,...,Tx.Dajy = my-ty,...,jg = my - Ty und nach Voraussetzung ggT(jy,...Jjx) = 1,
ist erst recht ggT(m; ... my) = 1. Mit dem nichsten Lemma ist der Beweis abgeschlossen.
0

Lemma 7. Sei R > 1 ein gemeinsames Vielfachesvon Ty, ..., T, > 1, R =m;-T; m; > 1

natiirliche Zahlen. Es gilt
ggT (my,...,my)=1<= R=4kgV(Ty...T}).

Beweis: Wir denken an die Primfaktorzerlegung:

Die Primfaktorzerlegung von kgV (77 ...T}) hat den Faktor p* genau dann wenn «
der maximale Exponent ist, mit dem p in den 7; vorkommt. Sei R > kgV(7;...T}). Es
gibt eine Primzahl p, so dass p” in der Primfaktorzerlegung von R auftritt und fiir alle 4
tritt p in der Primfaktorzerlegung von 7; mit Exponenten héchstens 5 — 1 auf. Also muss
p als Faktor in jedem m; auftreten und ggT (m; ... my) > p.

Ist andererseits ggT (my, ..., mg) > 1, dann muss R > kgV (7} ... Ty). O

Lemma 8. Sei R > 2,k > 2, dann ist

. . . o 1\"
#{(jla'--ajk)llSJiSR_laggT(]lw-]k):l}Z1_3'(5) :
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Beweis: Wir beschrianken #{(j1,...,jk)|1 <ji < R—1,28T (j1...7k) > 2}.
Fir! > 1ist

#{ﬂlSJ'SR—l,lteiltj}§§

>()-() ()
S <) e ()

j=3

Insgesamt haben wir (%)k + ﬁ (%)k_l <3- (%)k d

Jetzt ist klar, was zu machen ist: Wir lassen Programm 4 zweimal laufen. Wir lesen
die beiden Messergebnisse als Binédrbruch und suchen die zugehorigen Kandidaten. Wir
ermitteln das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der Kandidaten und geben es als
Vorschlag fiir R aus.

Fiir gegebenes j ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messergebnis A, (}%) liefert >
%) : %. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir bei zwei Messergnissen das geordnete Paar
A, (1R) , A (j2R)) bekommen, ist > ((%) - %)2. Mit Lemma bekommen wir ein Paar
(Al (%) A (%)) mit ggT(j1,j2) = 1 mit Wahrscheinlichkeit > }L . (%)2 = :—4 =
0

.041 . ... Hier addieren sich die Wahrscheinlichkeiten auf!

(
(

9 Effizientes Finden des Kandidaten

Kettenbriiche
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10 Faktorisieren und Ordnung

Die Addition ganzer Zahlen < M braucht eine Zeit von O (log M), die Multiplikation und
ganzzahlige Division eine Zeit von O (log M)?. Wir betrachten Z,; = {0,..., M — 1}.
Zu Z,; gehoren die modularen Operationen a + b = (a +b) mod M, —b = M — b
und (e —b) = (a —b) mod M in Zeit O (log M) und a - b = (a-b) mod M in Zeit
O (log M),

Das Finden des grofiten gemeinsamen Teilers von zwei Zahlen M > N wird durch
den Euklidischen Algorithmus in Zeit O (log M )3 realisiert. Die Laufzeit ergibt sich aus
O (log M) ganzzahligen Divisionen, jede Division dauert O (log M)®. Man kann sich
ggT(M,N) gut mit der Primfaktorzerlegung von M, N vorstellen: In der Primfaktorz-
erlegung von ggT(M, N) kommt p* vor genau dann, wenn die Primzahlpotenz p® in der
Primfaktorzerlegung M und N vorkommt.

Wihrend es zu m € Z); ein m/ gibt mit m +m’ = 0, m’ = —m, gilt Analoges fiir die

Multiplikation und die 1 nicht immer. Deshalb

Zi, ={a € Zy|geT (a, M) = 1} = {a € Zy/les gibta ' mita™ -a =1}

das heifit a € 73, genau dann, wenn @ und M teilerfremd sind, das heit a hat ein
multiplikatives Inverses. Es sind Zj; mit der Addition und Z3; mit der Multiplikation
kommutative Gruppen, und man kann dort wie iiblich rechnen. Wir betrachten a € Zj;
und die Potenzen von a, a; = a, as = a*> mod M, a3 = a* mod M,.... Da Z3,
endlich ist, gibt es ein j > k, sodass a* = o/ = a**U~%) also /% = 1 mod M. Die
Ordnung von « ist das kleinste [ > 1, sodass a! = 1 mod M Bezeichnung: Ordjy(q)-
Kennen wir die Ordnung , so kennen wir die Potenzen von « in folgendem Sinne: a #
1,a> # 1,a®> # 1,...,a" = 1,a"*' = a.... Man rechnet auf den Potenzen von a mit
der Multiplikation wie in Z; mit der Addition: Mit der Abbildung a* — k& mod [ haben
wir abtm = gk+m) modl o (k4 m) mod I. Insbesondere wissen wir a* = 1 genau
dann wenn k£ = 0 mod [. Fiir a* ist die Ordnung von a* das kleinste m > 0, sodass

(a¥)™ = ak™ = 1 also Ordy, (a*) = ggTék,l)'
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Es ist fir M, N # 0 M - m = kgV (M, N), das kleinste geminsame Vielfache

von M und N. In der Primfaktorzerlegung von kgV (M, N) kommt p® vor genau dann,

wenn die Primzahlpotenz p® in der Primfaktorzerlegungen von M oder N vorkommt. Also
!

oben ist der Gesamtexponent von ¢ um von a* auf die 1 zu kommen k- D = kgV (k,1).

10.1 Ordnung in 73,

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Gegeben ist M und a € Z},, und es soll Ord,,(a)
ermittelt werden. Ermitteln wir die Potenzen von a nacheinander, so dauert das im Worst-
case O (M - log M )2, also exponentiell in der #Bits von M. Mit dem Quantenalgorithmus

fiir die Zyklenliinge brauchen wir O (log M)

Zunichst beobachten wir, dass die Multiplikation mit a eine Permutation auf ganz 7,
(nicht nur Z3,) ist. Das folgt, denn fiirm € Zy,istm-a - al=m-1=m.Sei N <2M
eine Zweierpotenz und n = log, N. Die Permutation U = U, ist die Multiplikation mit a

erginzt durch die Identitét auf den Elementen > M :

s_(0o 1 o2 .. M-1 M N-1
0Oca 1a 2:a ... M-1)-a M ... N-1

Der Zyklus von a besteht gerade aus den Potenzen von a und Ord,,(a) ist gleich der
Linge dieses Zyklus. Da 1 zu dem Zyklus gehort, ist die Lange des Zyklus von 1 auch
gleich Ordy;(a).

Da ein klassischer Algorithmus durch einen Quantenalgorithmus simuliert werden
kann, haben wir fiir die Permutationsmatrix U = U, einen Quantenalgorithmus der Kom-
plexitit O(log M)2. Es ist U? = U2 o4 1 Was ebenfalls zu einem Quantenalgorithmus

der Komplexitit O(log M )? fiihrt. Ebenso fiir U* = U, ,0q 1. Wir betrachten folgendes
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Programm:

Programm 5

Lassen wir Programm 5 zweimal laufen, so bekommen wir mit Wahrscheinlichkeit

> 0.041... die Ordnung von a.

10.2 Teiler und Ordnung

In folgendem Satz betrachten wir Zahlen M, die ungerade sind, das heifit 2 kommt nicht
in ihrer Primfaktorzerlegung vor und die mindestens 2 verschiedene Primteiler haben. Der
Satz wird in diesem Abschnitt bewiesen. Man beachte, dass (b) uns einen Teiler # 1, M
von M gibt und dass 1 — 5 > 1 ist.
Satz 1 Sei die Primfaktorzerlegung von M = p* - p3? - --- - pi*, alle p; > 3 und k > 2.
Fiir mindestens (1 — %%1) - #Ly, aller a € 7y, gelten (a) und (b):
(a) R = Ordy(a) ist gerade.
(b) Es giltggT(ag -1, M) # 1 und # M.

Der chinesische Restsatz erhellt die Struktur von Z3,.

Satz 2 Seim = r - s und r und s seien teilerfremd. Wir betrachten die Abbildung

f:Zn— Z.xZs,a— (& mod r,a mod s).
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(a) Die Abbildung ist bijektiv.
(b) Es gilt

f((a+b) modm)=f(a)+f(b),f((a-b) modm)=f(a)-f(b)

Dabei ist f (a) + f (b) und f (a) - f (b) definiert durch Rechnen auf den Koordinaten, das
heif3t,

(w,z) + (y,2) =((w+y) modr, (r+2) mods)

(w,w) - (y,2) =((w-y) modr,(x-z) mods).

Beweis: (a) Zunichst einmal ist #7Z,, = r - s = #7Z, X Z4. Also fiir die Bijektivitit
reicht es zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist, das heiBt, aus f (a) = f(b) folgt
a = b fir alle a,b € Z,,. Zunichst, aus f (a) = f (b) folgt @ mod r = b mod r und a
mod s =b mod s. Alsoista—b =0 mod runda—b =0 mod s. Das gilt, denn wenn
die Reste gleich sind, heben sie sich bei Subtraktion einfach zu 0 auf. Also ist a — b ein
Vielfaches von r und auch ein Vielfaches von s. Da r und s teilerfremd sind (!), ista — b
ein Vielfaches von r - s = m. Das kann man sich durch die Primfaktorzerlegungen von r
und s verdeutlichen, die keine gemeinsame Primzahl haben. Also ista — b = 0 mod m
alsoa mod m =b mod m. 0

Man sagt Z,,, ist isomorph zu Z, x Z, dass heif}t, ob in Z,,, oder in Z, x Z4 gerechnet
wird, ist gleich, man kann mit der Abbildung f und der Umkehrabbildung f~! hin- und
hergehen. Die Abbildung f heift dann Isomorphismus. Als Nichstes einige Beobachtun-

gen und Folgerungen aus der Isomorphie.

Folgerung 1 (@) (1) = (1,1), £(0) = (0,0), f(~1) = (~1, ~1)

(b) a € Z}, genau dann, wenn f(a) € Z} x Z%. Insbesondere ist #1., = #IL* x L.

(c) Ista € Z;,, f(a) = (b,c) und sei M = Ord,, (a), R = Ord, (b),S = Ordy (b), dann
ist M = kgV (R, S)

(d) Ist f(a) = (0,0) und b mod s # 0 so ist ggT(a,m) # 1 und # m
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Beweis:

(a) Esist (0,0)=f(14+(=1))=f(1)+ f(—1)also f(—1) = (-1, —1). Beachte, dass
immer —1 = —1 mod [ ist.

(b) Es 14Bt sich dem Inversen argumentieren, da fiir f (a) = (b, ¢) gilt
f@a)y= (" modr,c! mod s).

(¢) Zunichst gilt wegen der Isomorphie, dass f (a* mod m) = (¢ mod r,a mod s)F
(koordinatenweises Potenzieren). Ist k ein Vielfaches von R und S, dann muss
a* =1 mod m sein. Ist k kein Vielfaches von R, so ist a* mod r # und a* mod m
kann nicht gleich 1 sein.

(d) Die Voraussetzung an b bedeutet, dass a kein Vielfaches von s also von m ist. Aber es

ista mod r = 0, also ist a Vielfaches von 7.

Durch direkte Induktion iiber £ lasst sich folgende Verallgemeinerung mit analogen

Folgerungen wie oben, des chinesischen Restsatzes beweisen:

Satz 3 Seim = p{'-p3?-----p.* die Primfaktorzerlegung von m, wir bezeichnen q; = p;".
Die Abbildung
[ il — Ly X Lgy X -+ ZLg,m+— (m mod ¢;,m mod qa,...,m mod g)

ist ein Isomorphismus.

Wir betrachten eine endliche Gruppe G mit m Elementen. G ist zyklisch genau dann,
wenn es ein g € G gibt, sodass G = {g,¢*, ...,g™}. Das Element ¢ ist ein erzeugen-
des Element der Gruppe. Zum Beispiel ist Z,, mit der Addition zyklisch, Z,, = {1,1 +
1,...14+1+---+1}. Mittels der Abbildung g* — k& mod m ist G mit der Multiplika-
tion isomorph zu Z,,, mit der Addition. Es ist ¢™ = 1 und es ist ¢’ = 1 genau dann, wenn
[ = 0 mod m. Wir definieren fiir @ in G die Ordnung von a, Ordg(a) als das kleinste
l > 1, sodass a' = 1. Wie oben bei a € Z, ist Ordg (¢*) = a0 Einge weitere
Eigenschaften von G folgen: Aussage (b) besagt, dass die Anzahl der Elemente, deren
Ordnung eine feste Zweierpotenz in ihrer Primfaktorzerlegung hat, hochstens die Hilfte

aller Elemente ist.
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Lemma 9. Sei m gerade.

(a) Es gibt genau 2 Losungen der Gleichung x - x = 1. Diese sind x = g™ = 1 und
rT=g2.

(b) Fiiru > 0ist #{a € G|Ordg(a) = 2" - v,v ungerade} < 3 - m.
Beweis:

(a) Man sieht das, indem man die Elemente g* einzeln durchgeht und bedenkt, dass ¢' = 1
genau dann, wenn [ = 0 mod m.

(b) Sei die Primfaktorzerlegung von m = 2¥ - w,v > 1,w ungerade. Wir zeigen, dass
genau die Hilfte aller Elemente von GG die Behauptung mit v = v erfiillt ist. Damit
bleiben fiir die iibrigen u hochstens die Hilfte aller Elemente iibrig. Die Elemente g*,
mitk = 1,3,...,m — 1, also k ungerade, sind genau die Elemente, die den Faktor 2"
in ihrer Ordnung haben miissen, da sie keine 2 in dem k haben. Das sind genau die
Hilfte aller Elemente von G. U

Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir den Algebralehrbiichern. Man sieht

aber leicht selbst, dass Z§ nicht zyklisch ist, im Unterschied zu Zj.

Satz 4 Ist p > 3, eine Primzahl o > 1, dann ist Z ;. mit der Multiplikation eine zyklische
Gruppe.

Fiir welche Elemente = € Z giltx ¢ Z7.?Dassindx = 0-p,1-p,2:p,3-p, ..., p* —
p=(p*~* —1) - p. Das sind genau p®~! viele Elemente. (Jedes p—te Element von Z,« ist
Vielfaches von p). Also #7Z+. = p* —p*~' = p* - (p — 1). Also ist Zy., p > 3 eine
zyklische Gruppe mit einer geraden Anzahl von Elementen.

Beweis von Satz 1: Wir kiirzen ab, ¢; = p}“ Seia € Z}, und sei a;, = a mod gj. Dann
ist der Isomorphismus des chinesischen Restsatzes f (a) = (ai,...,a;) und a; € Z} . Sei
S; = Ord,, (a;) und R = Ordys(a). Dann ist R = kgV (51, ..., Sk). Sei fur u; > 0 2% die

Zweierpotenz in der Primfaktorzerlegung von S;. Wir zeigen: Wenn nicht alle u; gleich
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sind, so gilt die Behauptung des Satzes fiir a. Sei 0.B.d.A. in u; das kleinste der u; und wuy
das groBte. Dann ist u; < uy und die Zweierpotenz in R ist gerade 2“2. Also ist R gerade
und wir betrachte}? %. (Sicherlich ist a® mod }]2\4 #1). V\;as st mit alg ?Da u; < uy ist,
ist immer noch a7 mod ¢; = 1. Was ist mit a; ? Es ist a; mod ¢ # 1, einfach da ein
Faktor von 2 an der Ordnung fehlt. Aber es ist a? mod g¢o Losung der Gleichung z-z =1
mod ¢p. Also da Z;, zyKlisch ist (!), gibt es nur eine weitere Losung aufer der 1. Es gilt
(g2—1)-(g2—1) =1 mod go. Also muss af = —1 mod g» sein. Und der ganz konkrete
Wert ist go — 1. Es ist agg € 2y

Wir schauen uns (ag — 1> mod M an.

Es ist <a§ — 1) mod ¢; = 0 und <a§ — 1) = —2 mod ¢».

Der konkrete Wert ist (a§ — 1) mod ¢ = qo — 2.

Esist g —2 # 0 mod ¢, da alle p; > 3. (Sonst wire go = 2 moglich).

Es ist f (ﬁ - 1) —(0,q2—2,...).

Also (ag - 1> ¢ Z; und (ag — 1) mod M # 0.

Also ist ggT(ag -1, M) # lund # M.

Wir zéhlen die # (a4, . . ., ax) wie oben, so dass alle u; gleich sind. Es kann a; beliebig
aus Zg,, sein. Sei 2“! die Zweierpotenz in der Ordnung von a;. Dann miissen die anderen
a; so sein, dass u; = wuq ist. Also kommen fiir a; 2 < 7 < k hochstens die Hilfte der
Elemente von Z; in Frage. Also # (ay,...,ax), sodass alle u; gleich sind, ist < 2,%1 .
HLE XL, X - X LE = sy - # Ly O

10.3 Zusammenfassung

Wir lassen insgesamt folgendes Programm laufen:

Eingabe: M (Gesucht ist ein Teiler von M, wenn er denn existiert.)

1. Test: M gerade? Wenn ja, Teiler 2 und Schluss.

2. Test: M = ¢ fiir ein ¢ > 2 und k£ > 2? Wenn ja Ausgabe von ¢ und Schluss.
Jetzt geht es erst richtig los.

3. Erzeuge a zufilligl <a < M — 1.
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Test: ggT(a, M) > 1. Ausgabe des ggT und Schluss.

Ermittle R = Ord),(a) mit dem Quantenalgorithmus.

Falls R ungerade Schluss, ohne Teiler zu finden.

Berechne az — 1 mod M. Teste, ob ggT(ag —1,M # 1und # M.
Ausgabe des ggT als Teiler.

NSk

Das Programm ist mit Wahrscheinlichkeit € > 0 erfolgreich, wie sich aus unseren Be-
trachtungsn ergibt. Test 2. ist effizient machbar und das Quantenprogramm zu zufilligem
a ist auch effizient konstruierbar (Multiplikation mit a).

Damit ist die Sache soweit fertig.

11 Simons Problem

Simons Problem ist das erste Problem, bei dem durch einen Quantenalgorithmus ein expo-
nentieller Laufzeitgewinn zu erzielen ist (d.h. von > c-nauf > 2¢" auf < nk (log#)k)
Vorher hatten wir
Deutsches Algorithmus: 1 Aufruf von f (oder Uy) weniger.

Deutsch Josza:

— klassisch deterministisch, dann 2"~ + 1 zu 1 Aufruf

— klassisch randomisiert > C' > 2 zu 1 Aufruf

Also zu randomisierten Algorithmen noch nicht so tolle Verbesserungen.

Wir betrachten hier:

by
Z5 ={0,1} = c ||k € {01}
b

als abelsche Gruppe mit 2* Elementen.
Null = 0-Vektor
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by by
-l l=1:1,dal+1=04+0=0

by, by,
Wir betrachten eine Untergruppe bestehend aus 2 Elementen,
Y1 Y1
D=0,1T,y=|: | #]| : | fest
Yk Yk

Wir betrachten die Restklassen von D.
Das sind alle Teilmengen D, = {z +y,z # 0} = = + D von Z5.
Fiir x # 2’ gilt D, = D, oder D, N D, = ().

Da auf jeden Fall x € D, ist, liefern uns die D, eine Partition von Z5.

Fig. 1. Die Partitionen von Z}

Es gibt genau % = 2F=1 verschiedene Restklassen. Wir geben jeder Restklasse einen

eindeutigen Namen. Dazu nehmen wir uns eine Funktion f : Z§ — Z5~' mit f(z) = f(z')

& x, o’ in derselben Restklasse
< r =12"oderx — 2’ = x + 2’ = y. (Erinnerung y # 0).

Das algorithmische Problem ist nun:
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Gegeben ein solches f, gesucht ist die Untermenge D, also das y. Wie geht man da

ran? Wenn wir x # x’ mit f(z) = f(2') haben, ist y = = + 2. Also x, 2’ suchen.

Deterministisch finden wir solche Elemente x, x’, sicher indem die Funktion f an
2F=1 4+ 1 Argumenten ausgewertet wird. Der folgende Quantenalgorithmus hat Laufzeit

O (k).

Zunichst muss f so transformiert werden, dass es durch einen Quantenalgorithmus
implementiert werden kann. Die Funktion fg, : {0,1}", x {0,1}*" — {0,1}"x{0,1}**

ist gegeben durch by ...bgcy ... cp, — by ... by
1.1 D f(by —by),
wobei fiir f (bl — bk) = dl — dk,1

c1—Cr_1Df (b —by) == c1®d; ... cp_1Ddi_ ist, also koordinatenweises esklusives

Oder. Es ist fs bijektiv. Wir haben einen Quantenalgorithus fiir die Matrix Uy (die fg

berechnet).
Es ist
und gleich
Uslb, = b,0...0) =¥} .. bidy ... dy_s)
b} b
gdw. by — b, =) —b,oder | : | = | : | +yunterschiedlich aus einer Restklasse.
b, by,

Der Algorithmus ist denkbar einfach. Der Hauptbestandteil ist folgender Quantenalgo-

rithmus:
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Programm 6

L o) A
2 0 H, H,
k 0 H, U Hy e
k+1 0 Hy
2k—1 0 H,
[$0) 1) |p2) |b3)

¢P Jetzt der ganze Algoritmus:

Der Quantenalgorithmus wird /-mal ausgefiihrt. Von den Messergebnissen verwahren

wir immer die Bits 1, ..., k.
1.Messung : a1 ...a1%

[.Messung : a;1...a;%

Wir konstruieren die Matrix A = (a4 ;)| ;<) 1<j<p

Wir sehen sie als lineare Abbildung A : Z — ZL.

Ty 0
Wir betrachten das Gleichungssystem A - | @ | =
Ty, 0
Ty 0
Dieses hat die Losung | : | = | ! | und die Losung y.
Ty 0
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Wir ermitteln alle Losungen dieses Systems. Sind das nur 2 Stiick, so ist y das gesuchte
0
y = die Losung #

0
Hier wird der Gauf3sche Algorithmus zur Losung von linearen Gleichungssystemen

aufgerufen.
Schauen wir uns zunéchst den Quantenalgorithmus an. Wir verwenden die Bezeich-

nungen |¢;) aus dem Bild. |¢g) = [0...00...0).

k
2 Lyeesbp
Ly i b0 0)
= — 1y---,0 U .
@bl ,,,,, be
Platz fiir das Ergebnis

|po) = \/ij D by 10155 b f (by .. by)) (Quantenalgorithmus)

In der ausgegeben Darstellung von ¢, sehen wir gut: an jedem b, . . . by hdngt der Funk-

tionswert f (b ... bg).
Man kann aber auch von den Funktionswerten aus gucken: An jedem c; ... c;_; hén-

by b} by b}
gen genau die beiden | : | und mit¢g | : | = | ¢ | also genau eine Restlasse
by, by, by, by,
D,=x+ D.
Damit ist

1 .
|¢2>:ﬁ Z Z]bl...bkcl...ck,ﬁmltf(bl...bk):cl...ck,l.
C1...Ck—1 b1...by,

Die innere Summe besteht fiir jedes ¢; . .. cx_1 aus 2 Summanden:
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n
by ... bk .o ocky) + (b1 bk D yr .. yk)Cr. .. Cr1), Wwobeiy = | ... | und & die

Yk
einfache Vektoraddition ist. An ¢; . .. cx_; hingen die beiden Elemente aus der Restklasse

mit Namen ¢; ... c,_;. Bezeichnen wir diese mit Dz, ¢ = ¢1 ... cr—_1. Also Dy bis Dy
enthilt jede Restklasse genau einmal.

Also Dy o bis D ; enthilt jede Restklasse genau einmal. Also

|p2) =

Z Z b1 ... bk | Dler. . cr1)

C1...Ck—1 bl...bkEDclmck,I

B

Bezeichnen wir ¢ = ¢; ... c,_1, dann

1
|¢3>:ﬁ;<< Z H|b1>@...@H|bk)> @c)

by...bp€D:

Wir sehen und sie innere Summe an. Ein typisches D; ist

DEZ{bl...bk,bl...bk@yl...yk}
——

Das gesuchte y.

Es ist

Also ist Ho|by) @ ... & Hylby)
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= D ) & @ (1) )

ai...ag

1 a a
=or Z (_1)b1 1+ Fbear lay ... ag)

Interpretation von (—1)"@+-+okox,

bi.. b= {i|ll <i <,b; =1},
aj ...ay analog. Dann byay + ... + bray, = # ({i|b; = 1} N {i]a; = 1})

(—1)2%‘% = 1, wenn der Schnitt gerade ist, —1 bei ungerade.

1 e
— ? Z (_1)2 i(biDyi) |CL1 o ak>

ai...ap

1 a;(bi+y;
:ﬂ Z (_1)2 (bi+yi)

aj...ag)
ai...ap
1 a;ib; aiyi
=5 (=)= T (=) oy L ay)
ai...ap

Damit ist

Hs|by) & ... ® Halbp) + Halby @ 11) & ... & Ha|bg © yg)
1 b
= Z (=)= . 2]ay ... ay)
\/ﬁ aj...ag

(_1)2%?/1' =1

Hier wird das y langsam sichtbar. Es haben alle die a; . . . ay, die mity = y; . ..y, eien

: 2
Amplitude # 0, genauer + 7
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Dabei ist (by, ..., by) ein festes der beiden Elemente aus D;. Da Zaiyi, gerade ist, ist
auch egal welches. Der Faktor bleibt gleich. Der gesamt Zustand |¢3) hat 2+~1 . 2F=1 =
2%%-2 Eintriige mit Amlitude + 2.

Nach dem Messen bekommen wirein a; . .. agc; . .. ¢x_1 mit > a;y; gerade mit Wahrschein-
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