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Einfiihrung Quantencomputing

Losungen zur 1. Ubung

Aufgabe 1: Fiihren Sie den Euklidischen Algorithmus fiir die Zahlen 16 und 7 aus.
Beobachten Sie, dass sich durch ggT(16,7) = 1 eine Darstellung von 1 = 16 -2+ 7 -y
ergibt. Berechnen Sie diese z und y.

Losung 1:
16=7-242 2=16-7-2—-1=7-(16-7-2)-3=7-7T—16-3+
\J T
7=2-3+4+1 1=7-2-3
N\ /!
Daraus folgt
T =3
y="1.

Aufgabe 2: Zeigen Sie die folgende Aussagen mit Hilfe der gegebenen Hinweise.

(a) Aussage: Sei p(n) = |{i € N|1 <i < nAggT(i,n) = 1}| die Eulersche p-Funktion.
Fiir a mit 1 <a <n—1und ggT(a,n) =1 gilt

a?™ =1 mod n.
Hinweis: Benutzen Sie, dass die Menge Z; = {i € N|]1 < i < n A ggT(i,n) =

1} = {@1,...,24m)} alle multiplikativ invertierbaren Zahlen modulo n enthélt.
Auferdem gilt fiir y € Z7, dass {z1,...,Tpomm)} ={y-21,.. ., ¥ Tpm) }-

(b) Aussage: Der Satz von Fermat aus der Vorlesung. Fiir eine Primzahl n und a mit
1<a<n-1, (ggT(a,n) =1) gilt

a" ' =1 mod n.



Das ist dquivalent zu

a” = a mod n.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst die Aussage fiir a = 2 = 1 + 1 mit Hilfe des Binomi-
schen Satzes

n_N\~ (7 i i\ n! n—i i
(z+y) :Z<Z~)'f’f V=D gy
1=0 =0

Was konnen Sie iiber den Binominialkoeffizienten modulo n sagen, wenn n eine
Primzahl ist?

Zeigen Sie nun die Aussage fiir beliebiges @ = 1 4+ 1+ ... + 1. Benutzen Sie das

Multinomialtheorem
n! , ,
n __ R Atk
(1 + ...+ ap) = Z PR T} Ty
11+...+ig=n
und gehen analog wie fiir a = 2 vor.
Losung 2:
(a) Mit y = a gilt
L=a1- 0 Zpn) ATy - Q- Ty EaW(")-xl-...-xw(n) = a*" mod n.

Daraus folgt

1 = a*™ mod n.

(b) Wir nutzen

a” = a mod n.

Wir verwenden den Binomischen Satz fiir (14 1)".

n n

" n! i i n!

i=0 i=0 )

Der Binominialkoeffizient wird von n geteilt, wenn das n im Zahler nicht gekiirzt
wird. Es wird nur gekiirzt, wenn n auch als Faktor im Nenner steht, da n eine
Primzahl ist. Dies ist nur bei

1=0,2=n



der Fall und fir diese 7 ist der Binominialkoeffizient 1.

Somit gilt
(1+1)"=1+1mod n.

Benutzen wir nun das Multinomialtheorem fir a =1+ ...+ 1.
—_—

a Mal
n = - 1u. ]l = -
At F1r= ) A 2 N g medn
11+...+ig=n i1+...+ia=n

Mit der gleichen Argumentation wie fiir den Binominialkoeffizienten, ist der Mul-
tinomialkoeffizient teilbar durch n, wenn im Nenner kein n als Faktor vorkommt.
Dies ist nur der Fall, wenn fiir ein j € {1,...,a}

ij=nund i, =0fir1 <l<al#]j

und der Rest der ¢ muss 0 sein.
Dafiir gibt es a Moglichkeiten und der Multinomialkoeffizient ist immer 1. Daraus
ergibt sich

1+...+)"=01+...+1)"=(1+...+1) mod n

a” =a mod n

Aufgabe 3: Stellen Sie die folgenden Zuweisungen in der Matrix-Schreibweise dar.
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0—1
1—1

(1)

00 — 00
01 — 11
10 — 00
11 — 11
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00 — 10
01 — 01
10 — 10
11 — 01

O = OO
OO = O

00 — 00
01 — 01
10 — 11
11 — 10
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