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Algorithmen und Programmierung

13. Übung – Lösungsvorschläge

1. Aufgabe:

Das Ausgangsfeld enthält nur ganze Zahlen aus der Menge{0, . . . ,n−1}. Wir erzeugen
uns daher ein Hilfsfeld, mit dem wir zählen, wie oft jede Zahl im Ausgangsfeld vor-
kommt. Der Index des Hilfsfeldes entspricht dabei der Zahl, deren Häufigkeit gezählt
wird, und der Inhalt an dieser Stelle der Anzahl im Ausgangsfeld.

pub l i c s t a t i c vo id doppe l teAusgeben (i n t [ ] f e l d ) {
i n t [ ] anz ;
i n t i ;

/ / H i l f s f e l d f u e r Anzah len
anz = new i n t [ f e l d . l e n g t h ] ;
f o r ( i = 0 ; i <anz . l e n g t h ; i ++)

anz [ i ] = 0 ;

/ / Zaeh len
f o r ( i = 0 ; i < f e l d . l e n g t h ; i ++)

anz [ f e l d [ i ] ] + + ;

/ / Ausgeben
f o r ( i = 0 ; i <anz . l e n g t h ; i ++)

i f ( anz [ i ] = = 2 )
System . ou t . p r i n t l n ( i +" ist 2mal enthalten" ) ;

re turn ;
}

Unsere Methode enthält drei (nicht verschachtelte)FOR-Schleifen (die erste zur Initia-
lisierung könnte man in Java weglassen), die jeweilsn Durchläufe haben. Der Aufwand
beträgt folglich

O(3·n) = O(n).
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2. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmstücks enthält die Variabley das Quadrat des für
x eingelesenen Wertes.

b) Seienxstart der eingelesene Wert fürx sowiexl , yl undzl die Werte der Variablen
x, y undz nach deml -ten Schleifendurchlauf. Dabei istzl = xstart ∀l , da sich der
Wert der Variablenz während der Abarbeitung der Schleife nicht verändert.

1) Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchläufen

xstart ist eine endliche, ganze Zahl≥ 0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich 0 ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert vonx um 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchläufe endlich mit
n = xstart.

2) Beweis, dassxstart ·xstart berechnet wird

Invariante:

xstart ·xstart = yl +xl ·xstart (bzw. yl = l ·xstart)

Induktionsanfang:
Für l = 0 gilt: x0 = xstart undy0 = 0
Überprüfung der Invariante:

y0 +x0 ·x0 = 0+xstart ·xstart
= xstart ·xstart

Die Invariante gilt.

Induktionschritt:
Sei 1≤ l ≤ n fest. Dann gilt fürl −1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):

xstart ·xstart = yl−1 +xl−1 ·xstart

Wir betrachten nun denl -ten Schleifendurchlauf:

xl = xl−1−1
yl = yl−1 +zl

= yl−1 +xstart

Damit erhalten wir

yl +xl ·xstart = yl−1 +xstart +
(
xl−1−1

)
·xstart

= yl−1 +xstart +xl−1 ·xstart−xstart
= yl−1 +xl−1 ·xstart
= xstart ·xstart

und die Invariante gilt.
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3) Quintessenz

Nach dem letzten (n-ten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfüllt (xn = 0) und die Invariante gilt, also

xstart ·xstart = yn +xn = yn

Folglich ist in der Variabley nach Abarbeitung des Programmstücks der Wert
xstart ·xstart gespeichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.

3. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmstücks enthält die Variabley die Summe aus dem
eingelesenen Wert füry und dem Doppelten des eingelesenen Wertes fürx.

b) Seienxstart undystart die eingelesenen Werte fürx undy sowiexl undyl die Werte
der Variablenx undy nach deml -ten Schleifendurchlauf.

1) Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchläufen

xstart ist eine endliche, ganze Zahl≥ 0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich 0 ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert vonx um 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchläufe endlich mit
n = xstart.

2) Beweis, dassystart +2·xstart berechnet wird

Invariante:
ystart +2·xstart = yl +2·xl

Induktionsanfang:
Für l = 0 gilt: x0 = xstart undy0 = ystart
Überprüfung der Invariante:

y0 +2·x0 = ystart +2·xstart

Die Invariante gilt.

Induktionschritt:
Sei 1≤ l ≤ n fest. Dann gilt fürl −1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):

ystart +2·xstart = yl−1 +2·xl−1

Wir betrachten nun denl -ten Schleifendurchlauf:

xl = xl−1−1
yl = yl−1 +2
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Damit erhalten wir

yl +2·xl = yl−1 +2+2·
(
xl−1−1

)
= yl−1 +2+2·xl−1−2
= yl−1 +2·xl−1
= ystart +2·xstart

und die Invariante gilt.

3) Quintessenz

Nach dem letzten (n-ten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfüllt (xn = 0) und die Invariante gilt, also

ystart +2·xstart = yn +2·xn = yn

Folglich ist in der Variabley nach Abarbeitung des Programmstücks der Wert
ystart +2·xstart gespeichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.

4. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmstücks enthält die Variabley die Summe aller
Zahlen von 1 bis zum eingelesenen Wert fürx.

b) Seienxstart der eingelesene Wert fürx sowiexl und yl die Werte der Variablenx
undy nach deml -ten Schleifendurchlauf.

1) Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchläufen

xstart ist eine endliche, ganze Zahl≥ 0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich 0 ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert vonx um 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchläufe endlich mit
n = xstart.

2) Beweis, dass
xstart

∑
i=1

i = xstart·(xstart+1)
2 berechnet wird

Invariante:
xstart · (xstart +1)

2
= yl +

xl ·
(
xl +1

)
2

Induktionsanfang:
Für l = 0 gilt: x0 = xstart undy0 = 0
Überprüfung der Invariante:

y0 +
x0·(x0+1)

2 = xstart·(xstart+1)
2

Die Invariante gilt.
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Induktionschritt:
Sei 1≤ l ≤ n fest. Dann gilt fürl −1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):

xstart · (xstart +1)
2

= yl−1 +
xl−1 ·

(
xl−1 +1

)
2

Wir betrachten nun denl -ten Schleifendurchlauf:

xl = xl−1−1
yl = yl−1 +xl−1

Damit erhalten wir

yl +
xl ·(xl +1)

2 = yl−1 +xl−1 + (xl−1−1)·(xl−1−1+1)
2

= yl−1 +
2·xl−1+x2

l−1−xl−1
2

= yl−1 +
x2

l−1+xl−1
2

= yl−1 +
xl−1·(xl−1+1)

2

= xstart·(xstart+1)
2

und die Invariante gilt.

3) Quintessenz

Nach dem letzten (n-ten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfüllt (xn = 0) und die Invariante gilt, also

xstart · (xstart +1)
2

= yn +
xn · (xn +1)

2
= yn

Folglich ist in der Variabley nach Abarbeitung des Programmstücks der Wert
xstart·(xstart+1)

2 gespeichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.
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5. Aufgabe:

a) −0,2510

b) 13,7510

c) −3410

6. Aufgabe:

a)

1,012 = 20 +2−2 +2−4 +2−6 + . . .
= (2−2)0 +(2−2)1 +(2−2)2 +(2−2)3 + . . .

= lim
n→∞

n
∑

i=0
(2−2)i

= 1
1− 1

4

= 4
3

b)

1,0012 = 20 +2−3 +2−6 +2−9 + . . .
= (2−3)0 +(2−3)1 +(2−3)2 +(2−3)3 + . . .

= lim
n→∞

n
∑

i=0
(2−3)i

= 1
1− 1

8

= 8
7
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7. Aufgabe:

Zunächst führt das Programm (siehe Lösungsunterlagen 6. Übung) einige Anweisun-
gen mit konstantem Aufwand (O(1)) aus. Diese können in der Aufwandsberechnung
vernachlässigt werden. Dann wird mit Hilfe einerwhile -Schleife der Wert log2n be-
stimmt. Diese Bestimmung erfolgt durch systematisches Dividieren und hat folglich
einen Aufwand vonO(logn).

Anschließend folgt die Überprüfung, obn die Formab hat, mit drei geschachtelten
while -Schleifen.

Die äußerste Schleife testet jedes möglicheb (Exponent), wobeib Werte von 2 bis log2n
annehmen kann. Die Anzahl der Durchläufe der äußeren Schleife ist folglich logarith-
misch in der Eingabegrößen, alsoO(logn).

Die nächste (innere) Schleife führt eine binäre Suche für das festeb nach dem möglichen
a (Basis) durch. Die binäre Suche teilt das Suchintervall immer in zwei Hälften und
sucht in der passenden Hälfte weiter. Dies entspricht dem systematischen Dividieren
der Anzahl der Elemente des Startintervalls durch 2, bis man ein 1-elementiges Intervall
erreicht hat. Da die Länge des Intervalls vonn abhängt, ist der Aufwand dieser Schleife
ebenfalls logarithmisch in der Eingabegrößen, alsoO(logn).

Innerhalb dieser binären Suche muss nun noch die Potenz der aktuellen Werte der beiden
Zählvariablen berechnet werden. Dabei werden im schlimmsten Fall (im letzten Durch-
lauf der äußeren Schleife hatb den Wert log2n) log2n Multiplikationen durchgeführt.
Der Aufwand der Potenzberechnung ist also auchO(logn).

Nachdem die binäre Suche nacha für ein bestimmtesb abgeschlossen ist, wird innerhalb
dieses Durchlaufs der äußersten Schleife noch einmal die Potenz des gefundenena hoch
b berechnet. Dab maximal gleich log2n ist, ist auch dieser AufwandO(logn).

Der Gesamtaufwand des Algorithmus beläuft sich folglich auf

O(logn+(logn· ((logn)2 + logn)) = O((logn)3).
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