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Algorithmen und Programmierung

13. Ubung — Losungsvorschlage

1. Aufgabe:

Das Ausgangsfeld enthélt nur ganze Zahlen aus der MEhge ,n— 1}. Wir erzeugen

uns daher ein Hilfsfeld, mit dem wir z&hlen, wie oft jede Zahl im Ausgangsfeld vor-
kommt. Der Index des Hilfsfeldes entspricht dabei der Zahl, deren Haufigkeit gezahlt
wird, und der Inhalt an dieser Stelle der Anzahl im Ausgangsfeld.

public static void doppelteAusgebenifit [] feld) {

}

int [] anz;
int i;

/1 Hilfsfeld fuer Anzahlen

anz =new int[feld.length];

for (i=0; i<anz.length; i++)
anz[i]=0;

Il Zaehlen
for (i=0; i<feld.length; i++)
anz[feld[i]]++;

/1 Ausgeben
for (i=0; i<anz.length; i++)
if (anz[i] == 2)
System.out. println (i +"_ist _2mal_enthalten" )
return ;

Unsere Methode enthalt drei (nicht verschachtdi@RSchleifen (die erste zur Initia-
lisierung kbnnte man in Java weglassen), die jewesirchlaufe haben. Der Aufwand

betragt folglich

O(3-n) =0O(n).



2. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmsticks enthalt die Vanadiées Quadrat des fiur
x eingelesenen Wertes.

b) Seienxy,; der eingelesene Wert firsowiex,, y, undz die Werte der Variablen
X, y undz nach dem-ten Schleifendurchlauf. Dabei it = Xq4 VI, da sich der
Wert der Variablerz wahrend der Abarbeitung der Schleife nicht verandert.

1)

2)

Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchlaufe

Xstart ISt €ine endliche, ganze Zahkl0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich O ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert womum 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe endlich mit

N = Xstart-
Beweis, das%q .t Xstart DErEchnet wird

Invariante:

Xstart * Xstart = Y| +X| “Xstart (bZW- Y= I 'Xstart)
Induktionsanfang:
Furl = 0 gilt: Xy = Xstat Undy, =0
Uberprufung der Invariante:

Yot X0 X = O+ Xstart* Xstart
= Xstart " Xstart

Die Invariante gilt.

Induktionschritt:
Sei 1< | < nfest. Dann gilt ful — 1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):
Xstart " Xstart = Y| _1 + X _1 " Xstart
Wir betrachten nun dehten Schleifendurchlauf:

X = %1
i = Y114
= y|_1+xstart

Damit erhalten wir

Y X Xstat = Y)_1+ Xstart T (X|71 - 1) *Xstart
y| 1 + Xstart + X| -1 Xstart — Xstart
Yi_1 X _1 Xstart

= Xstart " Xstart

und die Invariante gilt.



3)

Quintessenz

Nach dem letztem{ten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfillt &k, = 0) und die Invariante gilt, also

Xstart * Xstart = Yn +Xn = Yn

Folglich ist in der Variablegy nach Abarbeitung des Programmestticks der Wert
Xstart - Xstart 9€Speichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.

3. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmstlicks enthalt die Vanatike Summe aus dem
eingelesenen Wert firund dem Doppelten des eingelesenen Wertex.fur

b) Seiemxga Undysiar die eingelesenen Werte fiiundy sowiex, undy, die Werte
der Variablernx undy nach deni-ten Schleifendurchlauf.

1)

2)

Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchlaufe

Xstart ISt €ine endliche, ganze Zahl0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich O ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert womum 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe endlich mit

N = Xstart-
Beweis, das$ga .t + 2 Xstart DErechnet wird

Invariante:
Ystart + 2 Xstart = Y| + 2- X
Induktionsanfang:

lfUrI =0 gilt: Xo = Xstart undyO = Ystart
Uberprifung der Invariante:

Yot+2:X = VYstart+ 2+ Xstart
Die Invariante gilt.

Induktionschritt:
Sei 1< | < nfest. Dann gilt fird — 1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):

Ystart 2. Xstart = ¥Y|_1 +2. X_1

Wir betrachten nun delRten Schleifendurchlauf:

X = %1
Y, = ¥1+2



3)

Damit erhalten wir

Vi+2% = Y +24+2-(x_;—1)
Yigt2+2-%_,-2
Viia+2:-% 4
= ystart+2'xstart

und die Invariante gilt.

Quintessenz

Nach dem letztem{ten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfillt &k, = 0) und die Invariante gilt, also

Ystart T2 Xstart = Yn+ 2 Xn = Yn

Folglich ist in der Variabley nach Abarbeitung des Programmstiicks der Wert
Ystart + 2 Xstart 9€Speichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.

4. Aufgabe:

a) Nach Abarbeitung des Programmstiicks enthalt die Varialle Summe aller
Zahlen von 1 bis zum eingelesenen WertXtir

b) Seienxg, der eingelesene Wert firsowiex, undy, die Werte der Variablex
undy nach deni-ten Schleifendurchlauf.

1)

2)

Endlichkeit der Anzahl der Schleifendurchlaufe

Xstart ISt €ine endliche, ganze Zahl0. Die Schleife bricht ab, wenn der Wert
von x gleich 0 ist. In jedem Schleifendurchlauf wird der Wert worim 1
verringert. Folglich ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe endlich mit

N = Xstart-
Xstart

Beweis, dassy i — SsetUsantd) perechnet wird
<1

Invariante:

2 R 2

. 1 X - (% +1
Xstart (Xstart+ ) Yy + 1 ( 1 )
Induktionsanfang:
Furl = 0 gilt: Xy = Xstat Undy, =0
Uberpriifung der Invariante:

y0_|_ XO(X§+1) — Xstart‘(xzstartJFl)

Die Invariante gilt.



Induktionschritt:
Sei 1< | < nfest. Dann gilt ful — 1 nach Induktionsvoraussetzung (Invari-
ante):

Xstart * (Xstart + 1) _ + X_q- (Xl—l + 1)
2 Bt 2
Wir betrachten nun deinten Schleifendurchlauf:
X = X%_;—-1

i = Y1t Xa
Damit erhalten wir

. 1 -1)- —1+1
VAR i RV e B i)

2% X X
_ IS R I
i Xt 1+X|21
= Yat—2—

=y, 1_,_X|71'(X|71+1)
_ Xstan'(xzstan+1)

und die Invariante gilt.

3) Quintessenz

Nach dem letztemtten) Schleifendurchlauf ist die Schleifenbedingung nicht
mehr erfillt &, = 0) und die Invariante gilt, also

. +1 Xn-(Xn+1
Xstart* (Xstart+1) _ Yo+ 2 0+l v
2 2
Folglich ist in der Variabley nach Abarbeitung des Programmstiicks der Wert
M gespeichert. Die Aussage von a) ist also korrekt.




5. Aufgabe:

b) 1375,

6. Aufgabe:
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7. Aufgabe:

Zunachst fiihrt das Programm (siehe Losungsunterlagen 6. Ubung) einige Anweisun-
gen mit konstantem Aufwand)(1)) aus. Diese kdnnen in der Aufwandsberechnung
vernachlassigt werden. Dann wird mit Hilfe einghile -Schleife der Wert logn be-
stimmt. Diese Bestimmung erfolgt durch systematisches Dividieren und hat folglich
einen Aufwand vorO(logn).

AnschlieRend folgt die Uberpriifung, abdie FormaP hat, mit drei geschachtelten
while -Schleifen.

Die auRerste Schleife testet jedes mdgliolfExponent), wobeb Werte von 2 bis logn
annehmen kann. Die Anzahl der Durchlaufe der auf3eren Schleife ist folglich logarith-
misch in der Eingabegrof$g alsoO(logn).

Die nachste (innere) Schleife flhrt eine bindre Suche fiir dashiesteh dem maoglichen

a (Basis) durch. Die binare Suche teilt das Suchintervall immer in zwei Halften und
sucht in der passenden Halfte weiter. Dies entspricht dem systematischen Dividieren
der Anzahl der Elemente des Startintervalls durch 2, bis man ein 1-elementiges Intervall
erreicht hat. Da die Lange des Intervalls voabhangt, ist der Aufwand dieser Schleife
ebenfalls logarithmisch in der Eingabegraf3@lsoO(logn).

Innerhalb dieser bindren Suche muss nun noch die Potenz der aktuellen Werte der beiden
Zahlvariablen berechnet werden. Dabei werden im schlimmsten Fall (im letzten Durch-
lauf der auBeren Schleife hiatden Wert logn) log, n Multiplikationen durchgefihrt.

Der Aufwand der Potenzberechnung ist also a@¢logn).

Nachdem die binére Suche nagfiir ein bestimmteb abgeschlossen ist, wird innerhalb
dieses Durchlaufs der dul3ersten Schleife noch einmal die Potenz des gefumdeden
b berechnet. D& maximal gleich lognist, ist auch dieser Aufwan@(logn).

Der Gesamtaufwand des Algorithmus bel&uft sich folglich auf

O(logn+ (logn- ((logn)?+logn)) = O((logn)3).



