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1. Einleitung

Stichpunkte. Schwéchen des Riemann-Integrals, Grundidee des Lebesgue-Integrals, Maflproblem, Banach-Tarski-
Paradoxon

Das Ziel dieser Vorlesung ist die Vermittlung von fundamentalen Begriffen und Resultaten der
Mafi- und Integrationstheorie. Beginnen wir mit zwei Beispielen, die andeuten, warum ein iiber das
Riemann-Integral hinausgehender Integralbegriff tiberhaupt erforderlich ist.

(i) Vertauschung von Grenzwerten: Sind die Funktionen f, : [0,1] — R Riemann-integrierbar
und konvergiert diese Folge gleichmiiffig gegen eine Funktion f : [0,1] — R, so ist f Riemann-
integrierbar und es gilt

lim /Olfn(x) dx = /Olf(x) dx.

n— 00

Aber: auf die sehr starke Forderung der gleichméfiigen Konvergenz kann hier in der Regel nicht
verzichtet werden. Zum Beispiel existieren Funktionenfolgen (f,),en (siehe das nachfolgende
Beispiel 1.1), so dass

a) fir alle x € [0,1] der punktweise Grenzwert f(x) := lim, . f,(x) existiert,

b) fiir alle x € [0,1] und n € N gilt:

0< fu(x) < fus1(x) <1 und damitauch 0 < f(x) <1,

c) aber die Grenzfunktion f ist nicht Riemann-integrierbar.

Aus f, < f,11 und 0 < f, <1 folgt aber, dass auch die Integralfolge (fol fn(x)dx> N in R
ne

monoton wichst und beschrankt ist, d.h. der Grenzwert lim;, fol fn(x)dx existiert.

Frage: Sollte es nicht moglich sein, den Integralbegriff so zu erweitern, dass auch in diesem
Fall f integrierbar ist und

/Olf(x)dx = lim /Olfn(x)dx ?

n—o00

Beispiel 1.1. Sei QN [0,1] =: {41,92,...} und f,, = Ligi,.qn} die charakteristische Funktion

von {qll"'lqn}/ dh
x) = 1/ X e {ql,...,qn},
fu(x) {O, x €[0,1]\{q1,---,9n}

Jedes f, ist eine Treppenfunktion (also Riemann-integrierbar), die f,’s sind monoton
wachsend und konvergieren punktweise gegen die nicht-Riemann integrierbare Dirichlet-
Funktion 1gn,1)-
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(ii) Wahrscheinlichkeiten: Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir eine zuféllig gewéhlte reelle Zahl
x € [0,1] gilt, dass x2 > 1/4 ist, ist 1/2. Denn diese Eigenschaft wird von den Zahlen im
Intervall (1/2,1] erfiillt und dieses Intervall hat die Lange 1/2. Dies konnen wir auch als

Integral ausdriicken:
1
1/2= [ tdx=: [ 1dx.
1/2 (1/2]

Was ist aber etwa die Wahrscheinlichkeit, dass fiir ein zuféllig gewdhltes x € [0,1] in der
Ternérdarstellung x = 0,414, ... mit a; € {0,1,2} keines der 4; gleich 1 ist? Hier miissten wir
die ,Lénge” der sogenannten Cantor-Menge'

C:={x €0,1] : in der Tertidrdarstellung von x taucht keine 1 auf}

bestimmen, also so etwas wie fC 1dx.

Frage: Kann man diesem Integral einen Sinn geben?

Wie wir sehen werden, lassen sich die obigen Fragen mit Hilfe des von Henri Lebesgue zu Beginn
des 20. Jahrhunderts eingefiihrten, heute nach ihm benannten, Lebesgue-Integrals (positiv) beant-
worten. Mehr noch, die von Lebesgue begriindete Mafs- und Integrationstheorie ist heutzutage von
fundamentaler Bedeutung in weiten Teilen der Mathematik und ihren Anwendungen, so etwa

(i) in der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Theorie der stochastischen Prozesse,
(ii) bei der Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen und
(iii) in der theoretischen Physik (z.B. bei der mathematischen Formulierung der Quantenmechanik).

Sie werden mit den Themen aus dieser Vorlesung also auch weiter intensiven Kontakt haben.

Lebesgues Grundgedanke

Das Riemann-Integral einer Funktion f : [4,b] — R wird gebildet, indem man f durch Treppenfunk-
tionen approximiert, die man durch Zerlegung von [, b] in immer kleinere Teilintervalle erhilt.

Erinnerung. Ist das Infimum aller Obersummen (iiber alle Zerlegun-
gen des Intervalls) gleich dem Supremum aller Untersummen, so
heifit der gemeinsame Wert das Riemann-Integral von f und f heifit
Riemann-integrierbar.

/Wmmfyf<sw mﬁ«wﬁ“>
e k=1

X€(Xk-1,%)

ﬁWi(hﬁfm>mmﬂ
Z = )

xX€(xk_1,%k

Das Problem hierbei ist, dass sehr stark ,,0szillierende” Funktionen, wie etwa die Dirichlet-Funktion
Lon[ap), auf diese Weise nicht integriert werden konnen. In der Tat gilt fiir die Dirichlet-Funktion,
dass jede Obersumme den Wert 1 hat und jede Untersumme den Wert 0 (warum?).

Lebesgues Grundidee war nun, beim Approximationsprozess im Integral nicht den Definitionsbereich
von f zu zerlegen, sondern den Wertebereich. Nehmen wir an f : [a,b] — [c,d] und c = yp < y1 <
... < Y = d ist eine Unterteilung von |[c, d]. Setzen wir

E; := {XE [a,b] :ykgf(x) <yk+1}/ k=0,...,n—1,

"Nach Georg Cantor.


https://de.wikipedia.org/wiki/Henri_Léon_Lebesgue
https://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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so ist die Funktion

n—1
ta(x) = ) yilg (%)
k=0

eine Approximation von f (von unten), deren Lebesgue-Integral als

n—1
/tn dA = Z Yk - m(Ek)
k=0

definiert ist. Hierbei ist m(Ey) das Maf3 (die Lange) der Menge Ey.

N

Ye

Y2 1

v, +

yo

Wie wir im Beispiel sehen, miissen die Ey’s nun keine Intervalle mehr sein. Es ist also gar nicht so

Beispiel. Fir die Dirichlet-Funktion

Die Idee des Lebesgue Integrals

Lonpeen =0 Tapng + 1+ Lonsy

ergibt sich als Wert des Lebesgue-Integrals

[ s @1 = 0-m([a,b]\ Q) +1- m(@ s, b])

Welche Werte sollten wir dem Maf3 der hier auftretenden Mengen wohl zuordnen?

offensichtlich, was das Maf3 dieser Mengen eigentlich sein soll.

Das Malproblem

Stellen wir uns also die Aufgabe einen sinnvollen Mafibegriff auf R einzufiithren. Wir suchen also eine
Funktion m : P(R) — [0, o0], die unsere intuitive Idee einer Linge verallgemeinert. Hierbei ist P(R)
die Potenzmenge von R und [0, o] := [0,00) U {c0}.> Folgende Eigenschaften sollte 7 mindestens

besitzen:

(i) (Normiertheit) Das Maf eines Intervalls entspricht seiner Lange:

(ii) (o-Additivitdt) Setzt sich eine Menge aus abzéhlbar vielen disjunkten Mengen zusammen, so

a<b = m((ab]]) =b—a.

ist das Gesamtmaf’ gleich der Summe der Einzelmafle.

*Wir werden spiter genauer kldren, wie wir mit ‘00’ rechnen wollen. Fiir den Moment ignorieren wir dies ein wenig.
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Aa

Genauer: Die Mengenfolge (A));cn bilde eine Partition der Menge A, d.h. die A; sind paarweise
disjunkt (also A; N A; = @ fiir alle i,j € N mit i # j) und UjenA;j = A. Dann gilt

Beachte: Wihlt man alle bis auf endlich viele Mengen gleich @, so sehen wir, dass aus der
oc-Additivitdt und der Nulltreue auch die endliche Additivitit folgt.

(iii) (Bewegungs-Invarianz) Spiegelungen und Verschiebungen dndern das Maf3 nicht:

} 4 frmah—>
A A+b
I Il Vd 'l
7 T A S—
-A ] A

Firb € Rund A C R gilt
m(A+0b) =m(A) m(A) =m(—A).
Hierbeiist A+b={a+b:ac A} und —A={-a:ae A}

Die Konstruktion einer Funktion m : P(R) — [0, o] mit den Eigenschaften (i) bis (iii) nennt man
auch das Mafiproblem auf R. Leider ist dieses Problem unlosbar!

Satz 1.2. Es existiert keine Funktion m : P(R) — [0, o] mit den Eigenschaften (i) bis (iii).

Wir beweisen diesen Satz unter Verwendung eines hochst merkwiirdigen Resultats der Mengenlehre
von Banach und Tarski. Dazu nennen wir  : R — R? eine Bewegung, falls f(x) = Qx + b fiir eine
orthogonale Matrix Q € R¥*?, ein b € R? und alle x € R%.

Satz (Banach-Tarski Paradoxon). Es seien A, B C R? Mengen mit nicht-leerem Inneren. Dann
existiert eine abzahlbare Menge I, eine Partition (A;);c; von A und Bewegungen B; : R? — R¢,
so dass (Bi(A;))ies eine Partition von B ist. Im Falle d > 3 kann I sogar endlich gewihlt werden.

Das Banach-Tarski Paradoxon besagt zum Beispiel im Falle d = 3, dass wir die Einheitskugel im R®
in endlich viele Teilmengen zerlegen konnen und diese, nach einer Rotation und Verschiebung, so
neu zusammensetzen konnen, dass zwei Kopien der Einheitskugel herauskommen.

8anach



https://de.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach
https://de.wikipedia.org/wiki/Alfred_Tarski
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Verriickt, oder? Tatsdchlich sind die Mengen, die bei der Partitionierung auftauchen, hochst unan-
schaulich. Ihre Konstruktion ist alles andere als explizit und basiert auf dem sogenannten Auswahl-
axiom der Mengenlehre.

Beweis (von Satz 1.2). Sei m : P(R) — [0, c0] eine Funktion mit den obigen drei Eigenschaften.
Wenden wir das Banach-Tarski Paradoxon mit A = (0,1] und B = (0,2] an, so existiert eine
Partion (A;)ien von (0,1] und Bewegungen B, : R — R, i € IN, so dass (B;(A;))ien eine Partition
von (0,2] ist. Man beachte hierbei, dass eine Bewegung R — R von der Form x +— £x + b ist.
Mit der Normiertheit, c-Additivitat und Bewegungsinvarianz von m folgt:

m(A;) =m((0,1]) =1,

s
=
>
I
e

2=m((0,2) =}

i=1 i

Il
—

d.h. wir erhalten einen Widerspruch. Eine solche Funktion m kann also nicht existieren. O

Konsequenz der Unldsbarkeit des MaRproblems

Unser Ausweg aus der Unlosbarkeit des Mafiproblems ist, dass wir nicht mehr versuchen, allen
Teilmengen von R ein Mafs zuzuordnen, sondern nur noch einer geniigend grofien Klasse, den
sogenannten Lebesgue-messbaren Mengen. Dies fiihrt uns automatisch zu sogenannten c-Algebren,
die wir uns im ndchsten Abschnitt in einem abstrakten Rahmen ansehen werden.

Die Tatsache, dass wir nicht allen Mengen ein (Lebesgue-)Mafs zuordnen konnen, wird auch zur Folge
haben, dass nicht alle Funktionen (Lebesgue-)integrierbar sein werden. Denn in unserer intuitiven
Beschreibung des Lebesgue-Integrals von oben haben wir schon gesehen, dass fiir eine integrierbare
Funktion f : [a,b] — [c,d] zumindest die Mengen

Ee:= f ([ yr1)) := {x € [4,b] : yx < f(x) < Yesr},

also die Urbilder von Intervallen, messbar sein miissen, denn ihr Mafs taucht in der Definition des
Integrals auf. Funktionen mit dieser Eigenschaft nennen wir spiter messbare Funktionen. Auch diese
schauen wir uns in Abschnitt 3 zunidchst in einem abstrakten Rahmen an, bevor wir ab Abschnitt 4
mit der eigentlichen Maf3- und Integrationstheorie beginnen.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Bemerkung zum MaRproblem in héheren Dimensionen). Das Banach-Tarski Paradoxon zeigt, dass das Maf3pro-
blem auch in hoheren Dimensionen unltsbar ist, d.h. auch fiir d > 2 existiert keine o-additive und bewegungsinvari-
ante Funktion m : P(R¥) — [0, 00|, die Quadern

(a,b} = (al,bl] X ... X (ad,bd}, a = (al,‘..,ad),b = (b1/~-~/bd) & ]Rd

ihr elementargeometrisches Volumen zuordnet (d.h. m((a,b]) = (by —a1) - ... (by — ay)). Im Falle d > 3 ist das
Mafproblem selbst dann unlosbar, wenn wir die Forderung der o-Additivitét fallenlassen und nur noch die endliche
Additivitit des Mafles fordern wiirden.
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2. Sigma-Algebren

Stichpunkte. Mengensysteme, Sigma-Algebren, messbare Mengen und Rdaume, Spur-Sigma-Algebra, Schnitt von
Sigma-Algebren, erzeugte Sigma-Algebra, Erzeuger, Prinzip der guten Mengen, Borel-Sigma-Algebra, Borel-Mengen,
Erzeuger der Borel-Sigma-Algebra auf R

Im Folgenden sei X eine beliebige Menge. Ihre Potenzmenge notieren wir als
P(X):={A:ACX}.

Jede Teilmenge A C P(X) nennen wir ein Mengensystem auf (oder in) X. Dies ist also eine Menge,
deren Elemente selbst Teilmengen von X sind.

Beispiel 2.1. (i) Ein Mengensystem auf X = {1,2,3} ist z.B. A = {{1,2},{1},@}.

(i) Ordnen wir P(X) mittels der Mengeninklusion C partiell, so sind @ und P(X) das kleinste
bzw. grofite Mengensystem auf X.

Welche Eigenschaften sollte man sinnvollerweise von einem Mengensystem A auf X fordern, deren
Mengen wir spédter ein Mafs zuordnen wollen? Sicher doch die folgenden: Wenn A, B € A, so sollte
auch gelten

AUBe A, ANBeA und A\Be€ A

Mit der Vereinigung und dem Schnitt zweier Mengen ist dann natiirlich auch die Vereinigung und
der Schnitt von endlich vielen Mengen aus A wieder in A. Dies gentigt uns aber nicht, denn es
stellt sich heraus, dass die Theorie erst dann wirklich gut funktioniert, wenn man auch abzihlbare
Vereinigungen und Schnitte mit einbezieht (das macht auch anschaulich Sinn, z.B. kann ein Kreis
durch abzéhlbar viele Rechtecke approximiert und sein Flacheninhalt als Summe der Flacheninhalte
der Rechtecke berechnet werden).

Definition 2.2. Ein Mengensystem A C P(X) heifit eine o-Algebra auf (oder tiber) X, falls gilt:
(i) X e A.
i AcA = A :=X\AcA

(ii) (An)nen Folgein A* = U,enAn € A.

In diesem Fall heif8t das Paar (X, .4) Messraum oder messbarer Raum und die Elemente A € A
heilen (A-) messbare Mengen.

“Eine Folge in einer Menge M ist eine solche, deren Glieder alle Element von M sind. Hier muss also gelten A, € A
fiir alle n € IN.

Man nennt die Eigenschaften (ii) und (iii) Stabilitit oder Abgeschlossenheit von A beziiglich der
Komplementbildung bzw. beztiglich abzdhlbarer Vereinigungen.
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Beispiel 2.3. Auf X = {1,2,3} ist A = {{1,2},{1},@} keine o-Algebra (warum?), aber z.B.
A ={{1,2,3},{1,2},{3},@}.

Tatsédchlich folgen aus den drei definierenden Eigenschaften einer o-Algebra schon alle der oben
erwihnten erwiinschten Eigenschaften fiir ein System messbarer Mengen.

Proposition 2.4. Es sei A eine o-Algebra auf X. Dann gilt:
(i) @ € A.
(i) ABeA = AUBeA AnBe Aund A\Be€ A
(iii) Ist (An)nen eine Folge in A, so gilt Ny,enA, € A.
Beweis. (i) Wegen der ersten Eigenschaft einer o-Algebra gilt X € A, also wegen der zweiten
auch X =0 € A.
(ii) Wéhlt man Ay = A, A, = B, A, = @, n > 3, so folgt

AUB = UneNAn € A/

wegen der dritten Eigenschaft einer o-Algebra. Daraus folgt dann mit den de-Morganschen
Regeln aufgrund der schon bewiesenen Resultate und der zweiten Eigenschaft einer o-Algebra
auch ANB = (A°UB‘)° € Aund damit A\ B= ANB* € A.

(iil) NnenAn = (UnenAR)° € A. .

Bemerkung 2.5. Aus der vorherigen Proposition folgt auch sofort, dass .A abgeschlossen unter
beliebigen endlichen Vereinigungen ist, d.h. mit Ay,..., A, € A gilt auch U ; A; € A. Ferner ist
A auch abgeschlossen unter beliebigen abzahlbar unendlichen Vereinigungen (oder Schnitten).
Um dies zu sehen, sei I eine abzihlbar unendliche Menge und (A;);c; eine Familie in .A. Dann
existiert eine bijektive Abbildung f : IN — I, d.h. fiir jedes i € I existiert genau ein j € IN mit

A; = Af(]) € A. Es fOlgt
Uai=U A € A
iel jEN

Beispiel 2.6. (i) Die kleinste o-Algebra auf X ist {®, X}, die groite P(X) (jeweils beziiglich C).

(ii) Fur A C X ist {©, A, A%, X} eine o-Algebra auf X (ndmlich die kleinste, die A enthilt). Oben
hatten wir schon das Beispiel X ={1,2,3} und A = {1,2},d.h. A ={92,{1,2,3},{1,2},{3}}.

(iii) Ist A eine o-Algebra auf X und Y C X, so ist
Aly ={YNA:Aec A}

eine o-Algebra auf Y, genannt die Spur-c-Algebra von A auf Y oder die Einschrinkung von A
auf Y. Ist Y € A selbst messbar, so gilt

Aly={B:B€ Aund B C Y}.
Beispielsweise ist die Einschriankung der o-Algebra A aus Teil (ii) auf die Menge {2,3} gerade Ubung

Alsy = {2,{2,3}, {2}, {3}} = P({2,3}).



https://de.wikipedia.org/wiki/De-morgansche_Gesetze
https://de.wikipedia.org/wiki/De-morgansche_Gesetze
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(iv) Keine o-Algebren auf R sind z.B.
{UCR:Uoffen } oder {ICR:IInterval }. Warum?

Dass es sich bei den Intervallen nicht um eine o-Algebra handelt ist insofern problematisch, da wir
es uns ja als Ziel gesetzt haben, auf R ein Maf$ zu konstruieren, das Intervallen ihre Lange zuordnet.
Wir miissen also zunéchst noch eine o-Algebra konstruieren, die alle Intervalle enthalt (natiirlich
wire P(R) eine solche o-Algebra, aber wegen Satz 1.2 existiert auf dieser kein passendes Maf).
Hierbei wird uns helfen, dass der Schnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra ist.

Satz 2.7. Es sei X eine Menge und M eine nicht-leere Menge von ¢-Algebren auf X. Dann ist
(IM:={ACX:Ac Afiralle A € M}

eine o-Algebra auf X. Ist insbesondere (.A4;);c; eine Familie von o-Algebren auf X, so ist auch
Ai={Ai:iel}
i€l

eine o-Algebra auf X.

Beispiel 2.8. Nehmen wir X = {1,2,3} und M := {4, Ay} mit
Al = {®/X/{1}/ {213}} und "42 = {®/X' {2}’ {1’3}}’

so ergibt sich f\M = A; N A, = {Q, X}.

Beweis (von Satz 2.7). Wir priifen die drei Axiome:
(i) Furalle A e Mgilt X € A, dh. X e N M.

(ii)) Sei A € N M. Dann ist A € A fiir alle A € M, also auch A° € A fiir alle A € M. Dies
zeigt A° € M.

(iii) Ist (An)nen eine Folge in (M, so ist (A,)nen auch eine Folge in A fiir jedes A € M.
Aber damit ist auch U,en Ay, € A fiir jedes A € M, d.h. UpenAy € N M.

O

Damit sind wir nun auch in der Lage, zu jedem Mengensystem eine das System umfassende
o-Algebra zu bilden.

Korollar 2.9. Es sei £ ein Mengensystem auf der Menge X.

(a) Das Mengensystem
o(€) :=[){A: Aist o-Algebra auf X und £ C A}

ist die kleinste o-Algebra auf X, die £ enthilt, die sogenannte von £ erzeugte o-Algebra. Hierbei
bedeutet ,kleinste”, dass die folgende Implikation gilt:

Aist o-Algebraauf XundE C A = o(&) C A
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(b) Es gilt
(i) €Co(€), (iil) ECF = o(€) Co(F), (iii) o(o(€)) =0 (€).
Beweis. Da P(X) eine o-Algebra auf X ist, die £ enthalt, ist die Menge
M :={A: Aist o-Algebra auf X und £ C A}

nicht-leer, d.h. nach Satz 2.7 ist 0(£) = NM eine g-Algebra auf X. Offensichtlich gilt auch
E C o(€). Ist schliefflich A irgendeine o-Algebra auf X mit £ C A, so gilt A € M, d.h.
(&) = NM C A. Die drei verbliebenen Eigenschaften folgen dann sofort. O

Bemerkung 2.10. (i) Ist umgekehrt A eine o-Algebra mit A = 0(£), so heifit £ ein Erzeuger
von A. Diese sind, mit Ausnahme des Falles X = @, A = {@} nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt
fir A C X, dass

c({A}) = 0({A}) = {@, A, A%, X} .

(if) Man wendet das vorherige Resultat oft in der folgenden Form an: Wir mochten zeigen, dass
das Mengensystem A die von £ erzeugte o-Algebra enthilt, dass also (€) C A gilt. Dies folgt,
wenn wir zeigen

1. A ist eine o-Algebra, und

2. £ C A.

Wie sich eine erzeugte 0-Algebra in Bezug auf die Spur-Bildung verhilt (vergleiche Beispiel 2.6 (iii)),
zeigt das nédchste Resultat.

Satz 2.11. Es sei £ ein Mengensystem auf X und Y C X. Ferner sei
5|y2: {YﬂE:EEg}
die Einschrankung von £ auf Y. Dann gilt

o(E)ly = a(€ly)-

Man beachte, dass es sich hierbei um o-Algebren auf Y handelt.

Beispiel 2.12. Sei X = {1,2,3} und £ = {{1,2}}. Dann ist 0(£) = {®, X, {1,2},{3} }. Nun sei
Y = {2,3}. Dann ist
Ely = {{2}}

und
o(&ly) ={2,Y, {2}, {3}} = a(&)ly.
Beweis (von Satz 2.11). 1. Nach Definition gilt
Ely={YNE:E€&}C{YNE:Eco(&)} =0c(&)ly.

Da 0(€)|y eine o-Algebra ist, folgt o(E|y) C o (€)|y nach Bemerkung 2.10 (ii).

2. Fiir die umgekehrte Inklusion o(€)|y C o(&|y) ist nach Definition der linken Seite zu zeigen,
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dass fiir alle B € o (&) gilt, dass
YNBe U(gly)

Setzen wir daher
G:={BCX:YNBeca(&ly)}

soist c(£) C G zu zeigen.

3. Zunéchst gilt fir B € £, dass YN B € E|y C 0(&|y). Dies zeigt £ C G. Wir zeigen nun noch,
dass G eine o-Algebra ist. Mit Bemerkung 2.10 (ii) folgt dann, dass ¢(£) C G. Wir priifen die
drei Eigenschaften einer o-Algebra:

() DaYNX=Yeo(&ly), folgt X € G.
(ii) Sei B € G. Dann gilt YN B € ¢(€]y), also auch

Y\ (YNB)=Y\B=YN(X\B) € c(&]y).

Dies zeigt X \ B € G.

(iii) Ist (B, )nen eine Folge in G, so ist (Y N B,),en eine Folge in o(€ly), also auch

U{¥nB,)=YnN (U Bn> co(&ly),

nelN nelN

was U,en Br € G zeigt. O

Bemerkung 2.13. In Teil 2 des obigen Beweises haben wir das sogenannte Prinzip der guten
Mengen verwendet. Um zu zeigen, dass die Elemente eines Mengensystems M eine gew{inschte
Eigenschaft besitzen, fasst man zunichst alle Mengen, die die Eigenschaft besitzen, zu einem
neuen Mengensystem G zusammen (den guten Mengen) und zeigt dann, dass G eine gewisse
‘Struktur” hat (hier, dass es sich um eine o-Algebra handelt). Unter Verwendung dieser Struktur
zeigt man dann, dass M C G.

Auf metrischen Rdumen interessiert vor allem die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra.

Erinnerung. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so heilt U C X offen, falls
Vxeld FIr>0: B(xr) CU,

d.h. jeder Punkt von U ist in einer offenen Kugel B(x,r) := {y € X : d(x,y) < r} enthalten, die ganz in U liegt. Ferner
heift U abgeschlossen, falls U = X \ U offen ist. Schlieflich heifit U kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
von U eine endliche Teiliiberdeckung enthilt, d.h. gilt U C U;¢;O; fiir eine Familie (O;);c; von offenen Mengen, so
existieren endlich viele Indices i1, ...,i, € I mit U C U;l::[oij' Jede kompakte Menge in einem metrischen Raum ist

abgeschlossen. Weiterhin ist jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge wieder kompakt.

Definition 2.14. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heif3t die von den offenen Mengen in
X erzeugte o-Algebra die Borel-c-Algebra auf X.”. Sie wird mit B(X,d) (oder kurz B(X))
bezeichnet und ihre Elemente heifen Borel-Mengen oder Borel-messbare-Mengen von X. Fiir
den Spezialfall X = R"” mit der euklidischen Metrik verwenden wir auch die Bezeichnung

B, := B(R").

7Benannt nach Emile Borel

Beispiel 2.15. (i) Alle abgeschlossenen Teilmengen A von X sind Borel-Mengen, denn A = (A°)°
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und A€ ist offen, sofern A abgeschlossen ist. Damit sind alle einpunktigen Mengen {x},x € X,
und somit auch alle abzdhlbaren Teilmengen von X Borel-Mengen. Da kompakte Mengen
abgeschlossen sind, sind auch alle kompakten Mengen Borel-Mengen.

(ii) Im Spezialfall X = R sind dartiiber hinaus z.B. alle Intervalle Borel-messbar. Dies folgt ftir
offene und abgeschlossene Intervalle unmittelbar und fiir halboffene, wie z.B. (a,b],a < b, durch
einfache Argumente. Zum Beispiel

(a,b) = () (a,b+1/n).

nelN

(iii) Sind alle Teilmengen von R Borel-Mengen? Die Antwort ist Nein, wie wir etwas spéter
zeigen werden.

Proposition 2.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Betrachte die Mengensysteme®
O:={UCX:Uoffen },F := {A C X: A abgeschlossen } und C := {K C X : K kompakt }.

Dann gilt
B(X,d) =0c(0)=0c(F).

Ist (X,d) o-kompakt, d.h. X = U,enKj, fiir eine Folge (K, ),en kompakter Teilmengen von X,
so gilt dartiber hinaus auch

B(X,d) = o(C).

“Im Franzosischen: ouvert = offen, fermée = abgeschlossen, compact = kompakt. Dies sollte die Terminologie
erklaren.

Zum Beispiel ist R? mit der euklidischen Metrik o-kompakt (warum?).

Beweis. Da A C X abgeschlossen ist, genau dann, wenn A€ offen ist, gilt
F={Uuc:Ue 0} Co(0),

d.h. auch o(F) C ¢(O). Analog sieht man (O) C o(F), d.h. o(F) = 0(O) =: B(X,d). Ferner
ist jede kompakte Menge in (X, d) abgeschlossen, d.h. C C F und damit ¢(C) C o(F). Ist
schlieBSlich (X, d) o-kompakt (mit den K, wie oben) und A C X abgeschlossen, so ist

A =Uuen(ANK,).

Die Mengen A N K, sind abgeschlossene Teilmengen der kompakten Mengen Kj, also selbst
kompakt. Also ist A € ¢(C) und damit F C ¢(C) und o(F) C ¢(C), was noch zu zeigen
war. L]

Ist Y C X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d), so ist Y mit der Metrik d|yy selbst ein
metrischer Raum. Die offenen Mengen in (Y, d|yy) sind gerade von der Form Y N O mit O offen in
(X,d). Als Korollar von Satz 2.11 halten wir folgendes Resultat {iber die Borel-o-Algebra B(Y,d|yxy)
fest.

Korollar 2.17. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt

B(X,d)|y = B(Y,d|yxy)-

In Kurzschreibweise: B(X)|y = B(Y).
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Beweis. Ist O das Mengensystem der offenen Mengen in (X, d), so gilt nach Satz 2.11.
B(X,d)ly = c(0)|y = ¢(Oly) = B(Y, d|yxy).
O

Wir wollen nun zeigen, dass auf R die Borel-o-Algebra tatsdchlich schon von allen Intervallen erzeugt
wird, d.h. sie ist die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle enthélt. Damit haben wir einen ersten
Schritt auf unserem Weg zum Lebesgue-Maf getan. Da es nicht schwieriger ist, betrachten wir im
Folgenden gleich den R?. Dazu definieren wir fiir a = (ay,...,a4),b = (by,...,b;) € R%:

a<b & V1I<i<d:a<p
und analog a < b. Weiterhin definieren wir fiir 2 < b die Quader
(a,b] = [a1,bn] x ... x [ag,ba] = {x € R 10 < x < b}
und analog (a,b), (a,b] und [a,b). SchlieBSlich setzen wir noch
(—o0,b) :=(—00,b1) X ... x (—00,by)

und analog (—oo, b], (a,00) und [a, o0].

Proposition 2.18. Die Borel-o-Algebra B; = B(IR?) wird auch von den folgenden Mengensyste-
men erzeugt:

() {(a,b):a,be R a<b}. (v) {(—00,b) : b € RY}.
(i) {(a,b]:a,b e R a<b}. (vi) {(—oo, bEle}.
(i) {[a,b):a,b € R a <b}. (vil) {(a,00) :a € RY}.
(iv) {[a,b]:a,b e R a<b}. (viii) {[a,00):a € R?}.

Beweis. Wir zeigen nur, dass B; = ¢(&) mit & := {(a,b) :a,b € R, a < b}. Der Rest folgt
dann leicht mit den Argumenten aus Beispiel 2.15 (ii).

Da (a,b) offen in RY ist, gilt offensichtlich & C By, also auch ¢(€;) C By. Wir zeigen nun
noch, dass jede offene Menge U C R? Element von ¢(&;) ist. D.h. O C ¢(&;) und damit
B; =0(O) C o(&), was den Beweis komplettiert.

Sei also U C R? offen und x = (x1,...,%3) € U. Dann existiert eine offene Kugel um x, die ganz
in U enthalten ist. Insbesondere kann &€ > 0 so klein gewdhlt werden, dass

d 1/2
B(x,Vd -¢) := {y ER: lx—yl2:= (Z |xi —%\2) < \/E-s} cu
i=1

Nun benutze die Dichtheit von Q in R um zu eben diesen x und ¢ rationale 7;,q; € Q zu finden,
mit
ri€(xi—ex;) und gq; € (x;,x;i+e€), ,i=1,...,4d.

Fir r; < y; < g; gilt dann also insbesondere auch x; — & < y; < x; + . Wir setzen

T:(r],...,rd), q:(qll""qd)

Ubung
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und beachten, dass x € (7, q). Ferner folgt fiir y € (r,q) aus dem Gesagten, dass
d
lx=yl3=Y Ixi—vyil*<e-d, dh yeB(xVid-e).
n=1

Insgesamt folgt also x € (r,q) C B(x,\/d -¢) C U. Fiir ein beliebig gewihltes x € U haben wir
also einen Quader (r,q) gefunden, mit r,q € Q“, der x enthilt und ganz in U liegt. Mit anderen
Worten: definieren wir das Mengensystem

M:={(r,q) CR? : r,g€Q (r,q) C U},

so gilt
= ( U (w)) cu, dh u= |J (rg).
(rg)eM (ra)eM

Da jedes der Intervalle (7, q) Element von £ und M abzdhlbar ist, folgt U € ¢(&;). Damit liegen
alle offenen Mengen in der von &; erzeugten o-Algebra und damit auch B; C (&;). O
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3. Messbare Abbildungen

Stichpunkte. messbare Abbildung, Messbarkeit von Kompositionen, Charakterisierung von Messbarkeit tiber Erzeuger,
Borel-messbar, erweiterte Borel-Sigma-Algebra und ihre Erzeuger, Messbarkeit erweiterter reellwertiger Funktionen,
Erhalt von Messbarkeit unter algebraischen Operationen und Grenzwertprozessen.

Wir haben schon in der Einleitung kurz besprochen, dass die Grundidee des Lebesgue-Integrals darin
besteht, f : [a,b] = R durch geeignete Treppenfunktionen zu approximieren, die man durch eine
immer feinere Zerlegung des Wertebereichs von f gewinnt (im Unterschied zum Riemann-Integral,
wo der Definitionsbereich zerlegt wird). Wir haben auch gesehen, dass dieser Prozess nur dann
funktionieren kann, wenn die Urbilder

fH) ={x€ab]: f(x) € I}

von Intervallen I C IR stets messbar sind. Diese Ausgangsidee fiihrt uns zum abstrakten Begriff einer
messbaren Funktion bzw. Abbildung.

Definition 3.1. Es seien (X,.A) und (Y, B) Messrdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
(A-B)-messbar (oder kurz messbar), falls Urbilder messbarer Mengen wieder messbar sind, d.h.

VBeB: f1(B)c A

Man schreibt in diesem Fall auch ,,f : (X, A) — (Y, B) ist messbar”.

Bemerkung 3.2. (i) Fur f : X — Y ist die mengenwertige Urbildabbildung durch
fHPY) - P(X), f'(B):={xeX:f(x)eB}

definiert. Die Urbildabbildung ist operationstreu, d.h. sie vertauscht mit Schnitten, Vereinigun-
gen und Komplementen.

(ii) Man beachte die Analogie zur Stetigkeit: Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) zwischen
metrischen Rdumen ist stetig, falls die Urbilder offener Mengen wieder offen sind, d.h.

VB C Y offen : f_l(B) C X ist offen.

Beispiel 3.3. (i) Ist yp € Y, so ist die konstante Funktion
f: (X, A) = (Y,B), x— f(x):=yo

messbar, denn fiir B € B gilt

1 . X, y()GB
f <B>—{®, e

und X, ® € A.

Ubung
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(ii) Fur A C X ist die charakteristische Funktion

genau dann messbar, wenn A € A, denn fiir B € B; gilt

X, {0,1} C B,

A, 1€B,0¢B,
A, 0€B,1¢B,
@, {0,1} C B-.

1,'(B) =

(iii) Sei Y € X und j : Y — X, x — x die Inklusionsabbildung. Dann ist j : (Y, Aly) — (X, A)
messbar, denn fiir alle A € A gilt

(A =YNAc Aly.
(iv) Mit Hilfe von Beispiel (iii) ldsst sich auch die Messbarkeit von Funktionen untersuchen, die
in Teilmengen abbilden. Sei dazu wieder Y C X. Dann ist f : (Z,B) — (Y, Aly) genau dann

messbar, wenn

jof:(Z,B) = (X,A)

messbar ist. Dies folgt aus der Gleichung
o)A =fTG(A)=fT(YnA), AcA
(v) Statten wir Y aus mit der o-Algebra By = {@, Y}, so ist jede Abbildung
f: (X, A) = (Y, By)
messbar. Statten wir andererseits X aus mit der o-Algebra Ay = P(X), so ist jede Abbildung

g: (X,.Ao) = (Y, B)

messbar.

Die folgenden Eigenschaften sind (fast) offensichtlich. Die erste liefert die Moglichkeit, aus bekann-
ten messbaren Funktionen neue zu konstruieren und die zweite erleichtert das Nachpriifen der
Messbarkeit enorm.

Proposition 3.4. Die folgenden Aussagen gelten:

() Sind f : (X, A) = (Y,B) und g : (Y,B) — (Z,C) messbar, so auch deren Komposition
gof:(X,A) — (ZC).

(ii) Ist £ C P(Y) ein Erzeuger von B, so gilt

f:(X,A) — (Y,B)istmessbar < f}(E)ec Afiiralle E € €.

Es geniigt also fiir die Messbarkeit zu tiberpriifen, dass die Urbilder messbarer Mengen eines Erzeu-
gers wieder messbar sind.

Beweis. (i) Fiir C € Cist g7'(C) € B, also (go f)~}(C) = f (g7 '(C)) € A.
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(ii) Die Richtung = ist klar. Fiir die Riickrichtung benutzen wir wieder das Prinzip der guten
Mengen, vergleiche Bemerkung 2.13: Man rechnet leicht nach, dass durch

F(f):= {B CY:fYB)e A}

eine o-Algebra auf Y definiert wird. Nach Voraussetzung gilt £ C F(f), d.h. auch B=0(&) C Ubung
F(f), was die Messbarkeit von f bedeutet. O

Im Falle, dass der Bildraum ein metrischer Raum ist, wollen wir diesen in Zukunft immer mit der
Borel-c-Algebra ausstatten. Dies gilt insbesondere auch fiir R und C (die wir unausgesprochen stets
mit der Abstandsmetrik versehen).

Definition 3.5. Es sei (Y, dy) ein metrischer Raum.
(i) Ist (X, .A) ein Messraum, so nennen wir f : X — Y A-messbar, falls
f:(X,A) = (Y,B(Y,dy))

messbar ist.

(i) Ist auch (X, dx) ein metrischer Raum, so nennen wir f : X — Y Borel-messbar, falls

f: (X,B(X,dx)) - (Y/B(Y/d}’))

messbar ist.

Mit dieser Terminologie sind etwa stetige und monotone Funktionen stets Borel-messbar.

Korollar 3.6. (i) Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Rdiume und f : X — Y stetig. Dann ist f
Borel-messbar.

(ii) Sei ¢ : R — R monoton. Dann ist ¢ Borel-messbar.

Beweis. (i) Da f stetig ist, ist f~1(O) offen in X, also auch eine Borel-Menge, fiir jede offene
Teilmenge O C Y. Da die Borel-c-Algebra in Y von den offenen Mengen in Y erzeugt wird, folgt
die Aussage aus Proposition 3.4 (ii).

(ii) Fiir eine monotone Funktion g ist das Urbild ¢~ !(I) eines offenen Intervalls wieder ein
Intervall und damit eine Borel-Menge. Wieder folgt die Messbarkeit aus Proposition 3.4 (ii). [

Da wir spéter auch Funktionen integrieren wollen, die die Werte +co annehmen kénnen, miissen wir
iiber das Rechnen in der erweiterten reellen Achse und die erweiterte Borel-o-Algebra sprechen.

Definition 3.7. (i) R := RU {oo} U {—0co} heifit die erweiterte reelle Achse. Diese wird ausge-
stattet mit der Ordnungsstruktur von IR, erweitert um die Relation —oo < x < oo fiir alle x € R.
Ferner setzen wir

x+oo:=0c0+x:=00 (x€RU{o0})
X—o00:=x+4(—00):= —co4x:=—0c0 (x € RU{—00})
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und (mit +o0 := o)

+oo, x € (0,00) U {0}
X (F00) 1= (£00) - x:= { Foo, x € (—00,0)U{—00}
0, x=0.

Die Ausdriicke co 4 (—o0) und —oo 4 oo bleiben undefiniert.”
(ii) Wir definieren [a, 0] := [a,00) U {0} und analog (a, o0], [—o0, b] und [—o0, b).
(iii) Auf R wird die erweiterte Borel-o-Algebra definiert durch

B(R) := 0 ({[a,00] :a € R}).

Wir betrachten R stets als mit dieser o-Algebra ausgestatteten messbaren Raum.

“Die tiblichen Rechenregeln wie Kommutativitdt, Assoziativitdt und Distributivitat bleiben mit diesen Festsetzungen
auch fir R giiltig, allerdings nur, falls alle vorkommenden Gréfen auch definiert sind (damit (a +b) - ¢ =
a-c+b-cgilt, miissen also zum Beispiel a + b und a - ¢ + b - ¢ definiert sein). Vorsicht ist beim Kiirzen geboten:
aus a4 - 00 = b - oo folgt im Allgemeinen nicht, dass a = b.

Bemerkung 3.8. (i) Nach Satz 2.11 und Proposition 2.18 gilt
B(R)|r =0 ({[a,00] : a € R}R) = 0 ({[a,0) : a € R}) = B(R).
Dies zeigt, dass unsere Definition der erweiterten Borel-o-Algebra ganz natiirlich ist.

(ii) Auch die Mengensysteme
{(a,00] :a € R}, {[—00,a] :a € R} und {[—00,a) :a € R}
sind Erzeuger von B(R).
(iii) Es gilt Ubung
B(R)={BUA:Be B(R),A C {co, —0c0} }.
(iv) Wir kénnen auf R eine Metrik einfiihren, indem wir setzen

d(x,y) := |arctan(x) — arctan(y)|, x,vy € R,

wobei arctan(+o0) := £71/2. Dann gilt B(R) = B(R, d) (ohne Beweis).

In der Folge wollen wir Messbarkeitseigenschaften von Funktionen f : X — R diskutieren.

Bemerkung 3.9. Ist j : R — R die Inklusionsabbildung, so gilt nach Beispiel 3.3 (iv) fiir eine
Funktion f : X — R, dass
f(XA) = (R B(R))

genau dann messbar ist, wenn dies fiir die Funktion
jof: (X, A) = (R B(R))

der Fall ist (beachte B(R) = B(R)|R). Betrachten wir insbesondere eine Funktion g : X — R,
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die die Werte oo gar nicht annimmt (d.h. g(X) C R), und fassen wir sie mittels der Vorschrift
gR: X —-R, gR:=g¢

als Funktion mit Zielbereich R auf, so gilt j o ¢|R = ¢. Dies hat zur Folge, _dass alle im Folgen-
den betrachteten Messbarkeitseigenschaften fiir Funktionen (X, A) — (R, B(R)) analog fiir
Funktionen (X, A) — (R, B(R)) gelten.

Definition 3.10. Sind f, ¢ : X — R Abbildungen, so setzen wir
{f<a}i=f(~wa)) = {xe X: f(x) Sa}, a€R,
{f<gt={xeX:flx) <glx)}

und ensprechend {f < a},{f > a} usw.

Proposition 3.11. Es sei (X, .A) ein messbarer Raum. Fiir f : X — R sind dquivalent:
(i) f ist A-messbar (d.h. f ist A-B(IR)-messbar).
(ii) Furallea € Rgilt {f >a} € A
(iii) Furallea € Rgilt {f > a} € A.
(iv) Furallea € Rgilt {f <a} € A.
(v) Furallea € Rgilt {f <a} € A
Weiterhin ist in diesem Fall fiir jedes b € R die Menge {f = b} € A.

Beweis. Die . Aquivalenz folgt sofort aus Prop. 3.4 (ii), der Def. 3.7 (iii) und Bem. 3.8 (iii). Ferner
ist fiir b € R die Menge {b} € B(R), also {f = b} = f~1({b}) € A, falls f A-messbar ist. [

Die Messbarkeit einer Funktion ist eine sehr stabile Eigenschaft. Zum Beispiel bleibt sie unter den
gewOhnlichen algebraischen Operationen erhalten.

Proposition 3.12. Es sei (X, .A) ein messbarer Raum und f,g : X — R seien .A-messbar. Dann
gilt:

O {f<sgr{f<gr{f=gr.{f#8teA
(ii) Fur ¢, d € Rist c +d - f ebenfalls A-messbar.

(iii) f - g ist A-messbar und f + ¢ ist A-messbar, sofern definiert.”

“D.h. es kommt zum Beispiel nicht vor, dass f(xg) = 400 und g(xp) = —oo fiir ein xy € X.

Beweis. (i) Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, gilt fiir x € X, dass

flx)<glx) & 3Fq€Q:f(x) <q<gx).

Also konnen wir schreiben

{f<gt=U{f<atn{g<g}).

7€Q

Da nach Proposition 3.11 jede der Mengen {f < q} und {q < g} in A liegt und Q abzéahlbar ist,
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folgt auch {f < g} € A. Hieraus folgt auch

{fzgt=1{f<gl e
und somit durch Vertauschen von f und g auch {f < g} € A. Schlie8lich gilt

{f=gt={f<gn{fzgteA ud {f#g}={f=g}€A

Wir zeigen nun die Messbarkeit der Funktionen in (ii) und (iii) mittels Proposition 3.11. Beachte
dazu, dass fiir f : (X, A) — R messbar

{f=40}c A und {a<f<oo}=f1((a00)ecA (acR).

(ii) Da wir aus Beispiel 3.3 (i) bereits wissen, dass konstante Funktionen messbar sind, gentiigt
es, den Fall c € R und d € R\ {0} zu betrachten. Hier gilt fiir 4 € R im Falle d > 0

{(c+df)>a}={df >a—c}={f>(a—c)/d} € A,
und im Falled < 0

{(c+df)>a}={df >a—c}={f<(a—c)/d} € A
Aus Proposition 3.11 folgt also, dass ¢ + df fiir allec,d € R, d # 0, ebenfalls A-messbar ist.
(iif) 1. Schritt: Man beachte, dass f 4 g definiert ist, wenn

{f = oo} N{g = Foo} = 0,
d.h. wir betrachten im Folgenden nur diesen Fall. Insbesondere gilt dann nach Proposition 3.11
{(f+g=w}={f=w}U{g=c}c A
Ferner gilt fiir a € R
{a<frg<oot={a—g<f<oo}=({a-g<fI\{f=00})cA

wobei wir benutzen, dass nach Teil (ii) auch die Funktion a — g messbar ist, d.h. nach Teil (i) gilt
{a — g < f} € A. Zusammen folgt fiir jedes a € R, dass

{ftg>ap={f+g=ojU{a<fHg<oo}eA
d.h. nach Proposition 3.11 ist f + ¢ A-messbar.
2. Schritt: Fiir a > 0 gilt

{ff>a}={f>Valu{f<—VajeA

und fiir a < 0 gilt

{fA>a}=Xe A
Mit Proposition 3.11 folgt, dass f? .A-messbar ist.
3. Schritt: Es gilt

{fg =00} = ({f =0} N{g >0} U({f = —o}N{g <0}
U({g =0} n{f >0} U({g=—cc}N{f <0}) c A
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Ferner gilt fiir a € R

(o<fg<emt={a<i(f+e?-(-g) <wfe,

denn aus Schritt 1 und 2, und aus Teil (ii), folgt, dass die Funktion 7 ((f +¢)*— (f —g)?)
A-messbar ist. Also gilt auch

{fg>at={fg=oo}U{a< fg<oo}eA

und nach Proposition 3.11 ist fg A-messbar. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Messbarkeit auch unter , Grenzwertprozessen” erhalten bleibt.

Erinnerung. Fiir eine Folge (a,),cN in R ist definiert:

supay :=sup{a, :n € N}, infa, :=inf{a, : n € N},
n
n
limsupa, := inf supag, liminfa, := sup inf ay.
n—soo neN j~y B=e2 nelN k=n

Man beachte, dass diese Ausdriicke jeweils auch die Werte +co annehmen konnen. Ferner existiert limy 0 1 € R
genau dann, wenn
limsup a, = liminfa,
n—00 n—oo

und in diesem Fall stimmt der gemeinsame Wert mit dem Grenzwert von (4, ),cN iiberein.

Proposition 3.13. Es sei (X, .A) ein Messraum. Sind die Funktionen f, : X — R fiir alle n € N
A-messbar, so auch die Funktionen g; : X — R,i = 1,2, 3,4 definiert durch

81(x) := sup fu(x), g3(x) := limsup f,(x),

nelN n—00

g2(x) := Inf fu(x), ga(x) := Liminf fu(x).

Existiert ferner f(x) := lim,_, fn(x) € R fiir alle x € X, so ist auch f : X — R .A-messbar.

Beweis. Fiir 2 € R gilt

{s1<at= (N {fn<a}eAd und {g>a}= ) {fu>a}ecA

nelN nelN

Also sind g1 und g nach Proposition 3.11 A-messbar. Allgemeiner folgt genauso, dass fiir

jedes k € IN die Funktionen hlgl) :=sup, - fn und h,(f) := inf,,>x f, beide A-messbar sind. Also

sind auch g3 = infren h,(cl) und ¢4 = sup;p h,(f) A-messbar. Falls f existiert, gilt schliefllich

f = g3 = ga4, d.h. auch f ist A-messbar. 0

Bemerkung 3.14. Ersetzen wir in der vorherigen Proposition , messbar” durch ,stetig” oder
,Riemann-integrierbar”, so sind die Aussagen im Allgemeinen falsch. Beispielsweise sind punkit-
weise Grenzwerte stetiger (Riemann-integrierbarer) Funktionen nicht automatisch wieder stetig
(Riemann-integrierbar).

Wir wollen auch noch ein paar Folgerungen aus Proposition 3.13 besprechen. Dazu benétigen wir
zwei Begriffe.
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Definition 3.15. Es sei f : X — R eine Abbildung. Dann sind der positive Teil f; und der
negative Teil f_ von f definiert durch

fr: X —10,00], fi(x)=max(f(x),0) und f_:X —[0,00, f_(x)=max(—f(x),0).

Man beachte, dass

f=f+—f- und |f]=fi+ [

/;:i
OQU

Positiv- und Negativteile einer Funktion f : IR — R.

Korollar 3.16. (i) Sind f, g : X — R .A-messbar, so auch max(f,¢) und min(f,g).
(ii) Ist f : X = R A-messbar, so auch fy, f_ und |f].

Beweis. Fiir Teil (i) wahlt man f1 = f,f, = g, n > 2, dann gilt max(f,g) = sup,,n fn und
min(f,g) = inf,en fn und diese sind nach Proposition 3.13 A-messbar. Teil (ii) folgt dann direkt
aus Teil (i) und Proposition 3.12. O




4. Mafse 22

4. MalRe

Stichpunkte. Erweiterte nicht-negative Achse, Maf}, Mafiraum, sigma-endlich, Dirac-Maf3, Zahlmaf, Eigenschaften
von Mafien (Nulltreue, Isotonie, Sigma-(Sub-)Additivitit, Stetigkeit von oben und unten), Bildmafle, Nullmengen,
vollstindige Mafe, Vervollstindigung, Lebesgue-Maf3 auf R, nicht-messbare Mengen

Um eine messbare Funktion auf einem Messraum zu integrieren, miissen wir den Messraum zuvor
mit einem Maf$ ausstatten. Darum soll es in diesem Abschnitt gehen. Es ist dazu zweckmaéfiig, noch
einmal auf das Rechnen in der erweiterten nicht-negativen Achse

[0, 00] = [0,00) U{o0}

zurlickzukommen. Denn dies sind gerade die Werte, die das MafS einer messbaren Menge annehmen
kann. Wir fligen unseren Uberlegungen aus Definition 3.7, wo tiber das Rechnen in der erweiterten
reellen Achse R = R U {—00, 0} gesprochen wurde, daher hier noch ein paar Ergdnzungen an.

Bemerkung 4.1 (Die erweiterte nicht-negative Achse und Summierbarkeit). Wir erinnern daran, dass

Vx € [0,00] : x4+ 00=00+x=00

Vx € (0,00] : x-00=00-x=00

und ferner
00:-0=0-00=0.

Dariiber hinaus wird die Ordnung von [0, co) auf [0, oo] erweitert, indem wir setzen
Vx € [0,00): x < oo.

Auf diese Weise bleiben die meisten der tiblichen Rechenregeln in [0, o] erhalten. So sind z.B.
die Addition und Multiplikation kommutativ und assoziativ, und es gelten die Distributivitats-
gesetze. Vorsicht ist geboten, wenn man Terme kiirzen mochte, denn aus x + co = y + oo folgt
in [0, 00| nicht, dass x = y.

Die Ordnungsrelation x < y mit x,y € [0, o] bleibt bei Addition beider Seiten mit der gleichen
GroBe erhalten. Ferner besagt die Ordnungsvollstindigkeit von R, dass jede Teilmenge von [0, o]
ein Supremum besitzt. Fiir beschrankte Teilmengen ist dies eine reelle Zahl und ist M C [0, o]
nicht nach oben beschrinkt, so gilt sup M = co.

Eine Folge (s1)nen in [0, o0] konvergiert gegen oo, falls
VR>0INeNVn>N: s, >R

Insbesondere ist jede Reihe mit Gliedern in [0, co] konvergent. Es gilt

falls xy = oo fiir ein N € IN, oder 0 < x,, < oo fiir alle n € IN und limpy_se0 2111\]21 X, = 0.
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Fiir eine beliebige Familie (x;);c; in [0, 00| definieren wir schliefSlich noch

Y xi:==  sup ) x, €000
iel FCI, F endlich neF

Man mache sich klar, dass fiir I = IN tatsdchlich )}, x; = Y.i~; x; gilt. Weiterhin kénnen Reihen
in [0, 00| beliebig umsortiert werden, d.h. fiir jede Bijektion ¢ : I — ] gilt

)X =) Xy(i)-

j€] i€l
Ferner diirfen Doppelsummen vertauscht werden, d.h. ist x; ; in [0,00] fiirallei € I,j € ], so gilt

Y X =) ) xij= ), X Obung

icljej jeJiel (i,j)eIx]

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir nun endlich definieren, was ein Maf$ auf einem messbaren
Raum eigentlich sein soll.

Definition 4.2. Es sei (X,.A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung u : A — [0, o] heifst Maf}
auf (X, A) oder kurz Maf§ auf A4, falls

(i) (@) =0 (Nulltreue),
(i) fiir jede disjunkte” Folge (A;)qen in A gilt

u ( U An> =Y u(An) (c-Additivitit).
nelN nelN
Das Tripel (X, A, ) heifit dann Maraum. Ferner nennen wir den Maffiraum bzw. das Maf u
a) endlich, falls u(X) < oo.
b) c-endlich, falls X = UjenX; mit X; € A und p(X;) < co.

c) ein Wahrscheinlichkeitsmag, oder kurz W-Ma8, falls j1(X) = 1. Der Mairaum (X, A, )
wird dann ein Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

?d.h. die A, sind paarweise disjunkt, A, N A, = @ fiir alle n,m € IN mit n # m.

Bemerkung 4.3. (i) Jedes Maf y ist auch additiv, denn fiir A, B € A mit AN B = @ folgt durch
Wahl A1 = A, A, = B, A, = ©,n > 3, aus der o-Addivitit

u(AUB) =V<U An) = Y u(An) = p(A) + u(B),

nelN nelN

weil u(@) = 0.

(ii) Die o-Additivitat hat auch zur Folge, dass fiir jede abzadhlbar unendliche Menge I und jede
disjunkte Familie (A;);c; in A gilt, dass

1 <U Ai> =) u(A),

iel i€l
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denn ist ¢ : N — I eine Bijektion, so gilt

z (U Ai) = ( U A¢<n>> = Y 1 (Agm) = Ln(a).

iel nelN nelN i€l
(iii) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf ist ein endliches Maf} und jedes endliche Mafs ein o-endliches
Mas.
(iv) Ist u endlich, so folgt aus p(X) = u(A) + u(A°), dass p(A) < oo fiir alle A € A.
(v) Genauso folgt fiir ein W-Mag i, dass p(A) <1 fir alle A € A.

(vi) Fiir Wahrscheinlichkeitsraume benutzt man oft andere Buchstaben, z.B. (Q0, A, P). In diesem
Fall interpretiert man A € A als ein Ereignis und IP(A) als die Wahrscheinlichkeit, dass A
eintritt. () selbst heifit das sichere Ereignis, denn nach Definition gilt P(Q)) = 1.

Beispiel: Einen Wiirfelwurf konnen wir modelieren durch Wahl von

0=1{1,23456}, A=P(Q) und P(A)= IA;I,

wobei |A| die Méchtigkeit von A bezeichnet.

Auf jedem Messraum lassen sich unmittelbar einige MafSe definieren (priifen Sie jeweils nach, dass
es sich um Mafe handelt!). Ubung

Beispiel 4.4. Es sei (X, A) ein messbarer Raum.
(@) p:A—[0,00], A 0ist ein MaBl (das Nullmas).

(ii) Fur x € X ist das Dirac-Maf$ im Punkt x definiert durch

A
b A= (000, A {0 *E
1 ,xeA.
(iii) Das Maf3
|A| , A endlich

v:A— 0,00, Ar—>{
o , sonst

heifst Zahlmafl auf A. Dieses ist endlich, falls X endlich ist und o-endlich aber nicht endlich,
falls X abzédhlbar unendlich (d.h. abzdhlbar und nicht endlich) ist.

(iv) Die Summe von zwei Maflen ist ein Mafl. Noch allgemeiner: Ist (y,),en eine Folge von
MaBen auf (X, A) und (a,),en eine Folge in [0, 00), so ist auch die folgende Linearkombination
dieser Mafse wieder ein Mafs:

p:A—1[0,00, A~ Z Anpn(A).
nelN

(v) Ist Y € X mit Y € A, so ist nach Beispiel 2.6 (iii) die Spur-o-Algebra Aly auf Y gegeben
durch Aly := {B € A: B C Y}. Durch

ply : Aly = [0,00],  ply(B) := u(B),

wird dann ein Ma88 auf (Y, A|y) definiert, die Einschrinkung von y auf Y.
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(vi) Ist X hochstens abzdhlbar, so ist jedes Mafl y auf (X, P(X)) eindeutig durch die Werte
ay = u({x}), x € X, festgelegt, denn es gilt

A=Y a, AcA

x€A

bzw. unter Verwendung der Dirac-Mafle 6,

H= Z Ax0x

xeX

Umgekehrt wird fiir eine beliebige Famile (ay),ex durch diese Formel ein Mag auf (X, P(X))
definiert.

Jedes Maf3 erfiillt automatisch eine Reihe von weiteren Rechenregeln.

Satz 4.5. Es sei (X, A, u) ein Mairaum, A, B, A, € A,n € N. Dann gilt:
() 1#(AUB) + u(ANB) = u(A) + u(B).
(i) ACB= u(A) <u(B). (Isotonie)
Gilt A C Bund p(A) < o0, so auch u(B\ A) = u(B) — u(A).

(iii) y( U An> < ¥ u(A,). (0-Sub-Additivitit)
nelN nelN

(iv) Gilt A, € A,41,1n € N, so folgt

i ( U An> = lim u(A,) = sup u(An). (Stetigkeit von unten)

nelN B=oe? nelN

(v) Gilt A, D Ayt1,n € N, und p(A1) < oo, so folgt

1 < N An) = lim u(A,) = inf u(Ay). (Stetigkeit von oben)

n— 00 nelN
nelN

Beweis. (i) Da wir AUB = AU(B\ A) und B = (B\ A) U (AN B) jeweils als disjunkte
Vereinigungen schreiben konnen, gilt

W(AUB) +u(ANB) = u(A) +u(B\ A) + u(ANB) = u(A) + u(B).

(ii) Esist u(B) = p(AU(B\ A)) = u(A) + u(B\ A). Hieraus folgt sowohl die erste Behauptung
(da u(B\ A) > 0) als auch die zweite, da wir im Falle y(A) < oo einfach y(A) auf beiden Seiten
abziehen konnen.

(iii) Setzen wir B; = Ajund B, = A, \ (A1 U...UA,,_1),n > 2, so ist die Folge (B, ),en disjunkt
und es gilt Uy,en A = Upen By Also folgt

(i)
u(U An> ZP‘(U Bn) = Y uBy) < Y u(An),
nelN neN nelN nelN

wobei wir im letzten Schritt B, C A, benutzt haben.

(iv) Wir beachten, dass wegen (ii) gilt: p1(A,) < pu(An41),n € N, d.h. die Folge (u(An))nen ist
als monoton wachsende Folge konvergent in [0, 0] mit lim;, e0 ft(Ay) = sup, o #(An). Also ist
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eine der zu zeigenden Identititen bewiesen. Existiert nun ein N € IN mit y(Ay) = oo, so gilt
sup, . #(Ay) = oo und mit der Isotonie folgt auch

°°ZP1<UA)>,MAN)—°° = o= <UA,1):supy(An).

nelN nelN nelN

Gilt andererseits y(A,) < oo fiir alle n € IN, so definieren wir die disjunkte Folge (By)nen als
Bl = Al/ Bn = A?’l \ Anfll n= 2/

und beobachten, dass U,,enA; = UpenBy, also

(Yar) = (ye)

= Y u(Ba) D u(an) + Z (An-1))
nelN n=2
N

= (A1) + Lim Y (u(An) — p(Au-1))

N—oo =

= p(Ar) + lim (u(An) — p(Ar)) = lim p(An).

(v) Ubung. O

Maf3e lassen sich mit Hilfe von messbaren Abbildungen auf andere Messraume {iibertragen.

Satz 4.6. Sei f : (X, A) — (Y, B) messbar und y ein Maf§ auf (X, .A). Dann wird durch

Hp:B—[0,00], pus(B):=u(f~'(B))

ein MaB auf (Y, B) definiert, genannt das BildmaS8 von y unter der Abbildung f.

Beweis. Da f~1(@) = @ folgt (@) = u(®) = 0. Aus der Operationstreue der Umkehrab-
bildung folgt ferner, dass fiir eine disjunkte Folge (B, ),cn in B die Folge (f~1(By)),en eine
disjunkte Folge in A ist (beweisen Sie das!) und somit

f ( L{\IBH) =4 (fl ( U]NBn>> =M ( U]Nfl(Bn)> = ;:\IVUA(Bn)) = ;I:\T.“fwﬁ

O

Beispiel 4.7. Ist (Q), A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so nennt man eine messbare Abbildung
X: (A — (R, By)

eine reelle Zufallsgrofie oder -variable. In diesem Fall ist das Bildmafs IPx ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (R, B;), genannt die Verteilung von X, und Px(B) gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass die Zufallsgrofle X Werte in der Borelmenge B € B; annimmt.

Bevor wir uns dem Lebesgue-Mafs zuwenden, miissen wir im allgemeinen Kontext noch {iber Mengen

vom Maf3 Null sprechen.

Ubung
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Definition 4.8. Es sei (X, A, ) ein Mairaum. Eine Menge A € A mit u(A) = 0 heifit u-
Nullmenge (oder einfach Nullmenge, falls klar ist, auf welches Maf§ man sich bezieht).

Bemerkung 4.9. Nullmengen spielen in der Mafitheorie die Rolle von Mengen, die man bei
vielen Betrachtungen einfach ignorieren kann. Andert man etwa den Wert einer Funktion auf
einer Nullmenge, so wird sich der Wert des zugehorigen Integrals nicht &ndern. Dazu spater
mehr.

Die Verifikation der folgenden Eigenschaften von Nullmengen ist eine leichte Ubung.

Proposition 4.10. (i) Messbare Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

(ii) Abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

In Teil (i) darf man auf die Forderung der Messbarkeit der Teilmenge nicht verzichten, denn leider

miissen Teilmengen von Nullmengen nicht automatisch messbar sein.

Beispiel 4.11. Es sei X = {1,2,3} und A = {X,®, {1},{2,3}}. Wir betrachten das Dirac-Ma88
auf (X, A). Dann gilt 6;({2,3}) = 0, d.h. {2,3} ist eine Nullmenge. Die Teilmenge {2} ist nicht
messbar.

Definition 4.12. Der Mairaum (X, A, i) (bzw. das MaB u) heifSt vollstindig, falls jede Teilmenge
einer y-Nullmenge messbar ist.

Hiétten wir im vorherigen Beispiel das Dirac-Maf auf (X, P(X)) betrachtet, so wire es natiirlich

vollstandig (warum?). Tatsdchlich l&sst sich jedes Maf$ zu einem vollstindigen Maf3 fortsetzen.

Definition 4.13. Ist u ein Maf auf dem Messraum (X, .4), so nennen wir ein MaB y’ auf (X, A’)
eine Fortsetzung oder Erweiterung von y, falls

ACA und p|4=p.

Umgekehrt heifit in diesem Fall 2 die Einschrankung von ' auf A.

Satz 4.14. Es sei p ein MaB8 auf dem Messraum (X, .A). Dann besitzt y eine eindeutige kleinste
vollstandige Fortsetzung.

Genauer: Sei V,, die Menge aller Teilmengen von Nullmengen von ,” d.h.
Vi ={NCX:3Bc Amit N C Bund u(B) = 0}.
Definiere o
A:={AUN: A€ ANeV,}

und
#:A—[0,00, H(AUN):=pu(A).

Dann ist A eine o-Algebra, 7 ist wohldefiniert und (X, Zj) ist ein vollstandiger Mafiraum.
Ferner ist 1 die einzige Fortsetzung von y zu einem Mafs auf A und jede vollstindige Fortsetzung
von p ist eine Fortsetzung von 7.

“Solche Mengen nennt man auch vernachldssigbar.

Ubung
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist optional. Sie finden ihn im Anhang an dieses Kapitel. [

Definition 4.15. Man nennt das Maf 7 in Satz 4.14 die Vervollstindigung von y und A die
Vervollstindigung von A beziiglich y.

Nach so viel abstrakter Theorie werfen wir nun endlich einen ersten Blick auf das Lebesgue-Maf3.

Satz 4.16. Es existiert genau ein Ma88 A auf (R, B3;), so dass fiir alle 2,b € R mit a < b gilt:
A((a,b]) =b—a.

Dieses Mafs wird das Lebesgue-Maf§ auf R genannt.

Wir wollen diesen Satz an dieser Stelle noch nicht beweisen. Dies erfordert eine ganze Menge
zusitzlicher Theorie, die wir erst spéter betrachten wollen.

Bemerkung 4.17. Das Lebesgue-Maf ist nicht vollstindig. Die Vervollstandigung A wird in der
Literatur oft auch einfach mit A bezeichnet. Die zugehorige Vervollstindigung B; der Borel-
o-Algebra wird als o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von R bezeichnet. Man
beachte, dass die Nomenklatur hier in der Literatur nicht eindeutig ist: Manche Biicher nennen
das, was wir Lebesgue-Maf3 nennen, das , Lebesgue-Borel-Mafs”, und die Vervollstindigung des
Lebesgue-Borel-Mafies dann das , Lebesgue-Maf3”. Fiir diese Vorlesung ist diese Unterscheidung
nicht wichtig und fiir uns ist das Lebesgue-Mafs immer ein Maf} auf der Borel-c-Algebra B5;.

Wenn wir die Existenz des Lebesgue-Mafles vorldufig akzeptieren, konnen wir ein paar einfache
Rechenregeln ableiten.

Beispiel 4.18. (i) A({x}) = 0 fur alle x € R. Denn benutzen wir die Stetigkeit von oben (Satz
4.5 (v)), so folgt

A(fx}) = A ( M (x— 1/n,x]> = lim A((x—1/n,x]) = lim - = 0.

—00
nelN n

(ii) Mit Proposition 4.10 (ii) und Teil (i) folgt, dass jede abzdhlbare Menge eine A-Nullmenge
ist. Insbesondere gilt A(Q) = 0.

(iii) Es existieren auch tiberabzdhlbare A-Nullmengen, etwa die Cantor-1/3-Menge.

(iv) Aus Teil (i) und Satz 4.5 folgt auch sofort, dass fiir a < b

AM(a,b)) = A([a,b]) = A((a,b]) = A(la,b)) = b—a.

(v) Aus der Stetigkeit von unten (Satz 4.5 (iv)) folgt, dass

A(R) = lim A((—n,n)) = lim 2n = co.

n—00 n—00

(vi) Beschrankte Mengen haben endliches Maf: Ist etwa A € B; und A C [—R, R], so folgt

A(A) < M([=R,R]) = 2R < c.

Ubung
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Als nédchstes wollen wir zeigen, dass das Lebesgue-Maf3 translationsinvariant ist und durch diese
Eigenschaft im Wesentlichen schon charakterisiert wird.

Satz 4.19. Das Lebesgue-Maf3 A ist das einzige Maf8 auf (RR,B;) mit den folgenden zwei
Eigenschaften:

(i) A ist translationsinvariant, d.h. fiir alle A € B; und b € R gilt

AMA+Db) = A(A).

(i) A((0,1]) = 1.

Hierbei darf man natiirlich nicht vergessen zu zeigen, dass die Mengen A +b :={a+b:a € A}
ebenfalls Borel-Mengen sind. Sonst wire A(A + D) ja gar nicht definiert.

Beweis. (a) Nur die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafses ist zundchst noch zu zeigen.
Dazu beachten wir, dass die Translationsabbildung

fo: (R,B1) = (R,By), x—>x—b

stetig und damit messbar ist. Insbesondere ist f,- YA) = A+b € B fiir alle A € B;. Wir
betrachten nun das Bildmaf?

By 3> A A (A) =A(f, ' (A) = A(A+D).
Fiir ¢ < d gilt
An((c,d)) = A((c+b,d+b])=(d+b)—(c+b)=d—c,

d.h. das Bildmaf} ordnet den halboffenen Intervallen ihre Lange zu. Aber laut Satz 4.16 ist das
Lebesgue-Maf$ auf R das einzige Mafs mit dieser Eigenschaft, d.h. es folgt A = A7, was zu
zeigen war.

(b) Nun sei y ein beliebiges translationsinvariantes Maf auf (R, 51) mit 1((0,1]) = 1. Wir zeigen
in mehreren Schritten, dass # = A gelten muss.

1. Schritt: Fiir g4 € IN gilt u((0, %]) = %, denn

1= =x(0 (54]) =L (5 5]) o ()

wobei wir in der letzten Gleichung die Translationsinvarianz von u benutzt haben.

2. Schritt: Fiir p, g € IN gilt p((0, %]) = 5, denn

(04 -+ (0 (7 4]) - Er (3D - £ (O3] -5

wobei wir in der letzten Gleichung Schritt 1 verwendet haben.

3. Schritt: Fiir x € (0,00) gilt u((0,x]) = x, denn ist (r,),en eine monoton fallende Folge
positiver rationaler Zahlen mit r, \, x fiir n — oo, so folgt unter Verwendung der Stetigkeit von
oben, dass

n—o0
nelN

H(0,x) = ( N <o,rn]> = Jim p((0,r,]) = Jim ry =
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wobei wir in der vorletzten Gleichung den 2. Schritt verwendet haben.

4. Schritt: Nun seien ¢,d € R mit ¢ < d. Dann folgt aus der Translationsinvarianz von y und aus
dem 3. Schritt, dass

u((c,d])) = u((0,d —c]) =d—c.
Wie in Teil (a) zeigt die Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafses damit, dass u = A gelten muss. [

Ganz analog zum vorherigen Beweis (Teil (a)) funktioniert der Beweis des folgenden Resultats.
Satz 4.20. Seia € R und A € B;. Dann gilt

Aa-A) =la|-A(A).
Insbesondere ist A spiegelungsinvariant, d.h. A(—A) = A(A).

Beweis. Ubung. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir nun noch zeigen, dass nicht alle Teilmengen von R
Borel-Mengen sind. Tatsdchlich zeigen wir sogar eine wesentlich stiarkere Aussage.

Satz 4.21. Sei A € By mit A(A) > 0. Dann besitzt A eine Teilmenge, die nicht Borel-messbar ist.

So enthalt also zum Beispiel jedes Intervall (a,b),a < b, eine nicht Borel-messbare Teilmenge.

Beweis. 1. Schritt: Wir konstruieren eine sogenannte Vitali-Menge B C [0,1] (benannt nach
Guiseppe Vitali).

Dazu definiere auf [0, 1] eine Aquivalenzrelation ~ durch
x~y:x—yeQ.

Wie bei jeder Aquivalenzrelation partitionieren die zugehorigen Aquivalenzklassen von ~ die
Grundmenge, d.h. hier das Intervall [0,1]. Wir bilden nun eine Menge B C [0,1], indem wir
aus jeder dieser Aquivalenzklassen genau ein Element auswihlen und B hinzufiigen (hierbei
benutzen wir das Auswahlaxiom der Mengenlehre). Fiir ¢,d € B, ¢ # d, gilt also insbesondere

c—d¢Q.

2. Schritt: Die Familie (B + g)4eq bildet eine Partition von R, d.h.
() firgreQ,q#rglt(B+q)N(B+r)=0Q2.
(i) R = Ujeq(B+9).

Zu (i): Ware y € (B+¢) N (B + r) fiir verschiedene rationale Zahlen ¢, r, so wiren y — g und
y — r verschiedene Elemente von B, deren Differenz eine rationale Zahl ist, im Widerspruch zur
Konstruktion von B.

Zu (ii): Ist x € R beliebig, so existiert genau ein k € Z mit x — k € [0,1). W&hlt man nun das
eindeutige Element b € B mit b ~ (x — k), so unterscheiden sich b und x — k, und damit auch b
und x, nur um eine rationale Zahl. Es gibt also ¢ € Q mit x = b 4 ¢.

3. Schritt: Wir zeigen, dass jede Borel-messbare Teilmenge der Vitali-Menge B eine Nullmenge
ist.

Ubun g
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Dazu sei E C B mit E € ;. Wir wihlen 71,79, . .. als eine Abzdhlung von Q N [0, 1]. Nach Schritt
2, Beobachtung (i), sind dann die Mengen E + r;,i € IN, paarweise disjunkt (und natiirlich auch
Borel-messbar). Ferner gilt nach Konstruktion, dass E + r; C [0,2] fiir alle i € IN. Damit folgt

Z)\(E-i-ri):)L(U(E—f—Ti)) <A([0,2]) =2

ieEN ieN
Andererseits gilt aufgrund der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafies aber auch
Y A(E+r) =) A(E).
ieN ieN
D.h. es folgt ;e A(E) < 2, was A(E) = 0 zur Folge hat.
4. Schritt: Nun sei A € By mit A(A) > 0. Nach Schritt 2 gilt dann

A= U (AN(B+4q))
7€Q

und diese Vereinigung ist disjunkt. Waren alle der Mengen A N (B + q),q € Q, Borel-messbar,
wiirde also folgen

AMA) = Y A(AN (B+4q)).
q€Q

Andererseits wiaren dann auch alle der um g verschobenen Mengen
[AN(B+g)]-—g=(A-9NB ,4€Q

Borel-messbar und diese wéren, nach Schritt 3, als Teilmenge der Vitali-Menge B, jeweils eine
Nullmenge. Es wiirde also unter Verwendung der Translationsinvarianz von A folgen, dass

MA) =) AMAN(B+4q)) =) A((A-9q)NB) =0,
q€Q 7€Q

im Widerspruch zur Annahme A(A) > 0. Es muss also unter den Mengen AN (B+4),q € Q,
mindestens eine geben, die nicht Borel-messbar ist. O

Bemerkung 4.22. Auch die im Beweis konstruierte Vitali-Menge B selbst ist nicht Borel-messbar.
Denn sonst wire auch B + ¢, g € Q, Borel-messbar und damit auch alle der Mengen A N (B + gq).
In der Literatur sind Vitali-Mengen die Standard-Beispiele fiir nicht Borel-messbare Mengen.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Beweis von Satz 4.14). Im Beweis benutzen wir, dass die Vereinigung von abzihlbar vielen vernachlissigbaren
Mengen wieder eine vernachlédssigbare Menge ist und dass Teilmengen von vernachldssigbaren Mengen ebenfalls
vernachléssigbar sind (Ubungsaufgabe).

()DaX € A, gilt X =XUQ e A Seinun B=AUN mit A € A N € V,. Dann existiert C € A mit N C C und
#(C) =0, und es gilt

B =A°NN = A°N(C°U(C\N))=(A°NC)U(A°N(C\N)).
Hierbei ist (A°NC°) € Aund A°N (C\ N) C C. Da u(C) = 0, folgt B € A. Ist schliellich B, = A, UN,,n € N,
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wobei A, € Aund N, € Vy, so gilt
U Bn - < U An) U ( U Nn) © X’
nelN nelN nelN

denn die erste Vereinigung ist ein Element von .4 und die zweite Vereinigung ist eine abzéhlbare Vereinigung von
vernachldssigbaren Mengen, also selbst eine solche. Insgesamt folgt, dass A eine o-Algebra ist.

ii) Es gelte AUN = BUM mit A,B € Aund N,M € V,. Ferner gelte N C C,M C D fiir Elemente C,D € A mit
g ! &
#(C) =u(D)=0.Da A C (BUM) C (BUD) folgt

u(A) < w(BUD) < u(B) + p(D) = u(B)
und genauso p(B) < p(A), dh. u(A) = u(B), was zeigt, dass i wohldefiniert ist.

(iii) Es sei B € A mit ji(B) = 0. Ferner sei E C B. Nach Definition existiert dann A € Aund N € V, mit B= AUN
und 7i(B) = u(A) = 0. Dies zeigt A € N, C V,, und damit B= AUN € V. Aber dann ist auch die Teilmenge E
von B in V. Somit zeigt die Darstellung E = @ UE, dass E € A messbar ist. Also ist (X, A4, 7) vollstindig.

(iv) Dass A C A und dass % eine Fortsetzung von y ist, ist klar.

(v) Ist v : (X, B) — [0, 0] eine Fortsetzung von y : (X, A) — [0,00] mit A C B, so gilt fir A€ A, NecV,undCe A
mit N C C und p(C) = 0 auch
F(AUN) = u(A) = v(A)
<v(AUN) <v(A)+v(N) <v(A)+v(C)
= p(A) +p(C) = u(A) = F(AUN),

also v|4 = 7. Insbesondere ist 77 die einzige Fortsetzung von y auf A.

(vi) Ist schlieBlich p : (X,C) — [0, c0] eine vollstdndige Fortsetzung von y : (X, A) — [0, c0], so gilt nach Definition
A C Cund p| 4 = p. Ferner ist
VuCVy={CeC:p(C)=0},
wobei die letzte Gleichung eine Folge der Vollstindigkeit von p ist (warum?). Da C eine o-Algebra ist, folgt damit
auch
A={AUN:Ac ANeV,} C{AUN:Ac(CNeV,} CC.

Aus Teil (vi) folgt dann auch p|; = 7, d.h. p ist eine Fortsetzung von 7.
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5. Integrale nicht-negativer Funktionen

Stichpunkte. Einfache Funktionen und deren Integral, Integral nicht-negativer Funktionen, Eigenschaften des Integrals
(additiv, pos. homogen, monoton), Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi), Lemma von Fatou, Dichte
eines Mafles, Transformationsformel fiir Bildmaf3, fast sichere Eigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Mairaum (X, A, #) und wollen zunéchst erkldren, was

unter dem Integral
/ fdp

fiir eine A-messbare nicht-negative Funktion f : X — [0, c0] zu verstehen ist. Das Integral einer
Funktion mit beliebigen reellen Werten werden wir erst spéter betrachten.

Bemerkung 5.1. Wie Sie sehen, erlauben wir hierbei, dass die nicht-negative Funktion f auch
den Wert co annimmt. Dies wird die aufzustellende Theorie nicht verkomplizieren. Im Gegenteil,
es wird sie sogar einfacher und eleganter machen.

Zunidchst miissen wir erkldren, was das Integral von sogenannten einfachen Funktionen ist.

Definition 5.2. Sei (X, A) ein Messraum.

(i) Eine A-messbare® Funktion f : X — [0, ), die nur endlich viele Werte annimmt, heif3t eine
einfache Funktion auf (X, .A). Wir setzen

E+(X, A):={f:X —[0,00) : f ist einfache Funktion auf (X,.4)}.

(ii) Sei f € £4(X, A) und f(X) = {ay,...,a,} die Menge ihrer (paarweise verschiedenen)
Funktionswerte. Dann heifit die Darstellung

n
fx) =) wlgy(x), x€X,
k=1

eine Standarddarstellung von f. Diese ist, bis auf Umordnung der Summanden, eindeutig.

?dies bedeutet, f ist A-B(][0, c0))-messbar.

———— e
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Die einfache Funktion f = 2]3:1 wjly mit Aj = {f = aj}.
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Bemerkung 5.3. (i) Ist (X,.A) = ([a,b], B([a,b])), so ist jede Treppenfunktion (im Sinne der
Analysis-Vorlesungen)

n
f=Y ol x
k=1

mita =xy < ... < x,-1 =bunday,...,a, > 0 einfach. Aber nicht jede einfache Funktion ist
eine Treppenfunktion, etwa die Dirichlet-Funktion 1gnj, 5.

(ii) Ist f = Yj_jaxl{s—y,) in Standarddarstellung mit f(X) = {a1,...,an}, so gilt {f =
ar} € A und die charakteristischen Funktionen 1;_,,, sind somit .A-messbar. Ferner bildet
({f = ax});_; eine Partition von X.

(iii) Auch fiir beliebige By,...,B, € A und By,...,Bm > 0ist f = YL, Bilp, einfach. Im
Allgemeinen ist dies aber keine Standarddarstellung. Zum Beispiel ist eine Standarddarstellung

der Funktion
f:]R—)]R, f:1'1[0,1)+2']l[0,00)

gegeben durch
=01 wp)+3 L1 +2- Loy

(iv) Die folgenden Implikationen sind offensichtlich:
f,.8€li(XA), a>0 = f+gqf-ga-fe&i(XA).

Insbesondere ist fiir A € Amit f € £, (X, A) auch f-14 € £4(X, A).

Dass die einfachen Funktionen eine so wichtige Rolle in der Integrationstheorie spielen, liegt unter
anderem an dem folgenden Approximationsresultat.

Proposition 5.4. Sei (X,.A) ein messbarer Raum und f : X — [0, 00| sei .A-messbar. Dann
existieren ¢, € £, (X, A),n € N, so dass

0<p1 < <...<f" und li£n¢n(x):f(x) (x € X).
_ n—oo

?d.h. fiir alle x € X gilt p1(x) < @a(x) < ... < f(x).

Beweis (Idee). Die Funktionen

n-Z”k_l
Pn(x) = (ZZn]l{kz_nl<f<2kn}(x)>+n]l{n<f}(x), xeX, neN,
k=1

leisten das Gewiinschte.

Die einfachen Funktionen aus der vorherigen Proposition.
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Um das Integral einer einfachen Funktion zu bestimmen, summieren wir deren Funktionswerte,
jeweils gewichtet mit dem Mafs der zugehorigen Urbilder.

Definition 5.5. Es sei (X, A, u) ein Mairaum und f € £, (X, A) mit f(X) = {a1,...,a,} und
Standarddarstellung f = Y axl{s_, . Dann ist das Integral von f beziiglich u definiert als

[Fauw= [ fane= Ve nis = weh)

Ist ferner A € A, so setzen wir
/Afdy = /f]lA du.

Man beachte, dass | f du € [0, o0] und dass nach Vereinbarung 0 - co = 0.

Beispiel 5.6. (i) Fiir ¢ > 0 hat die konstante Funktion f : X — [0, ), x — ¢ die Standarddarstel-
lung f = clx, d.h. es gilt

/fdy:/cllxdy:c-y(X).
Insbesondere gilt fiir die Nullfunktion [0 du = 0.
(ii) Ist A € A, so hat die charakteristische Funktion 14 : X — [0, c0) die Standarddarstellung
14=0-14+1-14,dh.es gllt
[ 1adi=0-u(A) +1-pu(4) = u(A).

(iii) Als Spezialfall von (ii) erhalten wir fiir die Dirichlet-Funktion 1q : (R, B1) — [0,0) und das
Lebesgue-Mafs A, dass

/11Q A = A(Q) = 0.

Die folgende Proposition fasst die wichtigsten Eigenschaften des Integrals einfacher Funktionen
Zusammen.

Proposition 5.7. Es seien (X, A, ) ein Mafiraum, f,g € £+(X, A) und a € [0, o0). Dann gilt:
(i) Das Integral ist positiv homogen und additiv, d.h.

@ [afdu=a[fay

(b) /(f+g)dﬂ:/fdﬂ+/8dﬂ~

(ii) Das Integral ist monoton, d.h.
f=8 = /fdyﬁ/gdﬂ-

(iii) Die Abbildung A> A — [, f du € [0, 00] ist ein MaR.

Id.h. f(x) < g(x) fir alle x € X.
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Beweis. (i.a) Ist « = 0, so sind beide Seiten gleich 0. Ist « > 0 und f = Y} ayl{s_,,, eine
Standarddarstellung von f, so ist };_; (« - ax) 15—, eine Standarddarstellung von af (denn
f(x) =ar & af(x) = a-ay). Es folgt

/Mﬂy:iﬂwwwV@ﬁ=wwb=a§¥wwﬁ=ww)=w/fW-

k=1

(i.b) Seien
n m
f: Z“k]lAk und g:Zﬁl]lBl
k=1 =1
Standarddarstellungen von f und g (der Ubersichtlichkeit halber haben wir Ay := {f = a;} und
B, := {g = B;} gesetzt). Dann sind (Ay)}_, und (B;)]" ; Partitionen von X und es gilt somit auch

n

m
Ac=|J(AnNB), 1<k<n, und B =J(ANB), 1<I<m,
=1 k=1

wobei diese Vereinigungen beide disjunkt sind. Insbesondere ist auch

(A NV B1) (e yeqt,.. myx {1,...m}

eine Partition von X.

Aa

Beispiel einer Partition von X mittels der Ay, B.

Nun rechnen wir zunichst

aen(A) + Y Bru(B)
= =1

—
\'\
.
2
_|_

—
og
Y
=
Il

[1= 1l1=

nom
(xk]/t(Ak N Bl) -+ Z Z‘BI‘M(A]{ N Bl)
k=11=1

NgE

»
Il
S
&=
Il
S

(ax + Br)p(Ax N By).

Il
M:
B

T
[N
=
i

I\

Jetzt beachten wir, dass entweder Ay N B; = @ oder f + ¢ = ay + B; auf AN B,.
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Pt AL

Beispiel fiir mogliche Werte von f + g bei obiger Partition.

Da die Summen aj + f; fiir verschiedene Paare (k,!) nicht notwendig verschieden sein miissen,
d.h. die Darstellung

ft+g= ) (ax + B1)La,nB,
(k,e{1,..n}x{1,..m}

ist keine Standarddarstellung, miissen wir allerdings noch etwas arbeiten. Dazu sei
(f+8)(X) ={er,-- . cp}
die Menge der (paarweise verschiedenen) Werte von f + ¢. Ferner sei
Ji={(k)e{l,....n} x{1,....m} o+ B =c;}, i=1,...,p.

Man beachte, dass (J;)!_, dann eine Partition von {1,...,n} x {1,...,m} ist. Setzen wir schlie-
lich fiir jedes i =1, ..., p noch

Ci={f+g=c}= |J (A&NB),
(k1)eJ;

soist f + ¢ =Y! , c/lc, eine Standarddarstellung von f + ¢ und somit

p p
/(f+8) du=) cu(C) =Y c Y. u(AcNB)
i=1 i1 (kD)e);
= i Y. (ax+B)u(AxN By)

I
-

i=1(kl)e]J;

LYo+ B4 B = [ £t [,
=1

Il
I M:

wobei wir die letzte Gleichung schon oben gezeigt hatten.

(i) Gilt f < g,soistg— f > 0,d.h. g — f € £4(X, A). Damit folgt aus (i) und der Tatsache, dass
das Integral einer Funktion aus £ nicht-negativ ist, dass

[gdn=[(F+=du=[fau+ [(e=f du= [ fap.

(iif) Zundchst gilt [, fdu = [ flg du = [0dp = 0. Ist ferner (Dj);en eine disjunkte Folge in A

37
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und D = UjenDj, so gilt mit der Standarddarstellung f = Y7, axl 4,

/Dfdy:/f]lp dV:/<I:21“k]lAk]lD> dV:/<i“k1AkﬂD> du

n
ock/]lAkmD d;l/l = Z(xky(AkﬂD Zaky U AkﬂD]))
k=1 jeN

z (AxN D)) ZszkyAkﬁD —Z/fdy
€N

jeEN k= jEN

=
=

T
[N

I
M:

Il
—

O

Die vorherige Proposition hat insbesondere zur Folge, dass wir zur Berechnung des Integrals einer
einfachen Funktion Y/, Bi1p, diese nicht erst in die Standarddarstellung tiberfiihren miissen.

Beispiel 5.8. (i) Sind By, ..., B, € Aund B4,...,B, > 0, so gilt

/ (i lBk]lBk> dp = i 5k/]18n dy = i Biw(Bn)
k=1 k=1 k=1

selbst dann, wenn die By nicht paarweise disjunkt und die B nicht paarweise verschieden sind.

(ii) Ist (X, .A) = ([a,b], B([a,b])) und f : [a,b] — [0, 00) die Treppenfunktion
n
f= Zak]l(xk—lka)
k=1
mita =x) <...<x,1=bunday,...,a, >0, so gilt
n n
[ £ My = L ad((x1,30)) = 1 (e — 30)
k=1 k=1

Dies stimmt mit dem Wert des Riemann-Integrals der Treppenfunktion f tiberein. Hier ist
nattirlich A[(,; die Einschrankung des Lebesgue-Mafles A auf die Borel-Menge [a, b].

Wir wollen das Integral nun auf beliebige A-messbare nicht-negative Funktionen f : X — [0, o]
erweitern. Um Schreibarbeit zu sparen, fiihren wir wieder etwas Terminologie ein.

Definition 5.9. Es sei (X, .A) ein Messraum. Wir setzen

Mi(X,A):={f: X —[0,00] : f ist A-messbar} .

Bemerkung 5.10. Aus unseren Kenntnissen iiber messbare Funktionen sehen wir unmittelbar:
f,ge M (X, A), a>0 = f+gqf-ga-feM(XA).
Insbesondere ist fir A € Amit f € M, (X, A) auch f-14 € M, (X, A) und dariiber hinaus

gilt
Ei(X,A) CML(X,A).

Das Integral einer Funktion f € M (X, A) erhalten wir nun durch Zuriickfithrung auf das Integral
einfacher Funktionen.
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Definition 5.11. Es sei (X, A, #) ein Mairaum und f € M (X, A). Das Lebesgue-Integral von
f beziiglich y is definiert durch

/fdy::/dey::sup{/gdy:g65+(X,A)und0§g§f}.

Ist ferner A € A, so sei

/Afdy ::/f]lAdy.

Wir verwenden gelegentlich auch die Schreibweisen

[ fan=: [ £ dn() = [ £x) ().

Bemerkung 5.12. (i) Man hitte auch auf die Idee kommen konnen, das Integral [ f du wie folgt

zu definieren:

wobei (¢,)nen eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen ist, die punktweise gegen
f konvergiert. Eine solche Folge existiert ja nach Proposition 5.4 und wegen der Monotonie
des Integrals einfacher Funktionen existiert der Grenzwert der Integrale auf der rechten Seite.
Auch der in der Einleitung skizzierten Idee des Lebesgue-Integrals wiirde dies vielleicht eher
entsprechen (man sehe sich dazu die Idee des Beweises von Proposition 5.4 noch einmal an).

Tatsdchlich werden wir spéter zeigen, dass obige Gleichung (unter Verwendung von Definition
5.11) tatsdchlich wahr ist. Hatten wir diese jedoch zur Definition des Integrals verwendet, hétte
man z.B. zunichst zeigen miissen, dass der Grenzwert rechts unabhingig von der gewihlten
Folge ist. Auch einige andere Eigenschaften des Integrals, die wir spéter zeigen werden, folgen
leichter aus der von uns gewdéhlten Definition 5.11.

(i) Fur ¢ € £4(X,.A) haben wir nun zwei Definitionen des Lebesgue-Integrals bzgl. y, vermoge
der Definitionen 5.11 und 5.5. Allerdings stimmen diese iiberein, denn setzen wir M, :=
{g€&4(X,A):0<g< ¢}, sogilt

@ dy q)€< ! u dy M giq) @ dy
N € 7
/Alt = ° p{/Alt 8 8 (P} - /

wobei die letzte Ungleichung aus der Monotonie von [ ,,, folgt. Es gilt also

dy = / du:eeM ::/ i,
/Alt(P ‘u Sup{ Altg ‘u g (P} Neuqo V

Die Aussagen der folgenden Beispiele werden Sie in einer Ubung beweisen. Ubung

Beispiel 5.13. (i) Fiir a € X betrachten wir das Dirac-Ma8§ §, auf (X, P(X)). Dann ist jede
Funktion f : X — [0, oo] messbar und es gilt

/Xf ds, = f(a).

(i) Auf (N, P(IN)) betrachten wir das Zahlmag v. Dann ist jede Funktion (d.h. Folge) f : N —
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[0, c0] messbar und es gilt

/Nfdv :néf(n).

(iii) Ist (Q), A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : ) — [0, o0] eine Zufallsvariable (verglei-
che Beispiel 4.7), so heifst das Integral

E(X) := /X(w) AP (w) = /Xd]P
der Erwartungswert von X. Fiir den Wiirfelwurf mit QO = {1,...,6} und

P:PQ) = [0,0], P(A) =4l

6
ergibt sich etwa fiir X(w) = w, dass
E(X)=1 1+2 1+ +6 1—21/6—35
=1z R == =3.

Die Monotonie des Integrals einfacher Funktionen {ibertragt sich sofort auf das Integral nicht-
negativer Funktionen.

Proposition 5.14. Sei (X, A, u) ein Mairaum und f, g € M (X, A). Dann gilt:

(i) Ist f < g,soauch [ fdu < [gdpu.
(ii) Sind A,B € A und gilt A C B, so auch [, fdu < [, f dp.

Beweis. (i) Ist h € £, (X, A) und 0 < h < f, so folgtauch 0 < h < g, d.h.
[ du=sup{ [ Wi e €.(X,A),0<h < f)

Ssup{/hdﬂ:h€5+(X,A),0§h§g}=/gdﬂ~

(ii) Folgt aus (i) wegen f14 < f13.

Das néchste Resultat ist einer der zentralen Sitze der Lebesgueschen Integrationstheorie.

Satz 5.15 (Satz von der monotonen Konvergenz (auch Satz von Beppo Levi genannt)). Es sei (X, A, u)
ein Mafiraum und (f,)nen eine monoton wachsende Folge in M (X, A), d.h. punktweise gilt

Oan an—H (nGN).

Dann existiert die punktweise Grenzfunktion f := lim,_,« f, es gilt f € M (X, A) und

lim/fnd‘u:/fdy,

n—oo

d.h. Integral und Grenzwert diirfen vertauscht werden.

Wir schreiben die Voraussetzung im Folgenden oft auch kurz als f, " f.
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Beweis. Aus der Monotonie von ( f,,),en folgt sofort die Existenz von f = lim,_,« f;, und aus
Proposition 3.13 folgt f € M (X, .A). Ferner folgt aus der Voraussetzung, dass 0 < f, < f,41 <
f, d.h. aus der Monotonie des Lebesgue-Integrals folgt

0< [fudu< [frnrdn< [fan (neN).

Also ist auch die Folge ([ fu du), _p in [0, 00] monoton wachsend, d.h.

nelN

L= ggo/fn du = sup [ fu du € [0,c0]

nelN

existiert und es gilt L < [ f dp.

Die umgekehrte Ungleichung [ f du < L ist offensichtlich erfiillt, wenn L = oo, d.h. wir kénnen
L < oo annehmen. Weiterhin gentigt es zu zeigen, dass fiir alle g € £; (X, A) mit ¢ < f und alle
c € (0,1) gilt, dass

c-/gdygL,

denn durch Supremumsbildung folgt hieraus, dass

c-/fdy:csup{/gdy:geé}(X,A),OSgSf}gL
und fiir ¢ /1 dann auch [ f du < L. Seien also g und ¢ so gewéhlt und setze
By:={cg < fu}, neNN.

Wegen f, < f,41 gilt dann B, C B,;1, und wegen ¢ < f und f,  f gilt U B, = X. In der Tat:
nelN
Ist x € X so ist entweder g(x) = 0 (d.h. x € B, fiir alle n € IN) oder g(x) > 0. Im letzen Fall ist

dann wegen 0 < ¢ < 1 auch 0 < cg(x) < cf(x) < f(x), d.h. wegen f,  f kénnen wir n € N
wihlen mit f,(x) > cg(x) (also ist x € B, fiir dieses n).

Nach Definition von B, folgt nun fiir alle n € IN unter Verwendung der positiven Homogenitét
des Integrals einfacher Funktionen, dass

C/ gdy = C/g]andﬂ - /Cglan dyu < /fnlan dpu < /fn dy.
By

Da A > A [, g dunach Proposition 5.7 (iii) ein Ma8 ist, folgt aus dessen Stetigkeit von unten
(vergleiche Satz 4.5 (iv)) dann aus dieser Ungleichung, dass

c/gdy:c/xgdy:hmc/Bgdyﬁ&i_r}go/fndy:L.

n—o0

O

Bemerkung 5.16. (i) Wir wir in der Einleitung im ersten Kapitel gesehen haben, ist eine analoge
Aussage zum Satz {iber monotone Konvergenz fiir das Riemann-Integral falsch.

(ii) Auch fiir nicht-monotone punktweise konvergente Folgen (f,)sen in M, (X, A) diirfen
Grenzwert und Integral in der Regel nicht vertauscht werden. Fiir den Mafiraum (R, B1,A) und
fn = %]l[o,n} gilt zum Beispiel f, — 0 punktweise, aber

1 1
/fn A = E/ﬂ[or"] = Mon) =1, neN.
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Fiir nicht-monotone Folgen gilt immerhin noch das folgende Resultat.

Lemma 5.17 (Lemma von Fatou). Sei (X, A, i) ein Mairaum und ( f,,),e eine Folge in M4 (X, A).
Dann gilt

/ (liminf f,) dy < liminf / Fu dit.
Fiir das Beispiel vor dem Lemma gilt tatséchlich 0 = [(liminf, e f4) dp < liminf, e [ f dpu = 1.

Beweis. Fiir n € IN sei
gn:=1inf fr e M4 (X, A) und h,:= inf/fk du € [0, 00].
k>n k>n
Nach Definition des Limes-Inferior miissen wir zeigen, dass

/(lim Qn) dp < lim hy,.

n—00 n—00

Da g, < f fiir alle k > n, gilt zundchst

/8ndV§/fde (k> n)

also auch

/gndﬂégrzlﬁ/fkdy —

Da g, < gnt1,n € N, folgt aus dem Satz tiber monotone Konvergenz

/(lim gn) dj = lim /gn du < lim hy.

n—oo n—oo

O

Mit dem Satz tiber die monotone Konvergenz kénnen wir nun auch die noch fehlenden Eigenschaften
des Lebesgue-Integrals beweisen.

Satz 5.18. Sei (X, A, i) ein Mafiraum.
(i) Das Lebesgue-Integral ist pos. homogen und additiv, d.h. fiir f,g € M (X, A) und « > 0 gilt

(@) /(xfdy:a/fd‘u.
(b) /(f+8)dV=/fdﬂ+/8dV-

(ii) Sei (fu)nen eine Folge in M, (X, A). Dann gilt ¥,y fn € M4 (X, A) und

(55 0

Beweis. (i) Da f, g € M (X, A), kénnen wir mit Proposition 5.4 Folgen (¢y)en und (¢5)nen in
&+ (X, A) wihlen, so dass ¢, ,* f und ¥, g fiir n — oco. Dann gilt e, * af und ¢, + ¢,
f 4 g. Aus dem Satz tiber monotone Konvergenz und der positiven Homogenitat und Additivitat
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des Integrals fiir einfache Funktionen folgt

/ocfdy:nlggo/oc(pndy:ocr}i_r&/q)ndy:oc/fdy

und
/<f+g)dﬂ=,}gr,}o (Pn + ) dp = </<Pndﬂ+/ll]ndﬂ>
=J§g/¢nﬁbﬂﬂa/¢ﬂm“:/fd”+/éd“

(ii) Setze gy := YN 1 fn € M (X, A). Dann gilt gy 7 f := ¥,en fn punktweise, d.h. f €
M (X, A) nach Proposition 3.13. Aus Teil (i) (und der sich daraus ableitenden endlichen
Additivitdt des Lebesgue-Integrals) und monotoner Konvergenz folgt

/fdy— lim /gNdy— 11m/<2fn> dy = 11m Z/fndy—n%/fndy

O

Beispiel 5.19. Wiahlt man in Teil (ii) des vorherigen Satzes als Maf8 das Zahlma8 v auf (IN, P(IN)),
so erhdlt man unter Beachtung von Beispiel 5.13 (ii) das schon bekannte Resultat, dass Doppel-
summen nicht-negativer Zahlen vertauscht werden konnen. Mit

fu:IN = [0,00], fu(m):=anm

und
f:IN — [0,00], an ;anm
gilt namlich
T = L dv = 3 | dv = dv = v Crpe
EEam-Efra=[(Er) o= fra-Lrm-EE

Als Korollar von Satz 5.18 erhalten wir folgende Verallgemeinerung von Proposition 5.7 (iii).
Korollar 5.20. Fir ¢ € M, (X, A) ist die Abbildung
p:A—[0,00], A»—>/Al/;dy
ein MaB und fir f € M, (X, A) gilt
/ fdp = / fidp.
Man nennt i eine Dichte von p beziiglich y und schreibt p = ¢ - p oder dp = ¢ du.

Beweis. (a) Es gilt p(®) = [, ¢ du = [¢lp du = [0dp = 0. Ist ferner (A, ), eine disjunkte
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Folge in A und A = U,eNAy, so gilt

Y 14, =14

nelN

Aus Satz 5.18 (i) folgt also

p<A)I/Al/JdVI/lIJﬂAdVI/ngVﬂAnWV: ) /ﬂAanduz )3

nelN nelN

/An pdu =Y p(An).

nelN
(b) Ist f =1, mit A € A, so gilt

/fdpzfﬂAdpzp(A)=/A¢’dﬂ=/h¢dy=/f¢du-

Damit folgt aus der positiven Homogenitdt und Additivitat des Integrals auch fiir eine einfache
Funktion f = Y} ;a1 4, € £4(X,.A), dass

/fdpzé“k/]lf!kdp:é“k/]lAk’PdP‘:/(lé“kﬂAk>¢dﬂ:/f¢dV~

Ist schliellich f € M, (X, A) beliebig, so wahle mit Proposition 5.4 eine Folge (f,)scn aus
E+(X, A) mit f, / f. Dann folgt aus dem schon Bewiesenen und dem Satz iiber monotone
Konvergenz, dass

[ fdo=tim [ fudo=lim [fopdu= [ foan.
O
Bemerkung 5.21. Unser Vorgehen im Beweis von Teil (b), d.h. erst charakteristische, dann

einfache und dann messbare Funktionen zu betrachten, findet man in der Integrationstheorie
immer wieder an. Wir nennen es das Standardbeweisprinzip der Integrationstheorie.”

"Wann das Standardbeweisprinzip beim Beweis einer Gleichung der Form [ f du = I(f), f € M, funktioniert,
lasst sich abstrakt beschreiben: die Gleichung muss fiir charakteristische Funktionen erfiillt sein, das Funktional
I: My — [0, 00] muss R-linear sein und fiir jede monoton wachsende Folge (¢,) aus £+ muss limy, e I(¢n) =
I(limy—c0 ) gelten.

Mit dem Standardbeweisprinzip lassen sich etwa folgende Sachverhalte leicht beweisen.

Proposition 5.22. Sei (X, A, i) ein Mafiraum und f € M (X, A).
(i) Fiir A € A gilt

[ fan= [ fladpla

Hierbei sind f|4 und p|4 die jeweiligen Einschrankungen auf A, siehe Beispiel 4.4 (v).

(ii) Sei ¢: (X, A) — (Y, B) messbar. Dann gilt

/Yf dpy = /X(fo @) du.

Man nennt dies die Transformationsformel fiir das Integral eines Bildmafes, vergleiche
Satz 4.6.




5. Integrale nicht-negativer Funktionen 45

Beweis. Ubung. O

Beispiel 5.23. Wir betrachten den Mafiraum (IR, B, A). Sind a,b € R,a # 0, und ist
¢:R—R, ¢(x)=ax+D,
so folgt aus den Sétzen 4.19 und 4.20, dass fiir B € B
Ap(B) = A(97 (B)) = A (a’lB - zflb) = A <a’1B) = ||~  A(B).

Mit der Transformationsformel folgt also fiir f € M (X, A), dass

| Fx)dre) = lal [ frg=lal [ (fog)dA=lal [ flax-+b)dA(x).

Wir miissen zum Abschluss dieses Abschnitts noch tiber die Rolle von Nullmengen sprechen.

Proposition 5.24. Sei (X, A, 1) ein Mairaum und f € M (X, A). Ist A € Amit u(A) =0, so
gilt
dy = du.
/Xf iz X\Af iz

Insbesondere gilt [, f du = 0 (selbst dann, wenn f = co auf A).

Beweis. Nach Satz 5.18 (iii) gilt

/Xf dp = /Af du+/X\Af dp,

d.h. es geniigt [, f du = 0 zu zeigen. Dies ist offensichtlich im Fall f = 15, B € A, denn

Og/]lgdy:/]lAdey:y(AﬂB)§y(A):0.
A

Der allgemeine Fall folgt dann mit dem Standardbeweisprinzip der Integrationstheorie. O

Fiir den besseren Umgang mit Nullmengen fithren wir nun noch eine Sprechweise ein.

Definition 5.25. Sei (X, A, u) ein Malraum und E(x) eine Eigenschaft, die x € X hat oder nicht.
Wir sagen, die Eigenschaft E gilt u-fast sicher (y-f.s.) bzw. fiir u-fast alle (u-f.a.) x € X, falls sie
auflerhalb einer y-Nullmenge gilt. Also falls N € A existiert, so dass

{xeX:=E(x)}CN und u(N)=0.

Bemerkung 5.26. (i) Man beachte, dass wir nicht fordern, dass die Menge
{xe X:=E(x)} (bzw.ihr Komplement {x € X : E(x)})
selbst messbar ist. Ist dies jedoch der Fall, so gilt die Aquivalenz

n({xeX:=E(x)}) =0 <« E gilt fiir y-fast alle x € X.

Ubun g
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Wie ist die Situation im Falle, dass der Mairaum (X, A, ) vollstindig ist?

(ii) Gelten die Eigenschaften E,, n € IN, jeweils p-fast sicher und definieren wir
E(x) &= (VnelN:E,(x))
so gilt E ebenfalls y-fast sicher (da die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge
ist).
Beispiel 5.27. (i) Sind etwa f € M, (X, A) und f, € M, (X, A),n € N, so bedeutet
fn — f p-fast sicher

dasselbe wie
fn(x) — f(x) fiir y-fast alle x € X.

Da {f, — f} € A (Ubung) ist beides gleichbedeutend mit
w({fu = 1) =0.

(ii) Betrachten wir die Dirichlet-Funktion 1g auf dem Mafiraum (R, By, 1), so gilt

Lg(x) = 0 fiir A-fast alle x € X

bzw. 1g = 0 A-fast sicher, denn A ({1g # 0}) = A(Q) = 0.

Proposition 5.28. Seien f,g € M4 (X, A). Dann gilt:
(i) Ist f < g p-fs,soist [ fdu < [gdpu.
(ii) Ist f = g p-fs., soist [ fdu= [ gdu.
(iii) [ f du = 0 genau dann, wenn f = 0 p-f.s.
(iv) Gilt [ f dp < oo, so ist f < oo p-f.s.
(v) Fast sichere Version des Satzes von der monotonen Konvergenz:

Ist (fu)nen eine Folge in M (X, A) mit f,, / f p-fast sicher, so ist

tim [ fudu= [

Beweis. (i) Es gilt C := {f < g} € A und nach Voraussetzung ist (X \ C) = 0. Unter
Verwendung von Proposition 5.24 und der Monotonie des Integrals folgt also

/deﬂ=/cfd#§/ngﬂ=/ngu-

(ii) Da f < gund g < f jeweils p-fast sicher, folgt dies durch zweimalige Anwendung von (i).
(iii) ,<": Folgt sofort aus Teil (ii).
,=":Setze A, :={f >1/n} = {nf > 1},n € N. Es folgt A, € A und

Ogy(An):/]lAndy:/l-]lAndygn/f]lAndygn/fdyzo (n € N),

Ubun g
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also u(A,) =0,n € N, und damit

0<pu({f>0}) =p(UnenAy) < ZNV(An) =0,

d.h. u({f > 0}) =0 und f = 0 u-fast sicher.
(iv) Furallen € N gilt mit A = {f =0} € A

ny(A):/nllAdyg/fllAdyg/fdy<00,

was p(A) = 0 impliziert.
(v) Nach Voraussetzung gilt fiir die Menge

A= (ﬂ {fnﬁfnﬂ}) N{fu = fre A

nelN

dass (X \ A) =0,d.h. f = f14 und f, = f,14 jeweils u-fast sicher. Ferner gilt f,14  fla.
Aus Teil (ii) und dem Satz tiber monotone Konvergenz folgt demnach

[fdu= [ fraan=lim [ fradp=lim [ f dn.

Bemerkung 5.29. Sei f € M (X, A),g: X — [0,00] und es gelte f = g p-fast sicher.

(i) Ist (X, A, u) vollstandig, so ist auch ¢ messbar, d.h. ¢ € M, (X, A) (Beweis: Ubung). Ubung

(ii) Im Allgemeinen muss g nicht messbar sein. In Teil (ii) der vorherigen Proposition muss
die Messbarkeit von g also gefordert werden.

Beweisidee: Man kann zeigen, dass die Borel-Mengen B; und R dieselbe Méchtigkeit
besitzen, |B;| = |R|. Fiir die iiberabzéhlbare Cantormenge C C [0, 1] (siehe Ubungen) gilt
ebenso |C| = |R| und damit

PO =IP(R)] > [R] = [By].-

Es existiert also eine Teilmenge A C C, die nicht Borel-messbar ist. Da A(C) = 0, stimmt die
Borel-messbare Funktion 1y ;) also A-fast sicher mit der nicht Borel-messbaren Funktion
L)\ a Uberein.
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6. Integrierbare Funktionen

Stichpunkte. Integrierbare Funktionen und ihr Integral, Dreiecksungleichung, Majorantenkriterium, Satz von der
dominierten Konvergenz, Ausschopfungssatz, Riemann- vs. Lebesgue-Integral, Parameterintegrale

Bis hierhin haben wir nur positive Funktionen integriert. Dies wollen wir nun auf beliebige messbare
Funktionen ausdehnen.

Definition 6.1. Ist (X, .A) ein Messraum, so sei
M(X, A):={f: X — R| f ist A-messbar}.

Diese Schreibweise passt natiirlich zur schon vorher benutzten Schreibweise M (X, A) fiir die
nicht-negativen .4-messbaren Funktionen.

Beachten wir nun, dass wir eine Funktion f : X — R in ihre Positiv- und Negativteile f1 : X — [0, o]
aufspalten konnen (vergleiche Definition 3.15), d.h. es gilt

f=f+—f- mit fi:=max(f,00 und f_:=max(—f,0),
und dass nach Proposition 3.12 und Korollar 3.16 (ii)
feM(X A <& fr e Mi(X, A)und f_ € M (X, A),

so ergibt die folgende Definition einen Sinn.

Definition 6.2. Es sei (X, A, u) ein Mafiraum. Eine Funktion f € M (X, A) heif8t y-integrierbar
(oder kurz: integrierbar), falls

/f+dy<oo und /f,dy<oo.

In diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von f bzgl. y definiert als

/fdﬂ:Z/deﬂ:/hdu—/f—du-i

Ist ferner A € A und f1, p-integrierbar, so nennen wir f auf A integrierbar und setzen

/Afdy ::/f]lAdy.

"Es ist also [ f du € (—oo,00).

Bemerkung 6.3. (i) Wie zuvor benutzen wir auch die Schreibweisen

[ fau=: [ fe0 du(x) = [ £x) plx).
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(i) Ist f € M, (X, A), so ist f integrierbar, falls [ f du < oo.

(iii) In manchen Anwendungen ist es zweckmifig, eine messbare Funktion f : (X, .4) — R als
p-quasi-integrierbar zu bezeichnen, falls

/f+dy<oo oder /f,d;l<oo

und auch in diesem Fall [ f dy := [ f. du— [ f— du € [—o0,00] zu setzen. Allerdings miissen
hier die Rechenregeln, die wir im Folgenden besprechen, nicht unbedingt immer gelten.

Wir sammeln zundchst die grundlegenden Eigenschaften des Integrals.

Satz 6.4. Es sei (X, A, u) ein MaSraum.
(i) Sei f € M(X, A).

a) Es gilt
f ist p-integrierbar & |f| ist p-integrierbar

und in diesem Fall gilt die Dreiecksungleichung | [ f du| < [ |f] du.

b) Ist ¢ € M (X, A) u-integrierbar und gilt |f| < g u-fast sicher, so ist f ebenfalls
p-integrierbar. (Majorantenkriterium”)

c) Ist A € A, so gilt

f ist p-integrierbar < f ist y-integrierbar auf A und auf A°

und in diesem Fall gilt [, fdu = [, fdu+ [, f du.
(ii) Sind f,g € M(X, A) p-integrierbar, so gilt:
a) Ist f + g definiert, so ist f + g p-integrierbar und [(f+g) du = [ fdu+ [ g dpu.
b) Die Funktion af ist fiir jedes « € R p-integrierbar und [(af) dy =« [ f du.
c) Gilt f < g p-fast sicher, so auch [ fdu < [ gdp.
d) Isth € M(X, A) und gilt f = h p-fast sicher, so ist auch h p-integrierbar und es gilt
Jfdu=[hadp.
(iii) Ist ¢ : (X, A) — (Y, B) messbar und f € M(Y, B), so gilt

f ist y,-integrierbar <& f o ¢ ist py-integrierbar

und in diesem Fall gilt die Transformationsformel fiir das Bildmaf
dny = | i
/Yf o= | (fog)du

(iv) Ist € M. (X, A) und p ein Maf mit Dichte ¢ bzgl. y, dh. p = ¢ -4, so gilt fiir
feM(X A):
f ist p-integrierbar < f - ¢ ist p-integrierbar

und in diesem Fall ist

/fdp=/f¢du-

“Man nennt g in diesem Fall auch eine integrierbare Majorante von f.
bsiehe Korollar 5.20.
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Beweis. (i.a) Es gilt f = f, — f_ mit fy € M, (X, A). Ferner ist |f| = fy + f- € M (X, A).
Aus der Additivitdt des Integrals nicht-negativer Funktionen folgt damit

[ fedut [ fdu= [If1dn.

Insbesondere ist [ |f| di < co genau dann, wenn [ fi du < oo. Ferner folgt in diesem Fall aus
der Dreiecksungleichung auf IR, dass

[ ran|=|[reu= [rau] <|[foan|+| [ 5 dn| = [ Feane [ £ au= [171an

(ib) Aus |f| < g u-fast sicher folgt mit Proposition 5.28 (i), dass

/\fldﬂé/gdu<°°-

Wegen (i.a) ist f also p-integrierbar.
(i.c) Da |f| = |f|1a + |f|Lac folgt wieder aus der Additivitdt des Integrals nicht-negativer

Funktionen, dass
dyu = / du + / du.

Insbesondere ist [, |f| du < oo genau dann, wenn beide Integrale auf der rechten Seite endlich
sind. Nach (i.a) zeigt dies wiederum, dass f p-integrierbar ist genau dann, wenn f auf A und
auf A° p-integrierbar ist. Der Rest der Aussage folgt dann mit der Additivitdt des Integrals, die
wir im nédchsten Punkt beweisen.

(ii.a) Da [f +g| < |f| + |g| folgt die p-Integrierbarkeit von & := f + g aus dem Majoranten-
kriterium und (i.a). Nun teile f und g in ihre Positiv- und Negativteile auf, d.h. f = f, — f_
und ¢ = gy — ¢ mit fi,gr € M;(X, A) jeweils p-integrierbar. Dann ist h = hy —h_ =
fr—f-+8g+—8-,dhhy +f +g_ =h_+ f, +g.. Mitder Additivitit des Integrals nicht-
negativer Funktionen folgt

/h+d;4+/f_d;4+/g_dy:/h_dy+/f+dy+/g+dy.

Da alle hier beteiligten Integrale endlich sind, konnen wir umordnen und erhalten
JU+gyau=[nau=[nedu— [n_dy
:/f+dﬂ—/ffdﬂ+/g+dﬂ—/87dﬂz/fdPH'/gdﬂ-

(ii.b) Da |af| = |a||f| € M4+ (X, A), folgt die u-Integrierbarkeit von af aus Teil (i) und der
positiven Homogenitét des Integrals fiir nicht-negative Funktionen. Da

<af>+={"‘f+' “=20 und <ucf>_:{"‘f' *=9

—af_, a<0 —afy, a«<0

folgt aus der positiven Homogenitit ebenso, dass im Falle « > 0

/(vcf>du=/txf+dﬂ—/af—dﬂzﬂ/hdﬂ—a/f—dﬂza/fdﬂ
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und analog im Falle & < 0.

(ii.c) Aus f < g u-fast sicher folgt f, < g+ und g_ < f_ jeweils p-fast sicher. Damit folgt die
Behauptung aus Proposition 5.28 (i).

(ii.d) Nach Voraussetzung gilt insbesondere auch || = |f| p-fast sicher. Da |f| nach (i.a) u-
integrierbar ist, folgt die y-Integrierbarkeit von & aus dem Majorantenkriterium. Die Gleichheit
der Integrale von f und & folgt dann durch zweimalige Anwendung von (ii.c)

(iii) Wegen (f o @)+ = f+ o ¢ folgt dies unmittelbar aus Proposition 5.22.

(iv) Da ¢ > 0 folgt (f - )+ = f+ - ¢ und die Aussage folgt sofort aus Korollar 5.20. O

Neben dem Satz tiber die monotone Konvergenz ist der nachfolgende Satz das zweite Hauptresultat
der Lebesgueschen Integrationstheorie.

Satz 6.5 (Satz liber die dominierte Konvergenz (bzw. Satz von Lebesgue)). Sei (X, A, ) ein Mafiraum,
f e M(X,A) und (f,)nen eine Folge in M(X, A), so dass

(i) fun — f p-fast sicher,

(ii) es existiert eine p-integrierbare Funktion ¢ € M (X, .A), so dass

VneN: |fu| <g p-fastsicher.

Dann sind die Funktionen f,,n € IN, und f ebenfalls y-integrierbar und es gilt

tim [ fudu= [ £

Man nennt die Funktion g eine integrierbare Majorante der Folge (f,).

Beweis. Aus (i) und (ii) folgt
fal <g und [f]<g

jeweils p-fast sicher, d.h. aus dem Majorantenkriterium (Satz 6.4 (i.b)) folgt, dass auch f und die
fn jeweils p-integrierbar sind. Nun unterscheiden wir zwei Félle.

1. Fall: Wir nehmen an, dass die Aussagen in (i) und (ii) sogar auf ganz X gelten (und nicht nur
p-fast tiberall) und dass g(x) < o0, x € X.

Dann nehmen auch die Funktionen f, und f die Werte d-co nicht an, d.h. die nicht-negative
Funktion |f, — f| ist auf ganz X definiert und .A-messbar. Wegen

[ = fI< ful +1f1 = 28
und dem Majorantenkriterium ist die Funktion |f, — f| dann auch p-integrierbar. Unser Ziel ist
nun, zu zeigen, dass

limsup [ |fn — f| du <0.

n—oo

Dies wiirde lim, .« [ |fs — f| du = 0 implizieren und damit auch die behauptete Konvergenz,
denn wegen der Dreiecksungleichung gilt dann

v [ g au] =] [Gu= ] < [1f= A dp 0 (0 s o)

Um obige Abschitzung zu zeigen sei hy, := 2¢ — |f, — f|. Dann gilt 0 < h,, < 2¢ und h, — 2g.
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Insbesondere ist 11, ebenfalls p-integrierbar und mit dem Lemma von Fatou (Lemma 5.17) folgt

/Zg dy = /(hmgfhn) du < nm?f/hn dy = liminf </2g dy — / fu— £l dy)

_ /Zg du —limsup [ |fu — f| d,

n—o0

was
limsup [ |fu — f| du <0

n—oo

impliziert und damit den Beweis im 1. Fall vervollstandigt.

2. Fall: Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Die Mengen

A={fu—=f}, Av={lful <g} (meN) und B:={g<oo}
sind Elemente von A und nach Voraussetzung gilt (X \ A) = u(X\ A,) = 0 fir n € IN. Nach
Proposition 5.28 (iii) gilt ferner (X \ B) = 0. Nun sei

C:=ANBN () A
nelN

Dann ist 4(X \ C) = 0. Setzen wir
F,:= fulc, F:=flc und G:=glg,

so sind dies jeweils .A-messbare Funktionen, es gilt F, = f,, F = f und G = g jeweils p-fast
sicher, und
(I) |Fu(x)] <G(x) (xeX,neN) und (II) lim F.(x) =F(x) (x€X).

Ferner ist G auch p-integrierbar und G(x) < oo, x € X. Also sind alle Voraussetzungen von
Schritt 1 erfiillt und zusammen mit Satz 6.4 (ii.d) erhalten wir

y}i_r}go/fndyzr}ggo/lfndy:/lfdy:/fdy.
0

Bemerkung 6.6. Auf die Existenz einer integrierbaren Majorante ¢ kann im vorherigen Satz
nicht verzichtet werden. Selbst im Falle

sup [ |ful du < oo

nelN
ist die Vertauschung (oder sogar die Existenz) der Grenzwerte im Allgemeinen nicht gerecht-
fertigt (bzw. gegeben). Dies sieht man etwa wieder am Beispiel (R, B1,A) und f, = %ﬂ[o,n]r
vergleiche Bemerkung 5.16 (ii).

Beispiel 6.7. Ist u ein endliches MaB auf (X, .A) (z.B. ein Wahrscheinlichkeitsmafl) und (fy)nen
eine gleichméfiig beschrankte punktweise konvergente Folge in M (X, A), d.h. es existiert ¢ > 0
und f € M(X, A) mit

fan—=f und |fu] <c (meN),
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so gilt

,}g{}o/fndHZ/de-
Denn in diesem Fall ist ¢ - 1 x eine integrierbare Majorante.

Der Satz iiber die dominierte Konvergenz erlaubt es zum Beispiel, ein Integral tiber X durch
Ausschopfen von X zu berechnen.

Korollar 6.8. (Ausschopfungssatz) Sei (X, A, u) ein Mafiraum und (X, ),en eine Folge in A4, so
dass X, C Xj,41 und X = Upen Xy ® Dann sind fiir f € M(X, A) dquivalent:

(i) f ist p-integrierbar.

(i) sup,e Jx, [f] du < oo.
In diesem Fall gilt

Jofdu=tim [ fan

Man nennt (X, ),enN in diesem Fall eine Ausschopfung von X.

Fir f : X — R ist beispielsweise X, := {|f| < n} eine mdgliche Wahl fiir das vorherige Korollar.
Dies zeigt etwa, dass man in vielen Beweisen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen
kann, dass eine integrierbare Funktion beschrankt ist.

Beweis. Setze f, := flx,,n € IN. Dann impliziert die Ausschopfungseigenschaft der X, dass

1x, / 1x und damit f, — f und |f.| 7 |f].

(i) = (ii): Wegen |f,| < |f]| ist f in diesem Fall eine p-integrierbare Majorante, d.h. aus dem
Satz iiber die dominierte Konvergenz folgt

/deﬂz,}gr;o/fndﬂz,}g{}o/xnfdﬂ-

Ferner gilt offensichtlich

sup [ Ifl du=sup [ 1ful dx < [ |f] dp <.
nelN v X X

neN 7 Xu

(ii) = (i): Aus dem Satz tiber monotone Konvergenz folgt

J 1 = Jim, [ 1fol dp=sup [ 1f] du < o

Also ist | f| und damit auch f selbst p-integrierbar. O

Wir wenden uns noch ein paar Anwendungen der dominierten Konvergenz zu.

1. Anwendung: Vergleich Riemann- und Lebesgue-Integral

Vereinbarung: Es ist sinnvoll, im Folgenden die Einschrankung A|; des Lebesgue-Mafes auf ein
Intervall I C R einfach wieder mit A zu bezeichnen.
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Satz 6.9. Sei f : [4,b] — R Riemann-integrierbar und Borel-messbar. Dann ist f auch A-
integrierbar und

b
/a fydx= [ far,

d.h. das Riemann-Integral von f (auf der linken Seite) stimmt mit dem Lebesgue-Integral von f
(auf der rechten Seite) tiberein.

Beispiel 6.10. (i) Aus den Analysis-Grundvorlesungen wissen Sie, dass jede Regelfunktion f
Riemann-integrierbar ist. Als gleichméafliger Grenzwert von Treppenfunktionen ist f dann auch
Borel-messbar. Die Klasse der Regelfunktionen umfasst insbesondere alle stetigen Funktionen
und alle monotonen Funktionen.

(ii) Wir kennen mit der Dirichlet-Funktion 1gn, ;) bereits eine A-integrierbare Funktion, die
nicht Riemann-integrierbar ist. Es gilt also die Inklusionskette

{Regelfkt. } C {messbar und Riemann-integr.} C {Lebesgue-integr.}

Wir werden nach dem Beweis des Satzes noch einmal auf die Frage der Borel-Messbarkeit von
Riemann-integrierbaren Funktionen zu sprechen kommen.

Beweis (von Satz 6.9). Da Riemann-integrierbare Funktionen beschrinkt sind, konnen wir (unter
Verwendung von Beispiel 5.23 (i)) durch Ubergang zur Funktion

0,1] 2 x+— f((b—a)x+a) — inf]f(x) € [0,00)

x€lab
ohne Einschrankung annehmen, dass f : [0,1] — [0, o) abbildet.

Wir betrachten eine Folge (Z,),en von Zerlegungen des Intervalls [0, 1] gegeben durch

Zy={x;:j=0,...,2"}, wobeix; = 2]7

Man beachte, dass Z, C Z,.1,n € IN. Fiir fixiertes n und 1 < j < 2" setzen wir

M;:= sup f(x) und m;:= inf f(x)

xe(xj,l,xj} XG(X/‘,l,x]‘]
und betrachten die Treppenfunktionen
2" 2"

Gy = ZMJIL(Xj—1,Xj] und gy := me]l(xffl'xf]'
= =

Nach Konstruktion gilt
gn(x) < f(x) < Gulx), x€(0,1].

Betrachten wir nun zunichst die Gy: diese sind Borel-messbar und wegen Z, C Z,; gilt
Gp+1 < Gy, d.h. G := limy, o G, existiert und ist ebenfalls Borel-messbar. Ferner gilt

Ga(0)| < Ifllew := sup |f(x)], x€[0,1].
x€[0,1]

Da A|jg) endlich ist, ist die konstante Funktion || f||., 1}y 1] also eine integrierbare Majorante
der Folge (Gy)nen- Aus dem Satz iiber die dominierte Konvergenz folgt somit, dass auch G
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integrabel ist und es gilt

G dA = lim Gy dA.
[0.1] n—ee Jo,1]

Aber nach Beispiel 5.8 (ii) gilt

[ Gudr= ZM —xj_1) = Ouf.
01) =

Dies ist gerade die Riemannsche-Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z,,. Da f Riemann-
integrierbar ist und die Feinheit der Zerlegungen Z,, fiir n — oo gegen 0 geht, folgt insbesondere

1

GdA=1lm [ Gy dA_llmOnf:/f(x)dx
[0,1] n—oo J[01] 0

Betrachten wir nun auf analoge Weise die Funktionen g;,, deren Integral gerade die Riemannsche-

Untersumme von f zur Zerlegung Z, liefert. Wie zuvor existiert ¢ := lim;, . g», diese Funktion

ist integrierbar und es gilt

1
/ gdA = / f(x) dx, alsoauch gdA = GdA  und (G—g)dr=0.
[0,1] 0 [0,1] [0,1] [0,1]
Da G — g > 0 folgt also aus Proposition 5.28 (iii), dass G = g A-fast-sicher, d.h. lim, ;.. G, =
lim, 00 §n A-fast sicher. Wegen g, < f < G, zeigt dies, dass auch f = G = g A-fast sicher. Da f
nach Voraussetzung Borel-messbar ist, folgt also aus Satz 6.4 (ii.d), dass f ebenfalls A-integrierbar

ist und dass )
/ fd)\:/ Gd}\:/f(x)dx
[0,1] [0,1] 0

O

Bemerkung 6.11. (i) Eine genauere Inspektion des Beweises wiirde zeigen, dass fiir eine be-
schrankte Funktion f : [4,b] — R gilt, dass

f Riemann-integrierbar < f ist A-fast sicher stetig,

d.h. die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine A-Nullmenge.

(ii) Auf die vorausgesetzte Borel-Messbarkeit von f kann nicht verzichtet werden. Ist etwa
C C [0,1] die Cantor-Menge und A C C eine nicht Borel-messbare Teilmenge (vergleiche
Bemerkung 5.29), so ist die Funktion 1y ), 4 auf der offenen Menge (0,1) \ C stetig (denn sie
ist dort konstant 1). Wegen A(C) = 0 ist die Funktion also auf [0, 1] fast sicher stetig, d.h. nach
Bemerkung (i) auch Riemann-integrierbar. Die Funktion ist aber nicht Borel-messbar, d.h. erst
recht nicht A-integrierbar.

(iii) Verzichtet man auf die Borel-Messbarkeit von f, so gilt zumindest noch: Ist f : [2,0] — R
Riemann-integrierbar, so existiert eine A-integrierbare Funktion f : [2,b] — R, so dass f = f
A-fast sicher und

b 3
/a f(x) dx = [a,b]f dA.

In der Tat, die Funktion f := G aus dem Beweis tut es.

(iv) Hétten wir statt des Lebesgue-Mafles A dessen Vervollstindigung A betrachtet (vergleiche
Satz 4.14), so gilt: Jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R ist A-integrierbar und es
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gilt
b _
/ F(x) dx = / Fdn,
a [a,b]
vergleiche Bemerkung 5.29 (i).
Werfen wir auch noch einen Blick auf uneigentliche Riemann-Integrale.
Definition 6.12. Seien 4,b € R,a < b. Dann heifit f : (4,b) — R lokal Riemann-integrierbar,

falls f auf jedem kompakten Teilintervall von (4, b) Riemann-integrierbar ist. Ist f lokal Riemann-
integrierbar und existiert fiir jede Ausschopfung’ I, := [an,by],n € N, von (a,b) der Grenzwert

by
nlgr‘}o/an f(x) dx

und ist unabhédngig von der Wahl der Ausschopfung, so heifst f uneigentlich Riemann-

integrierbar auf (a,b) und obiger Grenzwert wird mit | ab f(x) dx bezeichnet und uneigentliches
Riemann-Integral von f genannt.

“Es gilt also I, C I,;11 und Uuen In = (a,b).

Man wiirde vermuten, dass eine zu Satz 6.9 analoge Aussage auch fiir uneigentlich Riemann
integrierbare Funktionen gilt, d.h. ist f : (4,b) — R uneigentlich R.-integrierbar und Borel-messbar,
so ist f auch A-integrierbar und die Integrale stimmen {iberein. Leider ist dies i.A. falsch.

Beispiel 6.13. In der Analysis-Grundvorlesung wurde gezeigt, dass die stetige Funktion

f:(O,oo)er—>Sinx(x)€R

uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Wir behaupten, dass diese Funktion nicht A-integrierbar
ist. Um dies zu sehen, betrachten wir die Ausschopfung

(0,(n+1)m], neN

von (0, 0) und zeigen, dass

sup |f\ dA =oco. (%)
neN  (0,(n+1)7

Eine Anwendung von Korollar 6.8 liefert dann das Gewiinschte.

Um (%) zu zeigen, berechnen wir zunéchst.
(k+1)7 T
/ sin(x)| dx = / sin(x) dx =2, ke N.
km 0

Damit folgt dann fiir alle n € IN mit Satz 6.9, dass

(k+1)7
/(0( f| dA>Z/ (k+1) 7 |f| dA_Z/
(k+1)7 ] n 2
Z};W/]m |sin(x)]| dx:k;m.

sm

dx

Nun folgt (x) aus der Divergenz der harmonischen Reihe.
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Verkiirzt gesagt liegt der Grund fiir die fehlende A-Integrierbarkeit von sin(x)/x in der Tatsache
begriindet, dass man Positiv- und Negativ-Teil der Funktion getrennt betrachten muss, wahrend
beim Riemann-Integral gewisse Ausloschungseffekte zwischen Positiv- und Negativteil genutzt
werden kénnen.

Tatsdchlich lasst sich zeigen, dass nicht-negative uneigentlich Riemann-integrierbare Funktionen
auch A-integrierbar sind, genauso wie solche, die auch absolut uneigentlich Riemann-integrierbar
sind.

Satz 6.14. Seien a,b € R,a < bund f : (a,b) — R sei lokal Riemann-integrierbar. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist A-integrierbar.
(ii) |f| ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

In diesem Fall ist auch f uneigentlich Riemann-integrierbar und es gilt

/abf(x) dx = /(a,b)fd)\.

Beweis. Sie finden den Beweis im Anhang an dieses Kapitel. ]

Beispiel 6.15. Die Funktionen (0,1) > x — x? € (0,c0) ist genau dann A-integrierbar, wenn
a > —1 und in diesem Fall gilt

1

1
dA:/ Ty =
(0,1)f ox * a+1

2. Anwendung: Parameterintegrale

Wir betrachten wieder einen Mafiraum (X, A, u) und wollen Funktionen der Gestalt

20 ::/Xf(x,t) du(x), teICR,

auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit untersuchen. Hierbei ist I C R ein Intervallund f : X x I — R
eine Funktion, so dass fiir jedes ¢t € I die Funktion

Xox— f(xt) eR

p-integrierbar ist (damit die Definition von F Sinn macht).
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Beispiel 6.16. Wir betrachten die Gamma-Funktion

T:(0,00) =R, T(t)= /(0 A aA),
miissen also zeigen, dass die Funktion (0,00) 5> x Wl e (0, 00) tatsdchlich fiir jedes t > 0
integrierbar ist. Unter Verwendung von Satz 6.4 (i.c) geniigt es hierzu, separat die Integrierbarkeit
auf (0,1) und auf [1, ) zu zeigen. Wir machen dies exemplarisch fiir den zweiten Fall: Fiir
x> 1 gilt

0 @ o=l — (xt—le—x/Z) e 2 < M/,

wobei M; := sup, . (x'"le7*/2) < o0. Da

/ e 2 d\(x) = / e™*2 dx < 0,
[1,00) 1

zeigt das Majorantenkriterium, dass [1,00) 5 x — st =lp—s integrabel ist. So sehen wir also, dass

die Gamma-Funktion wohldefiniert ist und mit Satz 6.14 folgt auch sofort, dass wir I' auch als
uneigentliches Riemann-Integral auffassen konnen:

I(t) = / xle*dx, >0
0

“Ferner zeigt dies fiir t > 0:

I(t+1)= /0 xte™ dx = —xte |2, +t/0 xtle™¥dx = tI'(t), T(1) = /0 e Ydx=1.

Insbesondere ist also I'(n) = (n — 1)! fiir n € IN. Die Gamma-Funktion verallgemeinert also die Fakultdtsfunktion.

Kommen wir nun wieder zum abstrakten Fall zurtick.

Satz 6.17. Die Funktion F : I — RR sei wie zu Beginn des Abschnitts definiert.

(i) Esseitg € I und

* es existiere eine p-integrierbare Funktion ¢, so dass

VielLxe X: |f(xt)] < o(x),

e fir alle x € X sei die Abbildung t — f(x,t) stetig in fo.
Dann ist auch F stetig in t.
(ii) Es sei
e die Abbildung t — f(x,t) fiir alle x € X differenzierbar mit Ableitung o;f(x,t), und

* es existiere eine p-integrierbare Funktion ¢, sodass

VielLxe X: |0f(x,t)] < ¢(x).

Dann ist F auf I differenzierbar, die Abbildung x — 0;f(x,t) ist y-integrierbar fiir alle
t € I und es gilt

F(t) = /atf(x,t) dy.
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Beweis. (i) Sei (t,)nen eine Folge in I mit t, — to. Ferner sei f,,(x) := f(x,t,),x € X. Dann ist
(fn)nen eine Folge in M(X, A), es gilt f,,(x) — f(x,to) und |f,(x)| < ¢(x) fur alle x € X. Aus
dem Satz iiber die dominierte Konvergenz folgt

tim F(ta) = lim [ ful(x) du = [ £(x,t0) du = F(to),

n—oo
also ist F folgenstetig in to und damit auch stetig.

(ii) Es sei tp € I und (t,),en eine Folge in I\ {tp} mit t, — t. Die Funktionen

X = R, hn(x)::f(x’t';)_{(x’to), neN
n— L0

sind A-messbar und es gilt

9:f(x,tp) = 1i_r>n he(x), x€X,

d.h. auch 0:f(., to) ist A-messbar. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung impliziert ferner,
dass
ha(x)] < sup f (x, 5] < $(x), x € X.
tel

Also sind die Voraussetzungen des Satzes iiber die dominierte Konvergenz fiir die Folge
(hp)nen erfiillt. Insbesondere sind die Funktionen h, und 0:f(., tp) beide p-integrierbar und
unter Verwendung der Linearitdt des Integrals (fiir die erste Gleichung) folgt

lim F(tn) = F(to) = lim /hn dy = /atf(x,tg) du(x).

n—00 t, — to n—00

Da die Folge t, — to beliebig war, existiert F/(fp) und stimmt mit dem letzten Integral iiberein.
O

Beispiel 6.18. 1) Wir betrachten nochmal die Gamma-Funktion

[:(0,00) >R, TI(t)= /( )xt’le*x dA(x) = / x'lem¥ dx
0,00 0

und wollen zeigen, dass I' (beliebig oft) differenzierbar ist. Hierzu gentigt es wieder, separat die
Funktionen Fy, F, : (0,00) — R, definiert durch

Ei(f) = / ¥l dA(x), Ea(t) = / e dA(x),
(0,1) [1,00)

zu betrachten. Wir machen dies wieder exemplarisch fiir die Funktion F,. Hier geniigt es zu
zeigen, dass F|(, flir alle 0 < a < b differenzierbar ist. Um dies zu sehen, verwenden wir fiir
x > 1 die Abschitzung

’at(xtflefx) tflefx

= ‘ln(x)x = (|1n(x)| xt’le’x/z) e *2 < <|ln(x)| xb’le’xﬂ) e /2,
Hier haben wir genutzt, dass fiir x > 1 die Funktion (a,b) > t — x'~! monoton wachsend ist.
Setzen wir nun

Nj :=sup <|1n(x)| xb’le*"/z) < oo,

x>1
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so folgt

‘Gt(xt’le”‘) < Nye ™2 =i p(x), (t€ (a,b),x>1).

Da 1 auf [1,00) integrierbar ist, folgt aus Satz 6.17, dass F, auf (a,b) differenzierbar ist und

E) = /[ )at(xt’le’x) dA(x) = /ooln(x)xt’le’x dx.
1,00 1

Das gleiche Argument (und Induktion) zeigt sogar, dass F, beliebig oft differenzierbar ist.

2) Als Anwendung des Gezeigten erwdhnen wir noch, dass

I/(f) = /( - (In(x))2x e~ dA(x) > 0,

>0

d.h. T ist konvex.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Beweis von Satz 6.14). Sei I, := [ay, by],n € IN, eine beliebige Ausschopfung von (4,b). Dann ist f nach
Voraussetzung auf allen I, Riemann-integrierbar, d.h. mit Satz 6.9 auch A-integrierbar, und es gilt

by
f(x)dx:/lfd/\, neN. (%)

an

1. Fall: Es gilt f(a,b) C [0,00), d.h. |f| = f.

Ist f A-integrierbar, so gilt mit Korollar 6.8, dass

b” . .
I x)dx=lim [ fax= [ fan.
i ), W dx=lim ) fA= oy
Also ist f uneigentlich Riemann-integrierbar und | ab f(x)dx = | (a,b) f dA. Ist umgekehrt f uneigentlich Riemann-
integrierbar, so folgt wieder mit (%), dass

/ahf(x) dx = tim [ f(x) dx:nlgl(}o/lufd)\.

n—o0 Jg,
Also ist die nicht-negative Folge ( [, 1, f dA)nen konvergent und beschrénkt, d.h. aus Korollar 6.8 folgt, dass f

A-integrierbar ist.

2. Fall: Fiir allgemeine f schreiben wir f = f; — f_. Dann sind auch f4+ = max(+£f,0) lokal Riemann-integrierbar.
Ferner gilt wegen Schritt 1:

f ist A-integrierbar < f4 sind A-integrierbar
& f4 sind uneigentlich Riemann-integrierbar

< |f| ist uneigentlich Riemann-integrierbar

Hierbei folgt die letzte Aquivalenz in der Richtung = aus der Identitét |f| = f+ + f—. Und in der Richtung < aus
dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen und der Dreiecksungleichung fiir das Riemann-Integral. Schliefilich ist mit f-
dann auch f uneigentlich Riemann-integrierbar und es gilt

/jf(x) dx = /fﬂ(x) dx — /jﬂ(x) dx = /@) FidA— /(;Lb) FodA = /@f da.
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7. Eindeutigkeit von MaRen

Stichpunkte. Dynkin-System, Schnitt-Stabilitdt, Schnitt und Erzeuger von Dynkin-Systemen, Satz von Dynkin,
Mafieindeutigkeitssatz, Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafses

Wir lassen die Integrale nun wieder fiir einen Moment beiseite und beschiftigen uns in diesem
Abschnitt noch einmal mit allgemeinen Mafien. Genauer wollen wir die Frage beantworten, ob zwei
MagBe p,v : A — [0,00], die auf einem Erzeuger £ von A iibereinstimmen, schon identisch sein
miissen. Als Hilfsmittel zur Beantwortung dieser Frage benotigen wir einen neuen Begriff.

Definition 7.1. Ein Mengensystem D auf X heifst Dynkin-System®, falls Folgendes gilt:
i) X € D.
(i) Ae D= A°eD.
(iii) (An)nen disjunkte Folgein D = U,en An € D.

“Benannt nach Eugene Dynkin.

Bemerkung 7.2. (i) Eine o-Algebra unterscheidet sich also von einem Dynkin-System nur in
Eigenschaft (iii). Bei einer o-Algebra A muss bekanntlich die Vereinigung einer beliebigen Folge
aus A wieder in A liegen. Insbesondere ist also jede o-Algebra auch ein Dynkin-System.

(i) Auf X = {1,2,3,4} sei D = {©,{1,2},{3,4},{1,4},{2,3},X}. Dann ist D ein Dynkin-
System, aber keine o-Algebra.

(iii) Mit dem tiblichen Trick (setze A, = @ fiir n > 3) sehen wir, dass auch die Vereinigung von
zwei disjunkten Mengen aus D wieder in D liegt.

Beispiel 7.3. Es seien u, v endliche Mafle auf (X, .4) mit y(X) = v(X). Dann ist
G:={AcA:pu(A)=v(4)},
das System der Mengen, auf denen y und v iibereinstimmen, ein Dynkin-System auf X, denn:

(i) Nach Voraussetzung gilt #(X) = v(X), d.h. X € G.
(ii) Sei A € G. Dann ist auch A € G, denn da es sich um endliche Mafse handelt, gilt

p(AS) = p(X\ A) = p(X) = p(A) = v(X) —v(A) = ... = v(A°).

(iil) Ist (A;)nen eine disjunkte’ Folge in G, so ist auch A := U,enA,; € G, denn aus der
oc-Additivitat der Mafle folgt

V(A>=u<U An> =Y uA)= Y v(A) =...=v(A).

nelN nelN nelN
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"Hatten wir beliebige Folgen zulassen miissen (weil wir priifen wollen, ob G eine o-Algebra ist), hatten wir die
o-Additivitit der Mafle nicht benutzen konnen.

Viele Eigenschaften von o-Algebren lassen sich auf Dynkin-Systeme {ibertragen.

Proposition 7.4. (i) Es sei M eine nicht-leere Menge von Dynkin-Systemen auf X. Dann ist "M,
der Schnitt aller Dynkin-Systeme aus M, wieder ein Dynkin-System auf X.

(ii) Es sei £ ein Mengensystem auf X. Dann ist
6(€) := ({D : D ist Dynkin-System auf X und £ C D}

das kleinste Dynkin-System auf X, das £ enthidlt. Man nennt 6(€) das von £ erzeugte Dynkin-
System auf X. Ist ferner F ein Mengensystem auf X mit §(F) = D, so heifit F ein Erzeuger
von D.

Beweis. Vollig analog zu den Beweisen von Satz 2.7 und Korollar 2.9. O

Bemerkung 7.5. Fiir jedes Mengensystem & gilt §(€) C ¢(€), denn ¢ (&) ist auch ein Dynkin-
System, dass £ enthilt. Die umgekehrte Inklusion ¢(£) C §(&), und damit die Gleichheit beider
Mengensysteme, gilt, falls 6(€) auch eine o-Algebra ist (die dann ebenfalls £ und damit o(&)
enthalt).

Lemma 7.6. Es sei D ein Mengensystem auf X. Dann sind dquivalent:

(i) D ist ein Dynkin-System und D ist (-stabil, d.h.

VA, BeD: ANBe&D.

(ii) D ist eine o-Algebra.

Beweis. Dass eine o-Algebra ein N-stabiles Dynkin-System ist, ist klar. Sei umgekehrt D ein
N-stabiles Dynkin-System und (A, )»en eine Folge in D. Es ist zu zeigen, dass U,cn An € D.
Dazu setzen wir B; := A; und

Byi=Au\ (A1U...UA,1) = {21 (AnNA]), n>2.

Aufgrund der vorausgesetzten ()-Stabilitit und der Komplement-Stabilitdt eines Dynkin-Systems
ist dann B, € D fiir alle n € IN. Aulerdem ist die Folge (B,,)nen disjunkt mit

U 4. = U B
nelN nelN

Aufgrund der dritten Eigenschaft eines Dynkin-Systems ist diese Vereinigung wieder ein Element
von D.

O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun ein einfaches Kriterium angeben, wann ¢(€) = 6(€) gilt.

Satz 7.7 (Satz von Dynkin). Sei £ ein N-stabiles Mengensystem auf X. Dann ist auch §(&) N-stabil.
Insbesondere gilt 0(€) = 6(E).
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Beweis. Es ist nur die N-Stabilitdt von §(&) zu zeigen, denn dann ist 6(€) mit dem vorherigen
Lemma eine o-Algebra, d.h. wie in Bemerkung 7.5 beschrieben folgt (£) = ().

Dazu sei
={ACX|VBes&):ANBes&)}.

Dann ist die -Stabilitdt von §(&) dquivalent zu
i(&) Cg.

Dies zeigen wir nun in vier Schritten:

1. Schritt: Wir schreiben G als
g = m Gp mit QB::{AQX]AQBG(S(E)}.
Beé(€)
2. Schritt: Fiir B € 6(€) sind die Gp, und damit auch deren Schnitt G, Dynkin-Systeme.
Beweis:
(i) XNB=Be€s(), dh. X € Gp.
(i) Ist A € Gg, dh. ANB € 4(E), so gilt
A°NB=(AUB) = ((ANB)UB) €4(&).
Hier nutzen wir, dass die auftretende Vereinigung disjunkt ist und das Dynkin-System
0(&) stabil unter disjunkten Vereinigungen und Komplementen ist. Also ist A° € Gp.

(iii) Ist (An)nen eine disjunkte Folge in Gg, d.h. A, N B € 6(€), so gilt

(U An>ﬂB: U (4. NB) € 5(E),

nelN nelN
denn (A, N B)yen ist eine disjunkte Folge in 6(E). Also ist U,enAy € Gp.
3. Schritt: Fiir B € £ gilt £ C Gp.
Beweis: Dies folgt sofort aus der N-Stabilitdt von £.
4. Schritt: Es gilt £ C G und damit wegen Schritt 2 auch §(€) C G.

Beweis: Aus dem 2. und 3. Schritt folgt, dass 6(€) C Gp fiir alle B € £. Aber dies ist d&quivalent
zZu:

VBe EVAE€S(E): ANBe(E)
& VAed(E)VBe&: BNAEc€HE)
& VAESE): E£CGa

& £C ﬂ Ga| =6.
A€é(€)

O

Bemerkung 7.8. Bevor wir unten zu einer konkreten Anwendung der entwickelten Theorie der
Dynkin-Systeme kommen, wollen wir noch einmal einen abstrakten Blick darauf werfen, wie
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Dynkin-Systeme in der Mafitheorie iiberhaupt ins Spiel kommen:

Oft hat man das Ziel zu zeigen, dass alle Elemente einer o-Algebra A = (&) eine gewisse
Eigenschaft E besitzen (z.B. dass y(A) = v(A) fiir alle A € A). Ohne Weiteres kann man aber
zundchst nur zeigen, dass alle Elemente des Erzeugers £ diese Eigenschaft besitzen. Um den
Sprung von & zu 0 (&) zu leisten, betrachte man dann zunichst die (gute) Menge

G := {A C X : A hat Eigenschaft E},

d.h. die Menge aller Teilmengen von X mit der Eigenschaft E. Nach Voraussetzung ist dann
1. £ CQG.

Nun zeige man noch
2. G ist ein Dynkin-System,” und
3. & ist -stabil.

Dann folgt aus 1. und 2., dass 6(€) C G und damit aus dem Satz von Dynkin, dass
c(&)=96(&)Cg,

d.h. alle Elemente von ¢(£) haben die gewiinschte Eigenschaft.

“In vielen Fallen ist G keine o-Algebra oder es ist zumindest leichter, G als Dynkin-System zu identifizieren,
vergleiche Beispiel 7.3.

Kommen wir nun zur Beantwortung der Frage, ob Mafe, die auf einem Erzeuger {ibereinstimmen,
schon identisch sein miissen. In dieser Allgemeinheit ist die Antwort leider nein.

Beispiel 7.9. Es sei X = {1,2,3}. Auf (X, P(X)) definiere Mafle y, v durch

n({1}) = p({2}) = p({3}) = %

und
W) =@ =g v =y

Dann stimmen y, v auf € := {{1,2},{2,3}} tiberein, aber nicht auf (&) = P(X).

Wie nach unseren Vorarbeiten zu erwarten war, ist in diesem Beispiel die fehlende N-Stabilitdt von &£
das Problem.

Satz 7.10 (MaReindeutigkeitssatz fiir endliche MaRe). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum und
A = o (&) fiir ein N-stabiles Mengensystem £. Sind y und v zwei endliche Mafe auf A, so dass

ple =vlg? und  p(X) = v(X),

so gilt y = v.

d.h. u(E) =v(E) furalle E € £.

Die Bedingung u(X) = v(X) ist insbesondere fiir Wahrscheinlichkeitsmafe erfiillt.
Beweis. Wir haben in Beispiel 7.3 bereits gezeigt, dass

G:={AcA:u(A)=v(A)}




7. Eindeutigkeit von MafSen 65

ein Dynkin-System ist. Nach Voraussetzung gilt £ C G, d.h. auch 6(€) C G. Aber nach
Voraussetzung ist £ auch N-stabil, d.h. Satz 7.7, zeigt, dass A = (&) = 4(€) € G, d.h.
u(A) =v(A) fir alle A € A. O

Auch fiir o-endliche Mafse gilt ein Eindeutigkeitssatz.

Satz 7.11 (Allgemeiner MaReindeutigkeitssatz). Es sei (X, .4) ein messbarer Raum, A4 = ¢(&) fiir
ein N-stabiles Mengensystem £ und u ein MaB8 auf .A. Weiterhin existiere eine Folge (E;),enN in
&, so dass
() UE =X und p(E,) <eco (neN).
neN

Ist dann v ein Mag auf (X, .A), so dass p|¢ = v|g, so ist v = p.

Auf die Bedingung (x) kann nicht verzichtet werden, wie wir in einer Ubungsaufgabe sehen werden.

Beweis. Wir nutzen den Eindeutigkeitssatz fiir endliche Maf3e.
Schritt 1: Es seien
Mn:=ulg, und v, :=v|g,

die Einschrankungen der Mafle auf die Spur-c-Algebra A, := Alg, = {A € A: A CE,} auf E,
(vergleiche Beispiel 2.6 (iii)). Nach Voraussetzung sind diese Mafle endlich und vy, (E,;) = pn(En).
Aufgrund der N-Stabilitat von £ gilt ferner

En:=E|lg,={E.NE:Ee€&}={Fe&:FCE,}

und auch &, ist N-stabil. Nach Voraussetzung gilt weiterhin y,|g, = vs|g, und Satz 2.11 zeigt,
dass A, = o(&,). Die Mafle j,, vy, erfiillen also die Voraussetzungen von Satz 7.10 und es folgt
Un = vy fir alle n € N.

Schritt 2: Nun setzen wir F; := E; und F, := E, \ (EU...UE,_1),n > 2, und erhalten eine
disjunkte Folge aus A mit F, C E, und

X=|JE. = E-

nelN nelN

Aus der o-Additivitat von yu, v folgt also mit Schritt 1 fiir alle A € A:

u(A)= Y uw(ANE) =Y u(ANE) =) w(ANE)=...=v(A).

nelN nelN nelN

Wir wenden den Eindeutigkeitssatz sogleich auf das Lebesgue-Maf auf R an.

Satz 7.12. Es sei u ein Mag auf (R, B;), so dass

u((a,b]) =b—a

fiir alle a,b € R mit a < b. Dann gilt u = A.

Damit haben wir die Eindeutigkeitsaussage in Satz 4.16 nun also gezeigt.

Beweis. Es gilt B; = 0(€) mit £ = {(a,b] : a,b € R,a < b}. Hier lassen wir auch den Fall a = b

Ubung
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zu, damit @ € €. Dann ist £ N-stabil. Ferner gilt
p((=n,n]) =2n <o, neN,

und R = Uyen(—n,n]. Das Maf8 p erfiillt also die Voraussetzungen von Satz 7.11. Wegen
ile = Alg, folgt also u = A. O

Weitere Anwendungen des Eindeutigkeitssatzes werden uns in den ndchsten Abschnitten begeg-
nen.
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8. Produktraume

Stichpunkte. Produkt-Sigma-Algebren (und deren Erzeuger), Produkt-Borel-Sigma-Algebra, Messbarkeit in Produkt-
raumen

Unser néchstes grofies Ziel ist die Definition des n-dimensionalen Lebesgue-Mafses auf
R"=Rx...xR.

Da es sich hierbei um ein kartesisches Produkt handelt, miissen wir uns in diesem Abschnitt zunéchst
noch mit allgemeinen Produkt-o-Algebren und den zugehorigen messbaren Funktionen beschiftigen.
Die Idee hierbei ist einfach: wir mochten auf dem Produkt

n
X1><...XXn ::HXk-
k=1

der Messraume (X3,.A1), ..., (X,, A,) eine o-Algebra B so einfiihren, dass eine Abbildung
(XA = (X3 x...x X, B), f(x)=(fi(x),..., fu(x))

genau dann messbar ist, wenn die n-Komponentenfunktionen
ﬂ:(X,A)—)(XZ‘,AZ‘), izl,...,n

messbar sind. Hierzu erinnern wir zunéchst an einen Begriff (vergleiche Ubungsaufgaben).

Erinnerung. Ist (Y, B) ein Messraum und g : X — Y eine Abbildung, so heiit

Z(g) := {g '(B) : B € B}

die initiale o-Algebra zu g. Dies ist die kleinste 0-Algebra auf X, so dass g : X — (Y, B) messbar ist.

Definition 8.1. Gegeben seien
¢ eine Indexmenge I,
¢ eine Familie von Messraumen (X;, A;);c;, und
* eine Menge X und eine Familie von Abbildungen (¢;);c; mit ¢; : X — X;,i € L.

Dann heifst
I((p)ie) =0 (U I(qoi)) =0 ({g7(4) : A € Ayi € T})
i€l
die initiale o-Algebra zu der Familie (¢;);c;. Diese ist die kleinste o-Algebra auf X, so dass alle
Abbildungen ¢; : X — (X;, A;) messbar sind.

Zur Definition der Produkt-c-Algebra verwenden wir nun die Projektionsabbildungen

7'Ci2X1><...><Xn—)XZ', (xl,...,xn)»—>xi, i:1,...,1’l.
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Definition 8.2. Seien (X;, A;),i = 1,...,n, Messraume. Die Produkt-c-Algebra auf X; x ... x X,
ist definiert als

®Ak = A4Q...0A4,:= I((ni)?zl)'
k=1
Bemerkung 8.3. Es gilt also

R A = a({ngl(Ai> LA € A= 1,...,n})
k=1

und dieses ist die kleinste o-Algebra auf X; x ... x X,,, fuir die alle Projektionsabbildungen
mt;,i =1,...,n messbar sind.

Dass diese Definition genau das erfiillt, was wir wollten, sehen wir jetzt.

Satz 8.4. Es seien (X, A) und (X;, A;),i =1,...,n, Messrdume. Dann ist

n

f: (X/A) — (HXk/é—Ak>
k=1

k=1
genau dann messbar, wenn alle Komponentenfunktionen
fi =TT Of : (X,.A) = (Xi,.Ai), i= 1,...,n
messbar sind.

Beweis. ,=": Da die Projektionen 71; : (TTy_; X, ®}_;Ax) — (Xj, A;) messbar sind, folgt die
Messbarkeit von 77; o f aus der Messbarkeit von f und Proposition 3.4 (i).

,<=": Umgekehrt seien die Abbildungen ;o f,i = 1,...,n messbar. Dann gilt fiir alle A; €
Al‘,i = 1,...,1’1:
fH N (A)) = (o )7 (A) € A

1

Da das Mengensystem {7; '(4;) : A; € A;,i = 1,...,n} ein Erzeuger von ®j}_; Ay ist, folgt die
Messbarkeit von f aus Proposition 3.4 (ii). O

Die folgende Darstellung der Produkt-c-Algebra ist etwas anschaulicher und wird insbesondere
wichtig werden, wenn wir Produkt-Mafle betrachten (andererseits verschleiert diese Darstellung
etwas den Zusammenhang zur Messbarkeit).

Definition 8.5. Es sei
Apx.ox Ay i={A1 x...x Ay Aj€ A1 < j<n}

das Mengensystem der messbaren Quader in X; X ... X Xj,.

Proposition 8.6. Mit der Notation von Definition 8.2 gilt

®Ak:0'(./41*...*./4n).
k=1
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Beweis. Folgt aus
j—1 n
7T]_1(A]) = HXk X A] X H Xk,
k=1 k=j+1

bzw.

Wie genau? O

=X

auw
%)

L —> Xq

Ein messbarer Quader aus Ay x A,.

Bemerkung 8.7. Fiir die spédtere Definition des Produktmafles halten wir noch fest, dass der
Erzeuger Ay x...* A, von ®]_; Ay auch N-stabil ist, denn die A; sind N-stabil und

(A1 X ...xAy)N(By X...x By) =(A1NBy) X...x (A, NBy).

Als Folgerung der zweiten Darstellung erhalten wir auch sofort ein Resultat {iber Einschrankungen
von Produkt-c-Algebren.

Korollar 8.8. Es seien (X, .A), (Y, B) Messraume und C C X und D C Y. Dann gilt
(A®@B)lexp = (Alc) ® (B|p).-
Beweis. Nach Proposition 8.6 und Satz 2.11 gilt

o (AxB) |cxp =0 ((AxB) |cxp)
c({(AxB)N(CxD):A¢€ ABEeB})
=c({(ANC)x (BND): A€ A, BeB})
o (Alc*B|p) = (Alc) ® (B|p)-

(A®B)|cxp =

O

Wir konnen die Produkt-c-Algebra auch tiber Erzeugendensysteme der Ausgangs-c-Algebren be-
schreiben.

Proposition 8.9. Fiir 1 <j < n gelte A; = (7(5]-).

(i) Es gilt
®-Ak =0 ({ﬂ;l(E]‘) : E]‘ € 5]‘,1 <j< Tl}) .
k=1
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(ii) Gilt ferner X; € &; fiir alle 1 < j < n, so gilt auch

®Ak—(7{E1>< L Ej€&,1<j<n}).

Beweis. (i) Sei M := {nj_l(E]-) tEjeg,1<j< n}. Mit Bemerkung 8.3 ist dann o(M) C

®P_, Ay offensichtlich. Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir (siehe Ubungsaufgaben)
fur jedes 1 < j < n die finale o-Algebra zu 7; : (TTf_; Xi,0(M)) — X;, d.h.
F(mj) = {E C X;:m\(E) € U(M)}.
Da ¢ C .7-"(7r]) 1 < j < n, folgt damit auch A, =0(& ) - .F(ﬁ]) 1 <j < n.Esgiltalso
{74 : 4 € 41 < <n} Ca(M),
was ®}_; A C 0(M) zur Folge hat.

(ii) Dies folgt aus (i) analog wie im Beweis von Proposition 8.6. Man beachte, dass X; € £; hier

wirklich benétigt wird. O

Bemerkung 8.10. Proposition 8.9 zeigt, dass die Produktbildung assoziativ ist, wenn wir wie
iiblich (X7 x X») x X3, X1 X (Xz x X3) und Xj x X x X3 identifizieren:
(A A)A43=A410 (A0 A43) = A1 0 A, @ As,

denn alle o-Algebren werden von {A; x Ay x Az : A; € A;,i =1,2,3} erzeugt.

Wir wollen uns nun um Produkte metrischer Rdume kiimmern.

Erinnerung. Sind (Xq,d1), ..., (Xu,d,) metrische Rdume, so wird durch

doo (ﬁX]) (HX) —[0,00), (x,y)+— L i dj(xj,y;)
j=1 S

eine Metrik auf X := ]_[]’-’:1 X definiert, die sogenannte Produktmetrik. Man beachte, dass eine Folge ((x1x, - - -, X, k) )keN
genau dann in (X, des) konvergiert, wenn fiir jedes 1 < j < n die Komponentenfolgen (x;x)xen in (Xj, d;) konvergie-
ren.

Auf den metrischen Riaumen (Xj, d]-), 1 <j < n, und deren Produkt
X:=X; x...x X, mitder Produktmetrik d,

konnen wir jeweils die von den offenen Mengen erzeugte Borel-c-Algebra betrachten: Gilt dann
B(X,dw) = ®j_1 B(Xj,d;)? In dieser Allgemeinheit nicht, aber immer dann, wenn die Ausgangsréu-
me separabel sind.

Definition 8.11. Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, falls er eine abzihlbare dichte

Teilmenge besitzt, d.h. B
JA C X abzdhlbar: A = X.

Hierbei ist A der Abschluss von A, d.h. die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt
(alternativ: x € A genau dann, wenn eine Folge (x,) aus A existiert, mit x,, — x fiir n — o).
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Beispiel 8.12. Der R",n > 1, ausgestattet mit der euklidischen Metrik, ist separabel. Eine
abzdhlbare dichte Teilmenge ist etwa durch Q" gegeben.

Das folgende Lemma wird im Beweis des nachfolgenden Satzes benotigt.

Lemma 8.13. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X abzihlbar und dicht. Dann ist jede
offene Menge aus X eine abzghlbare Vereinigung von offenen Kugeln B(ay, gx), k € IN, wobei
ax € Aund g, € QN (0, c0) fiir alle k € IN.

Beweis. Ubungsaufgabe. O Ubung

Satz 8.14. Es seien (Xy,d1), ..., (X, dy) separable metrische Rdume und X := Xj X ... x Xj,.
Dann gilt

B(X,dw) = R B(X;,d;).
j=1

Beweis. Da die Projektionen 7y : X — Xj stetige Abbildungen sind, und die Urbilder offener
Mengen unter stetigen Abbildungen wieder offen sind, gilt

{n,:l(uk) : Uy ist offen in X, 1 < k < n} C B(X,do).

Da die Borel-c-Algebra von den offenen Mengen eines metrisches Raumes erzeugt wird, folgt
also mit Proposition 8.9, dass

Q) B(Xj,dj) =0 ({nk’l(llk) : Uy ist offen in Xj, 1 < k < n}) C B(X,ds).
j=1

Fiir die umgekehrte Inklusion seien A e X i abzahlbare dichte Teilmengen von (X]-, d ]-), 1<j<n
Wir unterteilen den weiteren Beweis in einige Schritte:

1. Schritt: Die abzdhlbare Menge A := Aj x ... X A ist dicht in X.

In der Tat: Dass A abzéhlbar ist, ist klar. Ist ferner x = (x1,...,x,) € X, so ist jedes xj Grenzwert
einer Folge (a;x)ren aus A; und damit x selbst Grenzwert der Folge ((a1x, ..., an))ken aus A.

2. Schritt: Wir setzen fiir Xj € X]- undr >0
B]'(x]',i’) = {y] S X] : d](x],y]) < 7’} p 1< ] <wun,
und entsprechend fiir x € X
Boo(x,7) :={y € X 1 de(x,y) <71}.

Dann gilt
Boo(x,7) = B1(x1,7) X ... X By(xp,7).

In der Tat: Fiir x = (x1,...,%,),¥ = (y1,...,¥n) € X gilt

do(x,y) <1r <& 1121]ag>§1dj(xj,yj) <r & VI<j<n:di(x,y)<r.

3. Schritt: Sei U C X offen. Nach Schritt 1 und Lemma 8.13 existieren offene Kugeln Be (4, gk ), k €
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IN, so dass

U= | Bool(ak, q)
keIN

und a; € A fiir alle k € IN. Ist ay = (a1, ...,a,%), so gilt also nach Schritt 2, dass

U= |J (Bi(arpqk) X ... x Bu(ank qr)) € Q) B(X;, d;).
kelN j=1

Da U C X eine beliebige offene Menge war, folgt also auch B(X, d) C ®i1 B(Xj, d)). O

Fiir das folgende Korollar sei daran erinnert, dass die Borel-o-Algebra auf IR (wie iiblich versehen
mit der euklidischen Metrik) B, genannt wurde.

Korollar 8.15. Fir n € N gilt B, = ®}1:1 By. Ferner ist B, = By @ B, _ furalle1 <k <n-—1.

Hier identifizieren wir erneut R” = R x ... x R = R¥ x R"*,

Beweis. Wie in Beispiel 8.12 bemerkt wurde, ist (]R,dH) separabel. Mit

; 1/2
dy : R" x R" — [0,00), da(x,y) = (Z |x; —yj|2>
=1

und
oo : R" X R" — [0,00), doo(x,y) = max |x; — yj

1<j<n

gilt ferner
doo(x,y) < do(x,y) < V- doo(x, ).

Dies zeigt, dass die metrischen Rdume (R",d) und (R",d;) die selben offenen Mengen, und
damit die selben Borel-o-Algebren besitzen. Also folgt die erste Behauptung aus Satz 8.14
mit (Xq,d1) = ... = (Xu,dn) = (R, d|)). Die zweite Behauptung folgt aus der ersten und der
Assoziativitdt der Produktbildung (vergleiche Bemerkung 8.10). O

Wir betrachten noch ein Korollar des letzten Resultats. Fiir das erste beachten wir, dass wir den
metrischen Raum (C,d| ) mit dem metrischen Raum (RR?,dy) identifizieren kénnen (via x + iy
(x,)). Entsprechend gilt

B(C) = B(C,dH) = Bz.

Korollar 8.16. Sei (X, A) ein Messraum. Dann gilt:

@) f = (fi,..., fn) : X = R" ist genau dann A-messbar, wenn f; : X — R firallei =1,...,n
A-messbar ist.

(i) g : X — C ist genau dann .A-messbar, wenn Re(g) : X — R und Im(g) : X — R beide
A-messbar sind.

Beweis. Beides folgt unmittelbar aus Satz 8.4, wobei wir fiir (i) beachten, dass nach Korollar 8.15

gilt, dass B, = ®!_,B; und fiir Teil (ii), dass nach der Vorbemerkung (C, B(C)) = (R?, B,)
(IRZ, B ® 81)

O
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9. Produktmalle

Stichpunkte. Produktmaf, Lebesgue-Maf3 auf R", Prinzip von Cavalieri, Doppelintegrale, Satz von Tonelli, fast sicher
definierte Funktionen, Satz von Fubini

Es seien (X, A, 1) und (Y, B,v) Mairdaume. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, auf der Produkt-o-
Algebra
AB=0c(AxB)=c({AxB: A€ ABcecB})

ein Produkt-Maf$ y ® v einzufiihren, das messbaren Quadern das Produkt der Einzelmafie zuordnet,
d.h.
() (pov)(AxB)=u(A)-v(B), AecABecbB.

Das Maf3 von A x B ist also das Produkt aus ,Linge” u(A) und , Breite” v(B).

Wie wiirde man dann wohl (4 ® v)(E) fiir ein allgemeines E € A ® B berechnen? Dazu betrachten
wir fiir ein festes x € X einmal den sogenannten x-Schnitt von E:

Ex:={yeY:(xy) €E}.

Speziell fiir E = A x B gilt dann

B ,x€A,
A X B)|y =
( )Ix {@,ng.

Damit kénnen wir (%) als Integral tiber die x-Schnitte von A x B auffassen:
(9 v)(AxB) = u(4)-v(B) = [ v(B) du(x) = [ v((AxB)L,) du(x)
Konnen wir also fiir allgemeines E € A ® B einfach
() (pv)(E)i= [ v(Es) dn(x)

definieren? Die Antwort ist ja, allerdings miissen wir vorher noch kldren, dass dies alles auch wirklich
Sinn macht, d.h. dass die Schnitte E, und die Abbildung (X,.A) > x — v(Ey) € [0, o] wirklich
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messbar sind und dass durch die rechte Seite von (xx) tatsdchlich ein Mafl auf A ® B definiert
wird.

Bemerkung 9.1. (i) Wegen 1, (y) = 1g(x,y) gilt

vE) = [ 1) dv(y) = [ 1e(oy) dv(y).

D.h. man kann (xx) also (zundchst nur formal”) auch schreiben als
(ren(®) = [ (e dute) = [ ([ 16v) dviv) ) )
(ii) Genauso hétte man auch y-Schnitte EY := {x € X : (x,y) € E} betrachten kénnen und dann

(ren)(®) = [ wE dny) = [ ( [ 1w dpt)) avly)

erhalten. Wir werden sehen, dass dies wirklich zum gleichen Ergebnis fithrt (man vergleiche
hierzu spéter auch den Satz von Tonelli).

?D.h. ohne streng darauf zu achten, dass alle Ausdriicke auch definiert sind.

Zunichst zeigen wir nun, dass die Schnittbildung die Messbarkeit erhalt.

Proposition 9.2. Seien (X, A) und (Y, B) Messraume und x € X,y € Y. Dann gilt:
(i) Ist E € A® B, so folgt

E,:={yeY:(x,y) €eE}eB und EY':={xeX:(xy) €E}ecA

(ii) Sei (Z,C) ein Messraum und f : (X x Y, A® B) — (Z,C) messbar. Dann sind auch

fx: (Y, B) = (Z,C), y— f(xy)

und

f (X, A)—=(Z,C), x~— f(xy)

messbar.

Beweis. Ubung. O Ubung

Im Kontext unserer Einleitung sind damit insbesondere auch v(E,) und p(EY) fir E € A® B und
x € X und y € Y definiert. Damit wir diese Grofsen wie angedacht integrieren konnen, miissen wir
nun zeigen, dass sie messbar von x bzw. y abhdngen. Dies ist nur der Fall, wenn die beteiligten Mafie
o-endlich sind.

Lemma 9.3. Seien (X, A, i) und (Y, B, v) c-endliche Mafirdume und E € A ® B. Dann sind die
Abbildungen

(X, A) > x> v(Ey) € [0,00] und (Y,B) 3y u(EY) € [0,9]

messbar.
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Beweis. Wir zeigen nur, dass Fg(.) := v(E()) € M4 (X, A) fir alle E € A® B. Die zweite
Aussage folgt analog.

1. Fall: v ist endlich, d.h. v(Y) < .

Es sei
D= {E c AR B: FE € M+(X,A)}

Dann ist zu zeigen, dass D = A® B.
Schritt 1.1: Es gilt Ax B C D.

Beweis: Fiir A x B € A x B gilt, wie wir in der Einleitung gesehen haben, dass
Faxp(x) =v((A x B)y) =v(B)La(x),

d.h. Foxp € M+(X,.A) und damit A x B € D.

Schritt 1.2: D ist ein Dynkin-System.

Beweis: (i) Zunédchst gilt nach Schritt 1.1, dass X x Y € D.

(i) Nun sei E € D. Da
Tee(x,y) =1—1g(x,y)

folgt mit Bemerkung 9.1 (i):

Fee(x) = v((E)) = [ 1(v,y) dv(y) = [ (1= 1e(x,)) dv(y) = v(¥) = Fe (o),
d.h. Fre € M (X, A) und somit E° € D. Hier haben wir die Endlichkeit von v genutzt und die
Tatsache, dass Fgp € M (X, A).

(iii) Sei (E;)nen eine disjunkte Folge in D und E := U,eNE,. Dann ist fiir x € X auch die Folge

((En)x)nen disjunktin Bund Ex = | (Ej)y. Ferner gilt
nelN

Fg(x) = v (Ex) = v( U (En)x) = Z V((En)x) = Z Fg,(x) € My (x, A),

nelN nelN nelN

denn fiir alle n € N ist Fg, € M (x, A) (vergleiche Satz 5.18 (ii)). Also folgt E € D.
Schritt 1.3: D = A® B.

Es ist nur A® B C D zu zeigen. Da A x B N-stabil ist (siehe Bemerkung 8.7), folgt aus Satz 7.7
und den vorherigen Schritten, dass

Schritt 1.1 D) Schri:tt 1.2 D.

A@ B2 ¢(AxB)*E2 5(AxB)

Dies beschlief3t den Beweis im Falle eines endlichen Mafles v.
2. Fall: v sei o-endlich, d.h. es existiert eine Folge (B;);cn in B, so dass fiir alle j € N
v(Bj) <o und Y =[] B,
jEN
Sei

Yn = U;l:lB].
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Dann ist (Y,),en eine wachsende Folge in B mit U,enY, = Y und v(Y,) < oo fiir alle n € IN.
Nun sei E € A® B beliebig und E,, := EN (X x Yy,), n € N, d.h. insbesondere

U E,=E und E,CE,;; (nelN).
nelN

Wegen Korollar 8.8 gilt dann
Ey € (A® B)|xxy, = (Alx) @ (Bly,) = A® (Bly,)-

Wenden wir also den ersten Fall an auf die Mafirdaume (X, A, u) und (Y, Bly,,v|y,) mit dem
endlichen Mag v|y,, so folgt, dass die Abbildungen

E,: (X, A) 2 x— v((En)x) € [0,00]
fiir alle n € IN messbar sind. Aber da das Maf} v von unten stetig ist, folgt dann

Fe(x) = v(Ey) = lim v((E,)x) = lim F,(x),

n—oo n—oo

d.h. auch Fg ist als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen wieder messbar. O

Damit haben wir die Grundlagen fiir das Produktmaf’ gelegt.

Satz 9.4. Seien (X, A, ) und (Y, B,v) zwei o-endliche Mafirdume.

(i) Die Abbildung
LoV A® B - [0,00], EI—)/U(EX) du(x)
X

ist ein o-endliches Mafs und es gilt

(%) (m®@v)(AxB)=u(A)-v(B), (A€ ABEeBhB).

(ii)) Das Maf u ® v ist das einzige Maf8 auf A ® B mit der Eigenschaft (x).
(iii) Es gilt
(n@V)(E) = [ v(E) du(x) = [ p(E) dv(y).

Definition 9.5. Das Mafd y ® v aus dem vorherigen Satz wird das Produktmaf} von y und v
genannt.
Beweis. (i) Zunichst ist klar, dass

(19 v)(@) = [ v(@) dp(x) = 0.

Nun sei (E,)nen eine disjunkte Folge in A ® B und E = U,enE,. Wie schon im Beweis von
Lemma 9.3 genutzt, gilt dann

v(Ey) = v ( U (En)x> = ) v((En)x),

nelN
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d.h. mit Satz 5.18 (ii) folgt, dass

(r@V)(E) = [ v(E) dux) = T [ v((En)) dp(x) = T (4@ v)(En).

nelN nelN

Also ist (4 ® v) ein Maf8. Weiterhin gilt fir A € A,B € B

(nov)(AxB) = |

[ V(A xB)) du(x) = [ v(B) dp(x) = w(4)-v(B),

A
da (AxB)y=Bfurx € Aund = O fiir x ¢ A, d.h. (x) ist erfiillt.

Da schlief8lich y, v jeweils o-endlich sind, existieren Folgen (A;)en in A und (Bg)gen in B, so
dass

U A=X, [JBr=Y und pu(A,) <oo, v(By) <oo (nkeN).

nelN keIN

Mit der Folge E ) := Ay X By, (1,k) € IN?, gilt dann
U Ewoy=XxY
(n,k)eN?
und
(@ V)(E(up) = (@ V)(Au x Br) = p(An) - v(By) < oo ((m,k) € N?).
Also ist (4 ® v) ebenfalls c-endlich.

(ii) Der Erzeuger £ = Ax B von A ® B ist N-stabil. Weiterhin erfiillt ( ® v) mit der im Beweis
von Teil (a) verwendeten Folge (E(;x))(nrenz aus € die Voraussetzungen des Mafieindeutig-
keitssatzes 7.11, d.h. jedes MaB3, dass mit y ® v auf A % B tibereinstimmt (d.h. (x) erfiillt), muss
mit (¢ ® v) identisch sein.

(iii) Mit einer analogen Rechnung wie in Teil (i) (man vergleiche auch Bemerkung 9.1 (ii)) sehen
wir, dass auch

A®B3E— /Yy(Ey) dv(y)

ein Mag ist, das den Elementen A x B € A ® B das Maf y(A) - v(B) zuordnet. Nach Teil (ii)
stimmt also auch dieses Maf3 mit (4 ® v) tiberein. O

Bemerkung 9.6. (i) Auch wenn nur das Maf$ v c-endlich ist, wird durch

E s /V(Ex) du(x)

ein Mag auf A ® B definiert, das die Eigenschaft (*) besitzt. Allerdings muss es in diesem Fall
nicht das einzige Maf} auf A ® B mit dieser Eigenschaft sein.

(ii) Mit Bemerkung 9.1 (i) gilt auch

en® = [ ([ tetom an)) duo) = [ ([ 106 du)) vty

Wir werden spéter sehen, dass die hier vorkommende Vertauschbarkeit von Doppelintegralen in
einer sehr viel grofleren Allgemeinheit giiltig ist.

Als erstes Beispiel fiir ein Produktmaf betrachten wir das 2-dimensionale Lebesgue-Maf3.
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Ein Schnitt der Einheitskreisscheibe

Beispiel 9.7. Es sei A2 := A ® A das 2-dimensionale Lebesgue-Maf auf der Borel-o-Algebra
B> = B; ® By in R2. Wir wollen hiermit das Maf} (den Flicheninhalt) der abgeschlossenen

Kreisscheibe
D:={(x,y) eR?: x> +12 < 1}

berechnen. Da fiir x € R

5 _{{yE]R:|y|§\/1—x2}, x| <1
.

sonst.

folgt unter Verwendung der Definition des Produktmafes und von Satz 6.9, dass
A2(D) = (A®A)(D) = /]R/\(Dx) dA(x)
_ /[1 ; AM[=V1=22,V/1—x2]) dA(x)
=2 [ 11 m dx = 7.

Was dndert sich, wenn wir die offene Einheitskreisscheibe betrachten?

Wir kehren zuriick zu allgemeinen ProduktmafSen und nutzen diese, um zu zeigen, dass das Integral
einer Funktion tatsdchlich den ,Flacheninhalt” unter dem Graphen der Funktion angibt.

Proposition 9.8. Sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und f € M (X, A). Ferner sei
H(f):={(x,t) e XxR:0<t< f(x)}.
Dann ist H(f) € A® B; und es gilt

(@ NH) = [ ) dp(x) = [ p((F > 1) A

(0,00

Die zweite Identitdt wird in der englischsprachigen Literatur oft als Layer-cake-principle bezeich-

net.
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.,_
v
P

~— f{>f§J

Beweis. Die Projektionen
m (X XRARB) — (X, A), m(xt)=

und
7T2:(XX1R,A®61) — (IR,BO, ﬂz(x,t):t

sind nach Definition der Produkt-c-Algebra messbar. Damit ist die Abbildung
¢2(XXR,A®81)—>(R,81), ¢ = (fOT[l)—TL'z

als Komposition und Differenz messbarer Funktionen ebenfalls messbar. Aber es gilt ¢(x,t) =
f(x) —t,dh. H(f) = {¢ > 0} N {m2 > 0} € A® By. Aus Satz 9.4 folgt also wegen

B {f>t} ,t>0
H(f)x=[0.f(x)) und H(f)' = {® o
dass
(n@ M(H(F) = [ MHE)) dp(x) = [ A0 F)) du(x) = [ f) dp(x

und genauso

(n@N(H() = [ WHE) a0 = [ pe({f>0) ade)= | p({f > 1) d),

wobei wir in der letzten Gleichung verwendet haben, dass einelementige Mengen Lebesgue-
Nullmengen sind. ]

Bemerkung 9.9. Die Schlussfolgerung der vorherigen Proposition bliebe auch giiltig, wenn wir
H(f) durch die Menge
{(x,t) e XxR:0<t< f(x)}

ersetzt hitten. Denn diese unterscheidet sich von H(f) nur durch den Graphen

G(f) ={(x f(x)) : x € X}

und dieser ist eine (4 ® A)-Nullmenge, denn®

(1@ MG = [ MG dutx) = [ AL} dux) = [ 0 dux

“Die Messbarkeit von G(f) haben wir in Aufgabe 32 gezeigt.
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Nattirlich konnen wir auch Produkte von mehr als zwei Mafien betrachten. Diese konnen wir rekursiv
definieren, da nach Bemerkung 8.10 gilt, dass

n n—1
®Ai = <®Al> ®A,, neN.
i=1 i=1

Satz 9.10. Furi =1,...,n seien (Xj, A;, ;) o-endliche Mafiraume. Dann wird durch

n n—1
®]/li =R QU = <®‘Mi) X Un

i=1 i=1

ein o-endliches Mafl auf " ; A; definiert. Dieses ist eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
n n
(*) ®‘ui(A1 X...XAn) :H,ui(Ai)/ (A1 G.Al,...,An E.An).
i=1 i=1
Beweis. Satz 9.4 und Induktion. O

Bemerkung 9.11. Die Eigenschaft (x) zeigt auch, dass das Produkt von Mafien assoziativ ist,
d.h.
(11 @ p2) @iz = 1 @ (P2 @ p3) = 1 @ p2 @ pis.

Damit konnen wir nun auch das n-dimensionalen Lebesgue-Maf3 einfiihren.

Definition 9.12. Es sei A! := A das 1-dimensionale Lebesgue-Maf auf dem Messraum (R, ;).
Fiurn € N,n > 2, setzen wir

n
A= QA
i=1

und nennen dieses Mafd das n-dimensionale Lebesgue-Maf8 auf R”. Nach Korollar 8.15 ist
dieses ein Mafs auf :
Bn = ® Bl.
i=1

Fiir unser erstes Resultat {iber das n-dimensionale Lebesgue-Maf3 erinnern wir an die Notation
(a,b] := (a1, 1] X ... X (ap, by] = {x € R":a < x < b}

fura = (a1,...,a,),b = (by,...,by) € R" mit a < b. Das n-dimensionale Lebesgue-Maf$ ordnet
diesen Quadern ihr elementargeometrisches Volumen zu.

Satz 9.13. Es sei n,m € IN.
(i) Es gilt A" = A" @ A™,
(ii) Fur alle a,b € R",a < b, gilt

A*((a,b]) = [ 1(bi — i)

Il
—
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und A" ist das einzige MafS auf B, mit dieser Eigenschaft.

(iif) Das Maf3 A" ist translationsinvariant, d.h. fiir E € B, und x € R”" gilt
(%) A"(E 4 x) = A'(E).
Ferner ist A" das einzige translationsinvariante MafS auf B,, das dem Einheitswiirfel
(0,1]":=(0,1] x ... x (0,1]
den Wert 1 zuordnet.
(iv) Fir r € Rund E € B, gilt
(xx)  A'(rE) = |r|" A*(E).
Die Formeln (%) und (%) werden wir spater noch einmal deutlich verallgemeinern.

Beweis. (i) Folgt sofort aus der Assoziativitit der Produktbildung.
(ii) Nach Definition gilt
n
A*((a,b]) = QA ((a1,b1] X ... (an, b)) = AM((a1, b1]) .. .- A ((an, b)) = (b1 —a1) ... (by — ).
i=1
Dass A" das einzige Mafs auf B,, mit dieser Eigenschaft ist, folgt direkt aus dem allgemeinen
Mafseindeutigkeitssatz 7.11: Das Mengensystem
E:={(a,b]:a<b,abeR"}
ist N-stabil, mit Proposition 2.18 gilt B, = ¢’(£) und fiir die Folge Ey := (—k k] x ... x (=k k] € £
gilt
U Er=R" und )\H(Ek) = (Zk)n < o (k € N)
kelN

(iii) und (iv) haben wir im 1-dimensionalen Fall schon bewiesen. Der allgemeine Fall wird vollig
analog durch Riickfithrung auf (ii) bewiesen (man vergleiche mit den Beweisen von Satz 4.19
und Satz 4.20). O
Bemerkung 9.14. Es gilt allgemeiner fiir X € B, und Y € By, dass

Ay = (A")]x @ (A™)]y-

Dies folgt mit Korollar 8.8 und dem Eindeutigkeitssatz.

Wir wiederholen einige der obigen abstrakten Resultate noch einmal im Kontext des Lebesgue-
Maf3es.
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Proposition 9.15. (i) Es sei E C R™ x R"” = R"*" Borel-messbar. Dann gilt

AMEI(E) = / A"(Ey) dA" ().

Dies wird oft das Prinzip von Cavalieri genannt.

(ii) Sei f : R" — [0, 00) Borel-messbar und H(f) := {(x,t) € R" xR :0 < t < f(x)}. Dann ist
H(f) Borel-messbar und

NTHH()) = [ f(x) dA () Z/(O,m) AT({f > t) dA(t).

Auflerdem ist der Graph G(f) := {(x, f(x)) : x € R"} C R"*! Borel-messbar und eine A"*1-
Nullmenge.

Beweis. Dies folgt mittels Satz 9.13 (i) unmittelbar aus Satz 9.4, Proposition 9.8 und Bemerkung

9.9. O

Beispiel 9.16. (i) Sei n > 2. Ist xo = (a0, by) € R" = R"! x R, so gilt {xo} C G(f) fiir die
konstante (und daher messbare Funktion) f : R"~! — R, x — by. Da G(f) eine A"-Nullmenge
ist, gilt das gleiche fiir {x(}. D.h. einelementige Mengen und damit auch abzédhlbare Mengen
sind A"-Nullmengen.

(ii) Das Prinzip von Cavalieri ermdglicht es, die bekannten Formeln fiir die elementargeometri-
schen Korper wieder zu gewinnen. In Beispiel 9.7 haben wir etwa die Fldche einer Kreisscheibe
berechnet.

(iii) (Rotationskorper) Sei f : [a,b] — [0, 00) Borel-messbar und
R:={(x,y,2) € [a,b] x R*: y* + 2> < f?(x)}

der Korper, der bei Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht.

> X

Sind 7y, 7y, 7T, ¢ [a,b] x R — R die Borel-messbaren Projektionen auf die entsprechenden
Achsen, so ist die Abbildung

¢:[a, ] xR* =R, ¢:=(f>om)—(m;+ )


https://de.wikipedia.org/wiki/Bonaventura_Cavalieri
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ebenfalls Borel-messbar und es gilt ¢(x,y,z) = f?(x) — (y* + z2). Also ist auch R = {¢ > 0}
Borel-messbar. Da der x-Schnitt R, eine abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius f(x) ist, folgt
aus Beispiel 9.7, Satz 9.13 (iv) und dem Satz von Cavalieri, dass der Rotationskorper R folgendes
Volumen hat:

A3(R) = /W A2(Ry) dA(x) = /[a,b] F(x)AX(D) dA(x) = 7 /[a,b] F2(x) dA(x).

Wollen wir etwa die Einheitskugel K3[1] = {(x,y,z) € R3: x? +y? + z? < 1} als Rotationskérper
darstellen, so kann f : [-1,1] — [0,00),x — /1 —x? gewdhlt werden und man erhilt die

bekannte Formel .

W(K[1]) =7 [ (1- )z = gn.

Wir wollen nun wieder {iber allgemeine Produktmafse sprechen und diskutieren, wie wir diesbeziig-
liche Integrale berechnen kénnen.

Satz 9.17 (Satz von Tonelli). Es seien (X, A, 1) und (Y, B,v) o-endliche Mafirdume und f €
M (X xY, A® B). Dann sind die Funktionen

g:(.B) 3y [ flxy) du(x) € [0,0]

und

he(X,A) 3 x| fxy) duy) € [0,]

definiert und messbar. Ferner gilt

/fdy@v /(/fxy ) dv( )) dp(x /(/fxy dp(x )) dv(y).

Merke: Fiir nicht-negative messbare Funktionen kdnnen wir das Produktintegral also durch Nach-
einanderausfiihrung, in beliebiger Reihenfolge, der Einzelintegrale berechnen.

Beweis. Dass die erwdhnten Funktionen g, i definiert sind, folgt aus der Messbarkeit der x- und
y-Schnitte fy und f, (vergleiche Proposition 9.2). Nun verwendet man das Standardbeweisprinzip
der Integrationstheorie:

1. Die Aussage des Satzes folgt fiir messbare charakteristische Funktionen f = 1, E € A® B,
aus Satz 9.4, siehe Bemerkung 9.6 (ii).

2. Wegen der Linearitdt des Integrals ist der Satz damit auch fiir einfache Funktionen aus
EL(X XY, A® B) erfiillt.

3. Istnun f € M, (X x Y, A® B) beliebig, so wihle mit Proposition 5.4 eine Folge (¢,),en aus
E+(X XY, A® B) mit ¢, / f. Dann gilt auch (¢,)Y 7~ fY fir y € Y fixiert bzw. (¢,)x * fy fiir
x € X fixiert, d.h. aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt

m(x) = [ ou(x ) dv(y) = [ (0)sv) dviy) 7 [ fily) dvly) = h(x), xe€X,
und genauso
)= /X on(x,y) du(x) /' 8(y), yeY.

Da hy, g, nach dem schon gezeigten messbar sind, sind auch g,/ > 0 messbar. Eine weitere
zweimalige Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz liefert schliefdlich (unter



https://de.wikipedia.org/wiki/Leonida_Tonelli
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Verwendung der Giiltigkeit des Satzes fiir die einfachen Funktionen ¢, € £)

1) dto) = i [ o) ) = i [ ([ (o) dv(w)) )

n—oo Jx n—oo
:11m/gon (Mev)= /fdy@v

Genauso folgt [, ¢(y) dv(y) = [ f d(u ® v), was den Beweis beschliefit. O

Beispiel 9.18. Es gilt"

Das gleiche Ergebnis hitten wir erhalten, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauscht hétten.

"Hier nutzen wir wieder die Vereinbarung, dass A? | ~1,1]x[o,1] einfach als A? geschrieben wird usw. Ferner nutzen

wir, dass nach Bemerkung 9-14 gilt, dass A2 l=111x[0,1] = A ® M) [—111x[0,1] = (M=1,1)) ® (Alo1))-

Als weitere Anwendung des Satzes von Tonelli konnen wir nun eine interessante Formel fiir das
Volumen der Einheitskugel im R" aufstellen.

Beispiel 9.19 (Gaul-Integral und Volumen der n-Kugel). Fir r > 0 sei

Bu(r) :={x e R" : ||x||, < r}.

2 © 2
I::/ e ZdA(t) =/ e 2dt
R —o0

das sogenannte Gauf3-Integral (vergleiche Aufgabe 29). Dann gilt mit dem Satz von Tonelli

et s = [ </IR€ fe% dA(t)> AAGS)
= [ E ([ taw)are = 1- ([ Far)) =

:I

Ferner sei

Allgemeiner folgt mit x = (x1,...,%,) € R" und ||x||5 = ©7_, x2, dass

[ e anr () = 1.
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Andererseits erhalten wir mit Proposition 9.15 (ii) (dem Layer-Cake-principle) auch
/ e HIxIB gan(x) = / AN ({x o= hllE S t}) dA(t)
2 (0,00)

:/(0/1) A" ({x: x| 2 < —Zln(t)}) dA(t) :/(0,1) A? <Bn< —21n(t)>>d/\(t).

Wegen A"(B,(r)) = r"A"(B,(1)) folgt also

I" = A*(Bu(1)) - /(0,1)(—21n(t>)”/2d2»<t) = 2"/2. A" (B, (1)) - /01(—1n(t))”/2dt

TB=x g2 An(BL(1)) - / x"2e~*dx = 2"/2. T (g + 1) - A"(Bu(1)).
0

Hierbei ist T'(.) die in Beispiel 6.16 eingefiihrte Gamma-Funktion. Da wir A?(By(1)) = 7 in
Beispiel 9.7 schon ausgerechnet haben, folgt hieraus also einerseits (wegen I'(2) = 1! = 1), dass

I? =2-T(2)-A%(By(1)) = 27,

d.h. das Gauf3-Integral hat den Wert
2
I :/ e’%d/\(t) = V27
R

Andererseits folgt hiermit dann fiir das n-dimensionale Volumen der Einheitskugel, dass

7.[11/2
.\ _ a
Wy = A"(Bp(1)) = CEsE neN.

Und schliefllich folgt auch noch, dass

7.[71/2

A(By(r)) =1"-wy =1"- m

"Wegen I'(m) = (m — 1)! fiir m € IN folgt hieraus zum Beispiel fiir gerade Dimensionen n = 2k

7ok

Wy = m = F, k € IN.
Wegen I'(t + 1) = tI'(t) folgt auerdem
mitl w 27

wy, né€eN.

w = 5
"ETT((EFD) 1) EFIT(E+1)  n+2

So erhalten wir etwa mit w; = 2 einen zweiten Beweis, dass w3 = %7{ (vergleiche Beispiel 9.16 (iii)).

Unser letztes Ziel in diesem Abschnitt ist die Verallgemeinerung des Satzes von Tonelli auf allgemeine
Funktionen f : X — R. Hier ist etwas Vorsicht geboten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 9.20. Auf (R?, B,, A2) betrachten wir die Funktion

f : ]R2 — ]R, f =1- ]1Q><[O,oo) -1 ]le(foo,O)-
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Diese ist Borel-messbar und A-integrierbar mit

[ FGy) a0 y) = 1-22(@ x [0,09)) = 1-22(@ x (~9,0))

= A(Q) - A([0,00)) — A(Q) - A((—o0,0)) L0,

Andererseits kann man dieses Integral nicht so ohne weiteres durch Hintereinanderausfithrung
der Einzelintegrale berechnen. Denn fiir x € Q ist der x-Schnitt von f gegeben durch

) =foy) =11 (¥y) =1 L _uo(y), YER,
d.h. fy ist fiir x € Q nicht A-integrierbar” und das Integral
hx) = [ f(xy) dry)

somit nicht definiert. Damit machte natiirlich auch

Joran) = [ ([ fen drw) aae

keinen Sinn. Man beachte jedoch, dass es sich bei Q um eine A-Nullmenge handelt und dass
fir x € R\ Q die Funktion h(x) sehr wohl definiert ist und den Wert 0 annimmt (letzteres, weil
f(x,y) =0 fir x € R\ Q und y € R).

Da [i(fo)s dA = .

Um den Satz von Tonelli zu erweitern, miissen wir also zunéchst tiber Funktionen sprechen, die nur
auflerhalb einer Nullmenge definiert sind.

Definition 9.21. Es sei (X, A, u) ein Maliraum, A C X (aber nicht notwendig A € A) und
h: A — R eine Abbildung.

(i) Ist h auflerhalb einer p-Nullmenge definiert, so heifst i y-fast sicher definiert. In diesem
Fall existiert also eine p-Nullmenge N € A, so dass X \ A C N.

(ii) Ist h p-fast sicher definiert, so heifit i p-integrierbar, falls eine y-integrierbare Funktion
h: X — R existiert, mit der h u-fast sicher tibereinstimmt. Letzteres bedeutet, dass eine
u-Nullmenge M existiert, so dass {x € A : h(x) # h(x)} C M.

Ferner setzt man in diesem Fall
(%) /hdy ::/fzdy.

Bemerkung 9.22. (i) Das Integral in (x) ist wohldefiniert, denn stimmt h u-fast sicher mit einer
weiteren p-integrierbaren Funktion h* : X — R iiberein, so gilt h = h* p-fast sicher und damit
nach Satz 6.4 auch [hdy = [h* du.

(ii) Betrachten wir f =11 [o,e) — 1 - Lgx(—w,0) aus Beispiel 9.20. Die Funktion

h:R\Q =R, hx) ::/]Rf(x,y) dA(y) =0

ist auf dem MaBiraum (R, B1,A) dann A-fast sicher definiert und auch A-integrierbar (wihle
etwah:R — R,y — 0).
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Nun kénnen wir die gewiinschte Verallgemeinerung des Satzes von Tonelli formulieren.

Satz 9.23 (Satz von Fubini). Es seien (X, A, ) und (Y, B,v) o-endliche Mafirdume und f €
M(X x Y, A® B) sei u ® v-integrierbar. Dann gilt:

(i) Die Funktion
= [ flxy) du(x)
ist auf Y v-fast sicher definiert und v-integrierbar.
(i) Die Funktion

= [ £y av(y)

ist auf X p-fast sicher definiert und p-integrierbar.

/fdy@v /(/fxy ) dv( )) dp(x /(/fxy dp(x )) dv(y).

Beweis. Wir schreiben f: X — Rals f = f; — f_. Dann sind f+ : X x Y — [0, co] messbar und
die Giiltigkeit von (%) fiir f (statt f) folgt direkt aus dem Satz von Tonelli. Wegen 0 < f1 < |f]
folgt hieraus und aus der Integrierbarkeit von f insbesondere auch

L(fren o) avty) = [ fedwan) < [ 1] dpan) <o

=:g+(y)

Ferner ist

Aber damit zeigt Proposition 5.28 (iv), dass

v({gs = 0}) =v({g- = 0}) =0

Somit ist auch Yp := {g4 = c0o} U{g_ = oo} € B eine v-Nullmenge. Die Funktion

/fxy dp(x /f+xy dp(x /f x,y) dp(x) = g+(y) — 8- (y)

ist damit fiir y € Y\ Yo, und somit v-fast sicher, definiert, und wegen |g| < g+ + g— auch
v-integrierbar. Dies zeigt die Giiltigkeit von (i). Teil (ii) folgt ganz analog. SchliefSlich folgt die
Giiltigkeit von (x) aus dessen Giiltigkeit fiir f+ und der Linearitit der beteiligten Integrale.

O

Bemerkung 9.24. Man wendet die Sdtze von Fubini und Tonelli oft gemeinsam an:

Sei f: (X xY,A® B) — R messbar und

/X (/Y |f(x, )] dv(y)> du(x) < oo oder /Y (/x |f(x,y)] d;t(x)) dv(y) < oo.

Dann ist |f| nach dem Satz von Tonelli A-integrierbar. Aber nach Satz 6.4 ist dann auch f
A-integrierbar. Also ist der Satz von Fubini anwendbar und es gilt insbesondere auch (x).
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Beispiel 9.25 (Faltungsintegrale). Seien f, g : R" — R A"-integrierbar. Die Funktion
hRUXRT =R, (xy) = fx—y)gy)

ist dann Borel-messbar (denn /1 = (f o (71, — 7)) - (g © 71)). Weiterhin gilt

L (o meae ) avw = [ ([ 176-lso)lar e ) i)
= [ ([ Ve - plar)) sl ar )

Rn

Aber aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes folgt

L f-plave) = [ if@lar ),

d.h. aus obiger Gleichungskette erhalten wir

L (L meiare ) avw = ([ 1r@1arw) - ([ lswlww) <.

Aus den Sitzen von Fubini und Tonelli (vgl. Bemerkung 9.24) folgt also, dass die Funktion

(Fr)) = [ fx=1)gly) dr"w) = [ hlxy) dA"(y)

auf R" A"-fast sicher definiert und integrabel ist. Ferner haben wir gezeigt, dass

/Rn |f xgldA" < </]R |f|dA"> - </R |g|d)w>_

Die fast-sicher definierte Funktion f * ¢ heifst die Faltung von f und g.
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10. Der Transformationssatz

| Stichpunkte. Transformationssatz, Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafes, Polarkoordinaten, Oberflaichenmafse

In diesem Abschnitt wollen wir eine Substitutionsregel fiir das Lebesgue-Mafs beweisen. Dazu ist es
zweckmaflig, die bekannte Substitutionsregel fiir das Riemann-Integral zundchst unter Verwendung
von Lebesgue-Integralen zu reformulieren.

Bemerkung 10.1. Auch in diesem Abschnitt werden wir Einschrankungen des Lebesgue-Mafses
A" auf messbare Teilmengen B € B, in der Regel wieder mit A" statt mit A”|p bezeichnen. Nur
wenn die Umstdnde es erfordern, werden wir die genauere Bezeichnung verwenden.

Lemma 10.2. Es sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — I bijektiv und stetig
differenzierbar. Dann gilt

(©) /If(y) dA(y) = [ fle(x))-1¢'(x)] dA(x).

[a,b]

Beweis. 1. Fall: ¢ ist streng monoton wachsend, d.h. ¢’ > 0 und I = ¢([a,b]) = [¢(a), ()]
Dann folgt aus der Substitutionsregel fiir das Riemann-Integral und aus Satz 6.9

Flot) -l ()l drx) = [ fo yax= ["" sy = [ @) ir)

[a,b]

2. Fall: ¢ ist streng monoton fallend, d.h. ¢’ <0 und I = [¢(b), ¢(a)]. In diesem Fall gilt
b
L F@t) - 9@l a) = [ flotx) - (~¢'(x) dx
@(b) ¢(a)
= [ rway= [ dr= [ f6) A

O

Wir wollen nun eine () entsprechende Identitét fiir das hoherdimensionale Lebesgue-Integral
aufstellen. Hierzu erinnern wir zunéchst an einige relevante Begriffe aus der mehrdimensionalen
Analysis.

Erinnerung. (i) Ist U C R" offen und ¢ : U — R" differenzierbar, so bezeichnet Dg(x) € L(R") := L(R",R") dessen
(totale) Ableitung an der Stelle x € U. Wir statten R" stets mit der Standardbasis aus und konnen (und werden) die
Ableitung daher mit dessen Jacobi-Matrix identifizieren: Ist also ¢ = (¢1,...,¢n) mit@; : U = R,i=1,...,n, so gilt

D(p(x) <a§01( )) e R™",

ox
] ij=1

(ii) Sind U,V C R" offen, so bezeichnet Diff(U, V) die Menge aller C!-Diffeomorphismen ¢ : U — V, d.h. ¢ ist
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bijektiv und sowohl ¢ als auch ¢! sind stetig differenzierbar®. Man beachte, dass fiir ¢ € Diff(U, V) Folgendes gilt:
VxeU: det(De(x)) #0, ()
denn ist E,, € R"*" die Einheitsmatrix und idy; : U — U die Identitit, so gilt mit der Kettenregel
En = Didy(x) = D(¢™" 0 ¢)(x) = [Dg™" (¢(x))][De(x)],

d.h. Dg(x) ist invertierbar. Ist umgekehrt ¢ stetig differenzierbar und bijektiv und gilt (©), so folgt aus dem Satz
tiber die lokale Umkehrbarkeit, dass auch ¢~ stetig differenzierbar, ¢ also ein C!-Diffeomorphismus ist.

D.h. alle partiellen Ableitungen von ¢ und ¢! existieren und sind stetig.
Satz 10.3 (Transformationssatz fiir das Lebesgue-MaR). Seien U, V C R" offen und ¢ € Diff(U, V).
(a) Ist f: V — [0, o] Borel-messbar, so gilt

| f®) ar'w) = [ f(p(x))- | det(Do(x)| d2"(x).

(b) Es ist f : V — R genau dann integrierbar, wenn U > x — f(¢(x)) - |det(Dg(x))]
integrierbar ist und in diesem Fall bleibt die Formel in (a) gtiltig.

(c) Ist A C U Borel-messbar, so auch ¢(A) und es gilt

M(g(4)) = [ | det(Dp(x))] dr" (x)

Man nennt die Determinante det(D¢(x)) auch die Funktionaldeterminante von ¢ an der Stelle x.
Bemerkung 10.4. (i) Die partiellen Ableitungen g—f]f sind stetig auf U und damit auch die
Abbildung U > x +— |det(D¢(x))|. In Teil (a) ist der Integrand auf der rechten Seite also
insbesondere Borel-messbar.

(ii) Im Falle n = 1 gilt det(D¢(x)) = ¢'(x), d.h. (0) ist wirklich ein Spezialfall von (a).

(iii) Da ¢! : V — U stetig, also Borel-messbar ist, folgt fir A € B(U), dass ¢(A) =
(p71)"1(A) € B(V). In Teil (c) ist also nur die Formel zu zeigen. Diese wiederum ist ein
Spezialfall von (a) mit f = 1,(4).

Den umfangreichen Beweis des Transformationssatzes verschieben wir etwas nach hinten und
schauen uns stattdessen zunéchst ein paar Anwendungen an.

Beispiel 10.5 (Lineare Abbildungen). Sei T € L£(IR") eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist T
ein C!-Diffeomorphismus mit konstanter Ableitung DT (x) = T, x € R". Aus (c) folgt also

AM(T(A)) = |det(T)| - A"(A), A € By.

Das n-dimensionale Volumen von A wird also unter der linearen Abbildung T um den Faktor
|det(T)| , verzerrt”. Weiterhin ergibt sich fiir den Einheitswiirfel A = [0,1]", dass

A'(T([0,1]")) = [det(T)|.

Dies ist das schon aus der Linearen Algebra bekannte Resultat, dass die Determinante von T
das n-dimensionale Volumen des Bildes des Einheitswiirfels beschreibt. Aus (a) und (b) folgt
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ferner noch

o o fO N W) = [ FT() a7 (),

sofern die Integrale Sinn machen (vergleiche Beispiel 5.23).

Das Bild des Einheitswiirfels unter der linearen Abbildung T.

Beispiel 10.6 (Bewegungsinvarianz). Sei ¢ : R” — R" eine Bewegung, d.h. es gilt
p(x) =Qx+0b, xeR"

fiir eine orthogonale Matrix Q € R"*" und ein b € R". Auch hier handelt es sich um einen C!-
Diffeomorphismus mit konstanter Ableitung, D¢(x) = Q fiir alle x € R". Da die Determinante
einer orthogonalen reellen Matrix den Wert £1 besitzt, folgt aus (c), dass

A (p(A)) = |det(Q)] - A"(A) = A"(A).

Auch das n-dimensionale Lebesgue-Maf3 ist also bewegungsinvariant (und damit insbesondere
auch rotations-, spiegelungs- und translationsinvariant). Aus (a) und (b) folgt ferner

[ fW) () = [ f(Qx+0) dr(x),
sofern die Integrale Sinn machen.
Beispiel 10.7 (Unterraume). Ist V C R" ein echter Unterraum, d.h. dim(V) < n — 1,7 so existiert
eine Bewegung (sogar eine Drehung) ¢ : R" — R" mit ¢(V) C R"*"! x {0}. Es folgt
0 < AY (V) = A" (p(V)) < A(R"1Ix{0})=0 also A"(V)=0.

Dies impliziert auch, dass A" (T(R")) =0, falls T € £(IR", R") nicht bijektiv ist (die erste Formel
in Beispiel 10.5 gilt also auch, wenn T nicht bijektiv ist).

7V ist dann insbesondere abgeschlossen, also eine Borel-Menge.

Polarkoordinaten im R2.
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Beispiel 10.8 (Polarkoordinaten in der Ebene). (i) Sei N := [0, 0) x {0}. Die Abbildung
®:(0,00) x (0,2r) = R*\'N, (r,9) — (rcos(¢),rsin(¢))

ist stetig differenzierbar und bijektiv mit

det(D®(r, ¢)) = det (<Z?§((;€)) ;222}2;’?)) =71 (cos?(@) +rsin’(@)) =r #0.

@ ist also ein C!-Diffeomorphismus. Da N eine A?-Nullmenge ist, folgt mit dem Transformations-
satz und dem Satz von Tonelli bzw. Fubini

Joo F W) R Ceg) = [ flow) X (xy) = |

(0,00) x (0,27

= [ ([, freos(e)rsin(e)) de) v

)(f o ®)(r, ) -1 dA*(r, )

sofern einer (und damit alle) der auftretenden Integranden integrierbar sind.

(ii) Aus (i) erhalten wir eine weitere Moglichkeit, das Gaufs-Integral zu berechnen (vergleiche
Beispiel 9.19). Mit dem Satz von Tonelli gilt

2 o
</ enz® d)\(x)) = / e~ 2+ A% (x,y) = / (/ e 2" dqo) rdr = 27'[/ re 2" dr = 2,
R RR2 (0,00) \/(027) 0

dh. [ e 2 dA(x) = V27

Wir wollen uns nun dem Beweis des Transformationssatzes zuwenden. Dies geschieht in einer Reihe
von Schritten.

— Beweis des Transformationssatzes —

1. Schritt: Die Teile (a) und (b) folgen aus Teil (c)
Beweis: Teil (c) besagt, dass fiir ¢ € Diff(U, V) gilt

VA € B(U) : A"(go(A)):/A|det(D<p(x))|dA"(x).

Schreiben wir die linke Seite als Bildmaf} und verwenden wir eine etwas genauere Notation fiir die
beteiligten Lebesgue-MafSe, so bedeutet diese Identitdt gerade, dass

A"y )p1(A) = /A | det(Do(x))| dA"|u(x),

d.h. das Bildma8 (A"|v ), auf (U, B(U)) besitzt die Dichte | det(D¢(.))| beztiglich des Lebesgue-
MafBes A"|y; (vergleiche Satz 4.6 und Korollar 5.20). Oder in unserer Kurznotation fiir Mafse mit
Dichten:

(A"[v)lp-1 = | det(Do ()] - A"[u.

Unter Verwendung der Transformationsformel fiir Bildmafse (Proposition 5.22 bzw. Satz 6.4 (iii))
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folgt damit zum Beispiel fiir f : V — [0, o] Borel-messbar und y := (A"[y),1

[ F(o(0) - det(Dg(x))| dx"lu(x) ™ [ f(
Pr°p=ﬁ/vf y) dpg(y) = /Vf(y) A"y (y).

Hierbei haben wir in der vorletzten Gleichung die Identitdt y1, = ((A"[v),1)p = A"[v benutzt. Damit
ist (c) = (a) gezeigt und (c) = (b) folgt analog.

2. Schritt: Gilt Teil (c) fiir ¢ € Diff(U;, Uz) und fiir ¢, € Diff(Uy, Us), so auch fiir deren Verkniipfung
P20 @1 € Diff(lll, U3).

Beweis: Da ¢, Teil (c) erfiillt, folgt fiir A € B(U;), d-h. ¢(A) € B(U,), dass

A'((@20 91)(A)) = A" (@2(91(A))) Z/q)l |det(Dga(y))| dA™(y).

Aber auch ¢, erfiillt nach Voraussetzung Teil (c) und damit nach Schritt 1 auch den Teil (a) des
Transformationssatzes. Wenden wir diesen an mit f(y) := |det(Dgz(y))|, so folgt weiter

[ ) 14et(D@] X' (3) = [ Idet(Dga(g1(x)))] - [det(Des (x))] @ (x)

= [ ldetD(gz0 g1)(x)] dA"(x),

wobei wir im letzten Schritt die Kettenregel und die Multiplikativitit der Determinante benutzt haben.

3. Schritt: Teil (c) gilt im Falle, dass ¢ € L(R") eine Permutation der Koordinaten ist, d.h.
P(x1,...,xn) = (x,r(l), .. ,xn(n)) fiir eine Permutation 7 € S,,.

Beweis: Es gilt ¢(x) = Px fiir eine Permutationsmatrix P € R"*", d.h. insbesondere det(D¢(x)) =
det(P) = £1 fiir alle x € R". Fiir einen Quader (a,b] C R" gilt ferner offensichtlich

Ag-1((a,b]) = A"(g((a, b])) = A"((a, b]).

Die Maf3e /\’(;,1 und A" stimmen also auf den messbaren Quadern iiberein und damit aufgrund

des MaBeindeutigkeitssatzes 7.11 (bzw. Satz 9.13 (ii)) auch auf B(IR"). Aber dann folgt fiir alle
A € B(R"):

M (g(A)) = Np1(4) = A(4) = [ 1d1"(x) = [ |det(Dp(x))] 41" (x).

4. Schritt: Fiir ¢ € Diff(U, V) und Permutationsabbildungen ¢1, 92 € L(R") gilt
perfillt (c) < ¢@rogo (Pz‘qu—l(u) erfiillt (c)

In anderen Worten: Beim Nachweis, dass ¢ Teil (c) erfiillt, diirfen wir die Koordinaten im Definitions-
und Bildbereich beliebig permutieren.

Beweis: Folgt direkt aus Schritt 2 und 3.

5. Schritt: Im Falle n = 1 gilt (c) fiir alle ¢ € Diff(U, V) mit U,V C R offen.
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Beweis: Wenden wir Lemma 10.2 mit f(x) = 1 an, so folgt fiir alle Intervalle [a,b] C U, dass

Meolla,t)) = [

@la,b]

var) = [ 9@ da) = [ 1det(Do(x)] dA).

Die Mafle (A|y),1 und |det(D¢(.))| - Alu stimmen also auf den messbaren Intervallen [a,b] C U
tiberein. Da diese Intervalle einen N-stabilen Erzeuger der Borel-Mengen B(U) bilden, folgt (c)
wieder mit dem Mafieindeutigkeitssatz 7.11.

6. Schritt: Fiir ¢ € Diff(U, V) sind dquivalent:
(i) ¢ erfillt Teil (c).

(i) Fur alle x € U existiert eine offene Kugel B = B(x,r) C U, so dass die Einschrankung ¢|p Teil
(c) erfiillt.

Beweis: Nur (ii) = (i) ist zu zeigen. Da wegen der Dichtheit von Q" in R" fiir jede offene Kugel
B(x,r) eine Kugel B(p,r,) mit p € Q",r, € Q" und

x € B(p,rp) C B(x,r)

existiert, sehen wir wie im Beweis von Lemma 8.13 (siehe Ubungen), dass wir U als abzdhlbare
Vereinigung von offenen Kugeln B, = B(py, ) darstellen kénnen, auf denen (c) jeweils erfiillt ist,
d.h.

U=UpenB, und ¢|p, erfillt (c).

Setzen wir C := By und C,, := B, \ (B1U...UBy,_1),n € N, so erhalten wir schlieflich eine disjunkte
Folge messbarer Teilmengen von U mit U = U,enCy, und ¢|c, erfiillt Teil (c) fiir alle n € IN. Aus der
o-Additivitat der beteiligten Mafle folgt dann fiir A € B(U):

Ni(p(A)) = Ap(A4) = Ay (A0 Go)

nelN
= ) Ap(ANGCy) = ) A (@(ANGCy))
nelN nelN

=n§\l /A . det(Dg(x))] N (x) = /A \det(Do(x))| dA"(x).

7. und finaler Schritt: Wir beweisen per Induktion fiir alle n € IN:
VU,V C R" offen V¢ € Diff(U,V): ¢ erfiillt Teil (c)

Den Induktionsanfang n = 1 haben wir mit Schritt 5 bereits gemacht. Nun nehmen wir an, die
Aussage gelte fiir (n — 1) € IN. Wir haben zu zeigen, dass sie dann auch fiir n gilt.

Seien also U,V C R”" offen, ¢ € Diff(U, V) und p € U. Wegen det(D¢(p)) # 0 (man vergleiche
Erinnerung (ii) vom Beginn des Abschnitts), existiert ein j € {1,...,n} mit %—%(p) # 0. Durch
Permutieren der Koordinaten konnen wir wegen Schritt 4 ohne Einschrankung annehmen, dass
j=1,dh

8(p1
aTCl(P) # 0.

Nun sei
Pp:U—->R", x=(x1,...,%0) — (¢1(x),x2,...,%xpn).
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Dann hat die zugehorige Jacobi-Matrix eine Blockstruktur (hier bezeichnet E,_; € RO*~1D*("=1) dje

Einheitsmatrix)
0
Dy(x) = () .
0 En—]

Insbesondere gilt det(Dy(p)) = 3%( p) # 0, d.h. Dy(p) ist invertierbar. Mit dem Satz iiber die lokale

Umkehrbarkeit existiert also eine Kugel B = B(p,r) C U, so dass §| ein C!-Diffeomorphismus ist.
Nach Schritt 6 gentigt es zu zeigen, dass ¢|p Teil (¢) erfiillt, d.h. wir kénnen im Folgenden ohne
Einschrankung annehmen, dass U = B gilt und ¢ ein C!-Diffeomorphismus auf U ist.

Nun zerlegen wir ¢ wie folgt
9=(9oy Doy =poy.
N——
Fiir die erste Komponente der Abbildung p gilt dann

a) = (1o W) =1 ') =1 (¥ () = Wop (y) = w1

Nach Schritt 2 gentigt es nun zu zeigen, dass sowohl p als auch ¢ den Teil (c) erfiillt. Diese beiden
Abbildungen haben gemeinsam, dass sie (mindestens) eine Koordinate festhalten. Wir miissen also
nur zeigen, dass jeder Diffeomorphismus mit dieser Eigenschaft den Teil (c) erfiillt. Nach einer
Permutation der Koordinaten und einer weiteren Anwendung von Schritt 4 kénnen wir also im
Folgenden ohne Einschrankung annehmen, dass ¢ € Diff(U, V) die erste Koordinate festhilt, also
folgende Gestalt hat: Fiir x = (t,x') € U C R x R" ! gilt

o(t,x") = (t, @a(t, x"), ..., @u(t, x")).
::<I>t(x’)

Fiir festes t gilt hier ®; € Diff(U;, V;), wobei Uy, Vi C R*1 gerade die entsprechenden ¢-Schnitte
sind, d.h.
Uy ={x¥ eR"1:(t,x)eU} und Vi:={xecR"!:(t,x)ecV.

Dies sind offene Teilmengen von R"~! (warum?).

<
IR /’?\1
A o A 4
|
E- Ut i vt
’ 7
! R

L—'—/\> an

Man beachte, dass wir die Abbildungen ®; nur fiir

> QV\\A

tem(U)={s€R:3x" € Umit (s,x') € U}

definiert haben. Hierbei ist 71; : R x R*~! — R, (s, x’) — s die Projektion auf die erste Koordinate.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass mit U auch 7r; (U) offen also auch eine Borel-Menge ist.

Fiir t € 711 (U) erfiillt ®; dann nach Induktionsannahme insbesondere auch den Teil (c). Ferner hat
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die Jacobi-Matrix von ¢ die Blockgestalt

Dot x) = (* Dth(x’)>’
d.h. es gilt
(o) det(Do(t, x')) = det(D®¢(x")), ((t,x) € U).
Nun sei A € B(U). Wir beachten, dass fiir t € R

q)t(At) St e 7T1(U),

(p(A))r = {@ t g m(U).

Damit konnen wir den Beweis nun schrittweise vollenden:

/ AL ))e) dA(t) (Cavalieri, Prop. 9.15)
AT Dy(Ar)) dA(1)
my (U)
= < / |det(D®;(x'))| dA™( )) dA(t) (Induktionsannahme)
Ay

_/</1R i (B) - 1a,(x) [det(Dgp(t,x)) | dA"(x ))dA(t) (o)
— [ (o tatt3) detDe(e, )] a2 ) ance

= [, 1a(x) |det(Dg(x))] dA"(x) (Tonell)

= [ |det(Dp(x))] ar*(x) -

— Zusatzmaterial —

Zusatz (OberflichenmaRe). Nehmen wir an, dass T € £(RK,R") eine lineare Abbildung mit Rang(T) = k < n ist.
Wir wir bereits wissen, ist dann das Bild des k-dimensionalen Einheitswiirfels W := [0, 1]k eine A"-Nullmenge,

T(W)CR" und A™(T(W)) = 0.

Allerdings liegt T(W) im k-dimensionalen Unterraum T(IR¥) des IR”, d.h. es sollte doch méoglich sein, T(W) so etwas
wie ein k-dimensionales Volumen zuzuordnen. Hierzu kénnen wir etwa eine orthogonale Abbildung Q € L(IR") so
auswahlen, dass

Q(T(W)) CRF x {0} := {(x,y) e R x R"* .y = 0}

und anschlieffend diese Menge mittels der orthogonalen Projektion
P:RExR"F S RF, (x,y) »x

zu einer Teilmenge (P o Q o T)(W) von R¥ machen.

. T @ [ ¢
=30 P
>
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Da (PoQoT) € L(R¥), folgt dann aus dem Transformationssatz bzw. Beispiel 10.5, dass
M((PoQoT)(W)) = |det(PoQoT)|.

Allerdings ist dies noch keine sinnvolle Formel fiir das k-dimensionale Volumen von T(W), da sie von der zufillig
gewdhlten orthogonalen Abbildung Q abhangt. Hier hilft ein Trick: Wir identifizieren alle Abbildungen mit den
zugehorigen darstellenden Matrizen bzgl. der Standardbasen und nutzen, dass P‘P = Q!Q = E, (hier ist P* die zu P
transponierte Matrix). Somit ist

|det(PQT)|? = det(PQT) - det(PQT) = det((PQT)") - det(PQT)
= det(T'Q'P!) - det(PQT) = det(T'Q'P!PQT)
= det(T'T).

Wir erhalten also durch
Vol (T(W)) := 1/det(T*T)

eine sinnvolle Definition des k-dimensionalen Volumens von T(W).

Betrachten wir nun allgemeiner eine C'-Abbildung ¢ : U C R¥ — R". Dann wirkt ¢ in einer kleinen Umgebun%
eines Punktes x € U anndhernd wie die affin-lineare Funktion p — ¢(x) + Dg(x)p. Ein kleiner Wiirfel W C R
um x wird also (abgesehen von einer Verschiebung) annéhernd auf die Menge D¢(x)(W) abgebildet. Diese hat das

k-dimensionale Volumen
\/det((D(x))' Dp(x)) = /().

Die Abbildung g, : U — [0,00), x — det((D¢(x))!Dg(x)) wird auch die Gramsche Determinante von ¢ genannt.

/Q W

Damit sollte die folgende Definition ausreichend motiviert sein.

Definition 10.9. Eine offene Teilmenge F C IR” heifst k-dimensionales Flichenstiick in R", falls U C RF offen
und eine C'-Abbildung ¢ : U — R" existiert, so dass

D o) =F
(ii) ¢ : U — F ist ein Homéomorphismus,
(iii) Rang(D¢)(x) = k fiir alle x € U.

In diesem Fall nennt man ¢ eine Parametrisierung von F. Weiterhin heifst das Maf3

o:B(F) — [0,00], / \/ 8o (x) dAF (x

das k-dimensionale Oberflichenmaf3 von F und
vol(E) := o(E)

das k-dimensionale Volumen von E C F.

Bemerkung 10.10. (i) Mit dem Ma88 du = /3, dAF auf (U, B(U)) gilt also o = tig- Dies zeigt, dass o wirklich
ein MaB auf (F, B(F)) ist.

(ii) Man kann mit Hilfe des Transformationssatzes zeigen, dass die Definition des Oberflichenmafies unabhingig
von der Wahl der Parametrisierung ist.

97
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Beispiel 10.11. (i) Sei f : U C RF - R stetig differenzierbar. Dann ist
F := Graph(f) = {(x, f(x)) : x € U} C RF!
ein k-dimensionales Flachensttick mit Parametrisierung

@:U—RM, o(x) = (x, f(x)).

A
Zz2,,
T

Hier gilt (ohne Angabe des Arguments x)

Dy = (51;() c R+ %k

und somit mit dem Gradienten Vf := (Df)! € R*1

g =det (B V1) gty ) ) = detEe+ (VNN =1+ 513

voly (F /\/1+||Vf )2 dAk(x

(ii) Betrachten wir die obere Halbsphire der Einheitskugel in R®

Es folgt

Fi={yeR’:|yll, =1, y3 >0}
Diese ist Graph der Funktion
f:B(0,1) SR> = F, f(x)=1/1—|x|3

Eine kurze Rechnung zeigt, dass
1

7
1—lx]l2

2
1+ [Vl =
und somit unter Verwendung von Polarkoordinaten (vgl. Bsp. 10.8)
/ d)\z dr =2 (—\/ 1— r2) Py = P
B(0,1) /1 ||

Dies tiberrascht uns nicht, haben wir doch in der Schule gelernt, dass die Vollsphédre den Fldcheninhalt 47
besitzt.

vol, (F =2r

h ==

“Hierbei haben wir in der letzten Identitit benutzt, dass Matrizen der Bauart Ej + vof mit v € R¥*! nur die
Eigenwerte 1 und ||v||§ = v'v besitzen und die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist.
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11. Raume integrierbarer Funktionen

Stichpunkte. £P-Halbnorm, £P-Rédume, Holder-Ungleichung, Minkowski-Ungleichung, Quotientenrdume, LP-Raume,
Satz von Riesz-Fischer, Konvergenz im p-ten Mittel, Hilbertraum L?, Rieszscher Darstellungssatz

Vereinbarung: In diesem Abschnitt bezeichnet (X, A, jt) einen festen Mairaum.

Unser erstes Ziel ist es, die Definition des Integrals auch auf komplexwertige Funktionen f : X — C
auszudehnen. Dazu wissen wir bereits aus Korollar 8.16, dass f genau dann .A-messbar ist, wenn

Re(f): X—-R und Im(f):X—R

beide .A-messbar sind. Dies fiithrt zu folgender Definition.

Definition 11.1. Die A-messbare Funktion f : X — C heifit y-integrierbar, falls Re(f) und
Im(f) beide p-integrierbar sind. In diesem Fall setzen wir

/fdy ::/Re(f) dy+i/1m(f) du.

und

/Afdu = /fllA dy
fir A € A.

Bemerkung 11.2. (i) Bis auf Teil (ii) ¢) (der dann keinen Sinn macht) bleiben alle Resultate von
Satz 6.4 auch fiir komplexwertige Funktionen giiltig. Dies folgt jeweils durch Betrachtung des
Real- und Imaginérteiles von f und unter Verwendung der Abschétzung

I < Re(f)| + [Im(f)] < 2]f].

Nur fiir die Dreiecksungleichung muss man einen kleinen Trick verwenden: Man setzt A :=
J f du € C und hat A = |A|e" fiir ein ¢ € [0,277). Damit folgt

[ i | = a1 = Re(lAl) = Ree- )

— Re <e” /f dy) — Re (/e“f dy)

:/Re(e—iff) dy < /le‘”fl dyz/ |fldp-

(i) Auch der Satz tiber die dominierte Konvergenz (Satz 6.5) und der Ausschépfungssatz
(Korollar 6.8) bleiben giiltig.

Nun wollen wir die integrierbaren Funktionen im Kontext von Vektorraumen betrachten. Dazu sei

K e {R,C}
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entweder der Korper der reellen oder der Kérper der komplexen Zahlen. Fiir Funktionen f, g : X — K
und « € K sind dann f + ¢ und af natiirlich weiterhin punktweise definiert, d.h.

(f+8)x)=f(x)+g(x), (af)(x)=af(x), (x€X).
Da wir selbst im reellen Fall die Werte 00 nun nicht mehr zulassen, sind diese Ausdriicke stets

definiert. Mit Satz 6.4 und Bemerkung 11.2 erhalten wir nun unmittelbar folgendes Resultat.

Proposition 11.3. Es sei
LX) = LYX, ) == LYX, 4, K) := {f : X — K] f ist y-integrierbar}.
Dann gilt:
(i) £}(X) ist ein K-Vektorraum.
(ii) Das Integral
I:LY(X) S K, I(f) = /f du

ist eine K-lineare Abbildung.

Bemerkung 11.4. Wenn aus dem Kontext klar ist, tiber welches Mafy man integriert und welche
Werte die Funktionen annehmen diirfen, schreibt man meist nur £!(X). Dies werden wir auch
im Folgenden so handhaben. Die genaueren Schreibweisen werden je nach Bedarf verwendet,
um Missverstdndnisse zu vermeiden.

Beispiel 11.5. Ist v das Z&hlmaB auf (IN, P(IN)), so gilt

LYIN,v)=I!(N):={a:N > K: i |an| < oo},

n=1

vergleiche Beispiel 5.13 (ii).

In Analogie zu den [?(IN)-Rdumen als Verallgemeinerung des Raumes ! (IN) wollen wir nun auch
noch LP-Raume integrierbarer Funktionen einfithren und diese zugleich mit einer (wie wir spater
sehen werden) Norm versehen.

Definition 11.6. Es sei p € [1,00]. Fiir eine .A-messbare Funktion f : X — K setzen wir

1/p
Iy = (157 dn) @ <p<e)
(mit der Vereinbarung co!/? := c0) und
| flleo := inf {C > 0: |f| < C p-fast sicher} .

Ferner sei
LP(X):={f: X — K| f ist A-messbar und ||f||, < oo} .

Auch hier schreiben wir manchmal £? (X, u) bzw. £LP(X, u,KK), um Dinge zu verdeutlichen.
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Bemerkung 11.7. (i) Man beachte, dass fiir 1 < p < oo die Funktion X 3 x — |f(x)|P € [0, ),
als Komposition der .A-messbaren Funktion f mit der stetigen Funktion K > z +— |z|P € [0, 00),
ebenfalls A-messbar ist.

(ii) Da f p-integrierbar genau dann, wenn [ |f| du < oo, ist diese Definition von £!(X)
dquivalent zur urspriinglichen Definition in Proposition 11.3.

(iii) Funktionen f € £%(X, u) nennt man auch p-fast sicher beschrinkt, denn es gilt | f| < || f]|
p-fast sicher (Ubung).

(iv) Im Falle eines endlichen Mafles y sind die £LP-Raume geschachtelt:

pL>pa = LOX)CLP(X) C LR (X) C LX)

Fiir allgemeine Mafirdume muss dies allerdings nicht mehr gelten (Ubung).

Unser nichstes Ziel ist es nun, zu zeigen, dass £7(X) auch fiir p # 1 ein K-Vektorraum ist und dass
|||l eine Halbnorm auf diesem Raum definiert, d.h. fiir alle f, g € £F(X) gilt

* f=0 = |fll,=0
* llafllp = lalllfllp fiir « € K,

o If+slly <Ifllp +llgllp-

Die ersten beiden Eigenschaften sind klar, d.h. wir werden nur die dritte Eigenschaft, die Dreiecks-
ungleichung, noch beweisen miissen.

Bemerkung 11.8. Dass es sich bei ||.||, in der Regel nicht um eine Norm handelt, wissen wir
tibrigens auch schon, denn nach Proposition 5.28 (iii) gilt fiir 1 < p < oo die Aquivalenz

Ifll,=0 < [f|P =0 pfastsicher <« f =0 p-fast sicher,
d.h. die Implikation ||f||, = 0 = f = 0 gilt im Allgemeinen nicht (fiir p = oo folgt || f|lc =

0 & f = 0 p-f.s. direkt aus der Definition). Um dieses Problem werden wir uns etwas spéter
kiimmern.

Satz 11.9. Es seien p, g € [1, o] sogenannte konjugierte Exponenten, d.h. es gelte

wobei 1/c0 := 0.

(i) Essei f € £P(X)und g € L7(X). Dannist fg € £!(X) und es gilt die Holder-Ungleichung
£l < [ /11118 ]lg-
(ii) Sind f,g € LP(X), soist f + g € LP(X) und es gilt die Minkowski-Ungleichung

1f =+ &llp < 1 fllp + llgllp-

Insbesondere ist L7 (X) ein K-Vektorraum und ||.||, eine Halbnorm auf diesem Raum.

Beweis. Wir betrachten nur den schwierigeren Fall 1 < p,q < co.

Ubung


https://de.wikipedia.org/wiki/Otto_H%C3%B6lder
https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski
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(i) Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Es gilt
p q
ab < a—+b— (a,b>0).
p g
In der Tat: Aus der Konvexitidt der Exponentialabbildung folgt

ab = en@In®) _ pin(a)Hin(b) _ gy (;<p1n<a>> + ;(qln(b))>
Konv. 1 1 af b1

< ep(pIn(@) + _ exp(gin()) = T+ 7

Kommen wir nun zuriick zum eigentlichen Beweis. Hier kénnen wir |/f]],,, [|g|] g 7 0 annehmen.
Zunichst folgt dann aus der Voriiberlegung, dass fiir alle x € X

1(f3) ()] = If(x)Ig(x)] < ;\ﬂx)rp + ;\g(xw,
also auch . .
J1GD@Ide <5 [1FP dt - [ lgl dy < oo

d.h. fg € £Y(X) und ||fg|, <p! ||f|]5 +q71 HgHZ. Nun ersetzen wir in dieser Ungleichung f
durch af und g durch lg fiir ein noch zu wihlendes a > 0 und erhalten

i

allsly @>0).

-1 ab o
/gl = ll(af)(a"g)[l < ?Ilpr +
1/
Mit der Wahl « = <H gllqllf ||:7_p ) ¢ folgt dann (nach einer kurzen Rechnung)

1
Pl = 185 = I£1p18llg

und somit

1 1 1.1
I£8lh < EHprHqu + ngHpHqu = E)HfHPHqu = [If1lpllgllg-

(ii) Um die Minkowski-Ungleichung zu zeigen, konnen wir || f + g|| p > 0 annehmen. Nun nutzen

wir den zu p konjugierten Exponenten g = = € (1, ) und wenden die Holder-Ungleichung

pfl
an. Wegen |f +g|P = [f +glIf + 8P~ < (If| + Ig])If + g]P~! folgt

If+8llp = [1f+glr du< [IFlLf+gl " dn+ [ lglif +gP " an

1/p . 1/q 1/p :
< </ \fl”du> (/ |f +gl7PY dV) + </ Igl”du> (/ |f + 110~ )du>
(=
=T + slle) 1 + 115
Wegen 1 = p — s folgt hieraus die Minkowski-Ungleichung, wenn wir beide Seiten mit || f +

—p/
ngpq

1/q

multiplizieren. ]

Nun wollen wir aus den halbnormierten £P-Riumen normierte Riume machen, indem wir Funk-
tionen, die u-fast sicher tibereinstimmen, identifizieren. Dies gelingt mittels der Quotientenraum-



11. Raume integrierbarer Funktionen 103

Konstruktion aus der linearen Algebra, indem wir benutzen, dass
N = {feL\(X):|fll,=0}={f € L(X): f =0 p-fast sicher}

ein linearer Unterraum von LP(X) ist.

Erinnerung. Es sei V ein K-Vektorraum und N C V ein linearer Unterraum. Wir definieren eine Aquivalenzrelation
~ auf V durch
v~w & v—wEeEN

und bezeichnen die Aquivalenzklasse zu v € V als [v] = v + N. Die Menge
V/N:={[v]:v eV}

aller Aquivalenzklassen wird Quotienten- oder Faktorraum genannt. Ausgestattet mit der Addition bzw. Multiplika-
tion
[0] + [w] = [v+w] bzw. alv] =[av] (a €K)

wird der Quotientenraum selbst zu einem K-Vektorraum (mit neutralem Element [0y] = N). Man beachte, dass
diese Operationen wohldefiniert sind: Gilt zum Beispiel [v] = [¢'], d.h. v ~ ¢/, und [w] = [@'], d.h. w ~ w’, so gilt
(v+w)— (v +w)=(v—v)+ (w—w') €N,dh.auchv+w ~ ¢ + @' und damit [v + w] = [/ + w'].

Definition 11.10. Fiir p € [1,00] sei der K-Vektorraum £?(X) mit Halbnorm ||.||, wie oben
definiert und

N:={fell(X):|fll,=0} ={f € LP(X) : f = 0 p-fast sicher} .
Wir bezeichnen den zugehdrigen Quotientenraum mit
LX) = LV (X, ) := LY(X) /N,

d.h. fur [f], [g] € LP(X) gilt [f] = [g] genau dann, wenn f = g u-fast sicher.

Proposition 11.11. Auf dem Quotientenraum L?(X) wird durch

1AMl == 11 f[lp-

eine Norm definiert.

Beweis. Gilt f ~ f/, d.h. f = f’ p-fast sicher, so auch | f|,, = || f'|l,, d-h. [|[f]||, ist wohldefiniert.
Die Normeigenschaften lassen sich nun leicht nachpriifen. Die Dreiecksungleichung folgt etwa
aus der Minkowski-Ungleichung:

LT+ [glll, = NUF + 8, = If +gll, < MfH, + llgll, = NI, =+ Nisl, -
0

Bemerkung 11.12. Es ist iiblich, auch die Elemente von L?(X) mit dem Symbol f statt [f] zu
bezeichnen. Man muss sich aber stets dariiber im Klaren sein, dass es sich eigentlich um eine
Aquivalenzklasse von Funktionen handelt, die p-fast sicher iibereinstimmen. Zum Beispiel ist
fiir f € LP und x € X der Wert f(x) nicht definiert (denn dieser Wert kann sich fiir verschiedene
Reprasentanten der gleichen Aquivalenzklasse unterscheiden). Allerdings macht es etwa Sinn
zu sagen, dass f(x) = 1 fir p-fast alle x € X, denn diese Eigenschaft gilt entweder fiir alle oder
keinen Représentanten der gleichen Aquivalenzklasse. Genauso kann man das Integral [ f du
fiir f € L? einfach als das Integral {iber einen Reprasentanten der zugehorigen Aquivalenzklasse
definieren, denn verschiedene Représentanten fithren zum gleichen Wert des Integrals.
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Unser ndchstes Ziel ist es zu zeigen, dass die LP-Raume vollstindig, also Banachraume sind (d.h. jede
Cauchy-Folge ist konvergent). Im Beweis verwenden wir ein elementares Resultat iiber normierte
Réaume.
Lemma 11.13. Es sei (V, ||.||) ein normierter K-Vektorraum. Dann sind dquivalent:
@) (V,||.]|) ist ein Banachraum.

(ii) Jede absolut konvergente Reihe in V ist konvergent.
Den Beweis des Lemmas finden Sie im Anhang an dieses Kapitel.

Satz 11.14 (Satz von Riesz-Fischer). Fiir 1 < p < oo ist L?(X) ein Banachraum.

Bemerkung 11.15. Wiirde man statt des Lebesgue-Integrals hier das Riemann-Integral zu
Grunde legen, ginge die Vollstindigkeit der LP(IR)-Rdume iibrigens verloren. Ein weiterer
Grund, iiber das Riemann-Integral hinaus zu gehen.

Der Ubersichtlichkeit halber unterscheiden wir im folgenden Beweis bei der Notation noch einmal
zwischen Elementen aus L” bzw. LF.

Beweis (des Satzes von Riesz-Fischer). Wir beweisen nur den schwierigeren Fall 1 < p < oco: Sei
([fn])nen eine Folge in LP(X) (d.h. (fu)sen ist eine Folge in L7 (X)). Wir setzen voraus, dass die
Reihe Y57 1 [fs] in LP(X) absolut konvergiert, d.h.

i [fulllp = i | fullp =: C < oo

n=1

Es sei Gy := YX_1|fu] und G := Y2, |fu|. Durch (k-malige) Anwendung der Minkowski-
Ungleichung folgt dann

k
IGkllp < Y IIfullp <C (k€ N).
n=1
Da Gy " G folgt somit aus monotoner Konvergenz
[tell /th_hm/cﬁw<cp<m

d.h. G € LP(X). Insbesondere folgt aus Proposition 5.28, dass G(x) < oo fiir p-fast alle x € X.
Da absolut konvergente Reihen in R auch konvergieren, impliziert dies, dass auch

lim an ilfn(x)

k—o0 el

fur p-fast alle x € X existiert. Ist A € A die Menge, fiir die dieser Grenzwert existiert, so setzen

wir
i falx), x€e A
F&%_{Q xeX\A

Dann ist F A-messbar und |F| < G auf X, d.h. mit G ist auch F € £LF(X). Ferner gilt

|F— ifn“’ < (|F[ + i fal)? < (G+G)P =2PGF € L1(X)
n=1 n=1



https://de.wikipedia.org/wiki/Frigyes_Riesz
https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Sigismund_Fischer
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und

k
|F=Y_ fal” =20 p-fast sicher.

n=1

Mit dominierter Konvergenz folgt also

k k
JIE= X Al dn=F = Y filp 0 (ko)

Gehen wir wieder zu den ensprechenden Aquivalenzklassen in L?(X) {iber, so bedeutet dies

k

ITF] = Y [fullly = 0 (k= o0),

n=1

d.h. die in LP(X) absolut konvergente Reihe Y ;[f,] ist in L?(X) auch konvergent. Aus Lemma
11.13 folgt damit die Vollstandigkeit von L7 (X).

O

Folgendes Korollar des Beweises des Satzes von Riesz-Fischer ist manchmal niitzlich.

Korollar 11.16. Es sei p € [1, c0]. Ferner seien g, g € LF(X),k € N, und es gelte ||gx — g|[, = 0
ftr k — c0.” Dann existiert eine Teilfolge (g, )nen von (gx)ken, so dass g, "2 ¢ p-fast sicher.

"Man sagt in diesem Fall, dass gx kg g im p-ten Mittel konvergiert.

Beweis. Wir betrachten wieder nur den Fall 1 < p < co: Konstruiere die Teilfolge (gx, )neN
induktiv, so dass mit gg := 0

18k, — 8y llp <277, neN

und setze f, := (8k, — S, ,)- Dann gilt Y>° ; || fu||, < oo, d.h. wie im Beweis von Satz 11.14
sehen wir, dass eine Funktion F € LP(X) existiert, so dass

N—o00

N N
B = I\l{im Y fu p-fastsicher und |} fu—Fl, = 0.
— 00 n=1 n=1

Aber YN | fu = gx,, d.h.
N—o00

l\ljim Sky = F p-fastsicher und |[g, — F|l, — 0.
— 00

Da nach Voraussetzung ||gx,, — &|| — 0, folgt ¢ = F und die Behauptung ist bewiesen. O

Bevor wir uns dem Spezialfall des Raumes L?(X) zuwenden, wollen wir kurz der Frage nachgehen,
welche Funktionen in den £P-Raumen tiberhaupt enthalten sind. Wir nennen dazu im Folgenden fiir
eine A-messbare Funktion ¢ : X — K die Menge {¢ # 0} € A den Triger von ¢. Ferner nennen wir
¢ in Verallgemeinerung von Definition 5.2 einfach, falls sie nur endlich viele Werte annimmt.

Satz 11.17. Es sei p € [1,00) und
S:={¢: X — K| ¢isteinfach und p ({¢ # 0}) < co}

sei die Menge der einfachen Funktionen mit Triger von endlichem Maf8. Dann ist S C L7 (X)
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dicht, d.h.
Vfe LF(X)Ve>03dp€eS: |f—-9l,<e

Bemerkung 11.18. 1. Gehen wir zu Aquivalenzklassen iiber, erhalten wir ein entsprechendes
Dichtheitsresultat fiir L (X). Auch hier wird in der Literatur oft nicht zwischen Funktion und
Aquivalenzklasse unterschieden und man sagt oft einfach S C LP(X) ist dicht.

2. Im Falle p = oo liegen zwar die einfachen Funktionen dicht in £*(X), im Allgemeinen aber
nicht die einfachen Funktionen mit Trager von endlichem Maf$ (zum Beispiel kann die Funktion
x — 1 aus L2(RR, A) nicht durch solche approximiert werden).

3. Im Falle (X, A, u) = (R", By, A"") konnen stirkere Aussagen getroffen werden (z.B. sind stetige
kompakt getragene Funktionen dicht in £P(R"”,A"),1 < p < c0). Hierauf werden wir spiter
noch einmal zuriickkommen, siehe Korollar 13.19.

Beweis. Es sei ¢ € S. Dann ist ¢ beschrinkt, |¢| < K fiir ein K > 0, und somit gilt

[lolau= [ lolfdu <K’ p({p#0}) <oo
{970}

Also ist S C LP(X). Nun sei umgekehrt f € £7(X) und zunichst f > 0. Dann existiert nach
Proposition 5.4 eine Folge (¢n)nen in €1 (X, A) mit ¢,  f. Schreiben wir ¢, = YL a1 4, mit
ar > 0 und paarweise disjunkten Ay € A, so gilt ferner

Y afu(a) = [ghan< [ dn<c.
k=1
Dies zeigt p ({@n # 0}) = u(UrAx) < 0o, d.h. ¢, € S C LP(X). Schliefilich gilt
on = fIP = (f —u)’ < f
und f? ist y-integrabel, d.h. mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

Hgon_pr — 0.

Fiir ein allgemeines f € L£7(X) wende man das schon Bewiesene auf Re(f)+ und Im(f)+ an.

O

Wir wollen als nichstes zeigen, dass der Raum L?(X) ein Hilbertraum ist.

Erinnerung. Es sei V ein KK-Vektorraum. Eine Abbildung
VxV =K, (v,w)— (vw)
heifst Skalarprodukt, falls fiir u,v,w € V und a,b € K Folgendes gilt:
(i) (au+ bojw) = a(u|lw) + b(v|w),
olw

(ii) w|v) (d.h. (v|]w) = (w|v) im Falle K = R),

(iii)
Das Paar (V, (.|.)) heift ein Pri-Hilbertraum. Jedes Skalarprodukt auf V induziert durch

) =
)

(
0 und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

v,0) >
(.

lo|| ;== +/(v|v), veV,
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eine Norm auf V. Die Dreiecksungleichung fiir diese Norm folgt dabei aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(o) < [lulllloll, uoeV.

Man nennt (V, (.|.)) einen Hilbertraum, falls der so normierte Raum vollstindig ist.

Im Folgenden schreiben wir f € L?(X) statt [f] € L?>(X), siehe Bemerkung 11.12.

Satz 11.19. Der K-Vektorraum L?(X, u) ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(flg) = [ fz dn

ist ein Hilbertraum.

Bemerkung 11.20. Wenn wir dies genauer, aber auch unschéner, mit Aquivalenzklassen formu-
lieren, miisste es heifsen: Die Abbildung

L2(X) x L2(X) > ([f]. ) = ([f] ] [8]) := /f? dp € K

ist wohldefiniert (d.h. unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten f, g) und ein Skalarprodukt.
Die erste Behauptung ist aber klar, denn gilt y-fast sicher, dass f = f* und g = g%, so gilt auch
fg = f*g* u-fast sicher.

Beweis. Dass fg € L'(X) fiir f,g € L?(X), das Integral also definiert ist, folgt aus der Holder-
Ungleichung. Die drei Eigenschaften eines Skalarprodukts sind leicht zu tiberpriifen. So folgt (i)
aus der Linearitdt des Integrals, (ii) folgt aus

/hdy:/ﬁdy

und (iii) folgt wegen (f|f) = ||f||3. Insbesondere ist L?(X) mit der induzierten Norm | f| =
(fIf) = || fll, also nach dem Satz von Riesz-Fischer auch vollstindig. O

Bemerkung 11.21. Man beachte, dass im Falle des Hilbertraums L?(X) die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

[(FIDE <1 1Igll
nichts anderes als die Holder-Ungleichung fiir den Fall p = g = 2 ist.

Zum Schluss wollen wir noch einen Blick auf die Gestalt der stetigen linearen Funktionale auf L?(X)
werfen. Hierzu benotigen wir folgendes abstraktes Resultat.

Satz 11.22 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei (V, (.].)) ein Hilbertraum.
(i) Ist u € V, so ist die Abbildung

P,: V30— (vu) e K

linear und stetig.

(ii) Ist umgekehrt ® : V' — K linear und stetig, so existiert ein eindeutiges u € V, so dass




11. Riume integrierbarer Funktionen 108

® = ®,, dh.
®(v) = (ofu)

fir allev € V.
Teil (i) folgt sofort aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|@u(v) = Pu(0)| = [(vlu) = (V'|u)] = [(o =¥ |w)[ < [lo—o'[| [Ju]-

Den Beweis von Teil (ii) finden Sie im Anhang zu diesem Kapitel.

Fiir den Spezialfall V = L2(X) erhalten wir somit folgende Version des Darstellungssatzes von
Riesz.

Korollar 11.23 (Rieszscher Darstellungssatz fiir L2). Sei ® : L?(X) — K stetig und linear. Dann
existiert ein eindeutiges ¢ € L?(X), so dass fiir alle f € L?(X)

o(f) = [ fzdp.

Bemerkung 11.24. Wir werden im nédchsten Abschnitt eine Folgerung dieses Korollars fiir
Funktionen aus £2(X) (statt Aquivalenzklassen aus L?(X)) verwenden: Ist ¢ : £2(X) — K linear
und beschriankt, d.h. es existiert K > 0 mit

x) le(Hl <KJIfl

fiir alle Funktionen f € £2(X), so existiert eine Funktion g € £2(X) (die bis auf Anderungen
auf Nullmengen eindeutig ist), so dass

o(f) = [ fgdn,  feLAX).

Dies folgt unmittelbar, wenn wir das Korollar auf die wegen (%) wohldefinierte und stetige
lineare Abbildung

@: LX) = K, @([f]) == o(f)

anwenden.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Beweis von Lemma 11.13). (i) = (ii): Sei Y32, x; eine absolut konvergente Reihe in V. Dannist (Y_; [|xk/),,cp
konvergent, also eine Cauchy-Folge in K. Da fiir n > m gilt

n m n n
Y- ) x Yo < Y lul=
k=1 k=1

k=m-+1 k=m+1
ist damit (}_}_; xx)nen eine Cauchy-Folge in V und daher aufgrund der Vollstindigkeit von V konvergent.

m

n
2 Mlxell = 3 [l
k=1

k=1

7

(ii) = (i): Sei (xn)nenN eine Cauchy-Folge in V. Durch Wahl von ¢ = 271,272, .. im Cauchy-Folgen-Kriterium lasst
sich induktiv eine Teilfolge (xn, )xen konstruieren, so dass

k
1
o =5l < (3) (eN),

d.h. die Teleskopreihe Y} ; (xp,,, — X»,) konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut. Aber dann ist diese
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Reihe nach Voraussetzung auch konvergent, d.h.
m
,,}E}}okz(xnm - x"k) = r%l_rgo(xnmﬂ - Xny) = (”%1_1;20 lemH) — Xy
=il

existiert. Also ist die Teilfolge (x4, )ren der Cauchy-Folge (x,),en konvergent. Aber jede Cauchy-Folge mit konver-
genter Teilfolge muss selbst konvergieren (Zeigen Sie dies!). Also ist V vollstandig.

Zusatz (Beweis von Satz 11.22, Teil (ii)). 1. vorbereitender Schritt: LI C V sei ein abgeschlossener Unterraum. Ferner
sei
Ut :={veV: (vJu) =0 firalle u € U}

das orthogonale Komplement von U. Dann ist klar, dass auch U ein abgeschlossener Unterraum von V ist. Wir
zeigen nun, dass
Vv=UeU,
dh. V=U+U" und UNnU* = {0}.
Die letzte Aussage ist klar, denn ist v € u+t, so gilt fiir alle u € U, dass (v|u) = 0. Gilt auch v € U, so kénnen wir

u = v wihlen und erhalten (v|v) = ||v]|*> = 0 also v = 0.

Jetzt sei x € V beliebig und § := inf{||x — u|| : u € U}. Dann existiert eine Folge (u,,),en aus U, so dass ||x — uy|| — 4.
Nun gilt in jedem Vektorraum mit Skalarprodukt die Parallelogrammgleichung, d.h.

2 2 2 2
2([lall” + [[B117) = lla = b[|" + [la+ B[,  (a,be V).
Wenden wir dies an mit a = u, — x,b = u;; — x, so folgt
2 2y _ 2 2
2([Jun — x||* + [lum — x[|7) = [|un — wm||* + lun + um —2x||°,  n,meN.

Da %(un + uy) € U, folgt hieraus

2

1
1t = am|* = 2 ffun = %[> + 2 |t —x|‘2_4‘ U + ) = X

Bl
< 2 ||un — x)|* +2 ||t — x||* — 462

Hier geht die rechte Seite (wegen ||u, — x|| — ¢) fiir n,m — co gegen 0, d.h. (1,,),en ist eine Cauchy-Folge, die im
vollstandigen Raum V konvergieren muss. Wir setzen

ug := lim uy,.
n—00

Da U abgeschlossen ist und u, € U, n € IN, gilt, ist auch ug € U. Nun sei vy := x — ug, so dass
X = Ug + 0g.

Es bleibt zu zeigen, dass vy € U~ gilt. Dazu betrachten wir fiir ein beliebiges u € U und ein noch zu wihlendes
« € K die Funktion ,
f:]0,00) = [0,00), f(t) = ||vo + tau|”.

Nach Definition von ug und é hat diese Funktion ein Minimum in t = 0 (ndmlich %), denn
vo + tau = x — (ug — tau) und  uy — tau € U.
Also muss auch f'(0) = 0 gelten. Da
F(8) = (vo + taulog + tau) = [[og|* + £ |af® [[ul|* + ¢ ((wuloo) + (volaw)) = f|ool|* + £ |af? [|u* + 2¢ Re(a (u]vo)),

gilt also
£'(0) = 2Re(a (ulvg)) = 0.

Nun wihlen wir & = (u#|vg) und sehen, dass

|(ulog)[* =0
gilt, d.h. (u|vg) = 0. Da u € U hier beliebig war, folgt vy € U~.
2. Schritt: Eindeutigkeit

Fiir u,u’ € V gelte
®(v) = (v|u) = (v|u')
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fiir alle v € V. Dann folgt auch (v|u — u') = 0 fiir alle v € V. Fiir die Wahl v = u — 1/ folgt

/

H2:0 alsoauch u—u'=0 bzw. u=1'

(u—ulu—u')=|u—u

3. Schritt: Existenz
Ist ® = 0 die Nullabbildung, so kénnen wir u = 0 wahlen. Nun sei ® # 0 und

U := Kern(®) := @~ 1({0}).

Aufgrund der Linearitit von ® ist dies ein Unterraum von V und aufgrund der Stetigkeit von & ist dieser abge-
schlossen. Nach Schritt 1 gilt also V = U @ U+. Ware Ut = {0}, so miisste V = U, d.h. & = 0 gelten. Da wir
annehmen, dass dies nicht der Fall ist, existiert also 0 # w’ € U~ (fiir das dann w’ ¢ U also ®(w') # 0 gilt). Fiir

wi= g5 (1w,) -w' € Ut gilt damit aufgrund der Linearitit ®(w) = 1. Ferner folgt v — ®(v)w € U fiir alle v € V, denn

P (v —P(v)w) = P(v) — P(v)P(w) = ©(v) — P(v) = 0.

1
llw

1

Da w € U™ folgt somit mit der Wahl u := T fiir allev € V:

(vfu) = W -+ (v]w)
:ﬂiﬁ' (v = S(@)ulw) + (@(2)ulw)
-0
1

= — - (0() [v]?) = ®(0).
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12. MaRe mit Dichten

| Stichpunkte. Absolut stetige MafSe, singuldre Mafle, Lebesgue-Zerlegung, Satz von Radon-Nikodym

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal einen genaueren Blick auf Mafse mit Dichten werfen.

Dazu sei (X, A, u) ein Mairaum und v sei ein weiteres Maf8 auf (X, .A), das eine Dichte beziiglich u
besitze (vergleiche Korollar 5.20). Dies hie8 gerade, dass eine Funktion 1 € M (X, A) existiert, so
dass

v(A) = /Ahd],t

fiir alle A € A. Unsere Kurzschreibweise hierfiir war

v=h-u bzw. dv=hdu.

/fdv:/fhdy

Letztere Schreibweise lag nahe, da

fir alle f € M (X, A).

Bemerkung 12.1. (i) Auch tiber die Eindeutigkeit von Dichten haben wir schon gesprochen. Gilt
v=h-u=Hh-u

fur h, ' € M, (X, A) und ist v o-endlich, so gilt h = I’ u-fast sicher. Dies haben wir in einer
Ubungsaufgabe gezeigt. Mit einem ganz dhnlichen Beweis kann man auch zeigen, dass die
gleiche Aussage gilt, wenn das Maf y o-endlich ist.

(ii) Sind g, h € M4 (X, A), so folgt durch zweimalige Anwendung von Korollar 5.20, dass

g (h-u)=(gh) u

Im Folgenden soll es nun um die Frage gehen, welche MafSe iiberhaupt eine Dichte besitzen. Hierzu
machen wir folgende Beobachtung.

Lemma 12.2. Seien u und v zwei Mafle auf (X, A) und es gelte v =h - u fir ein h € M (X, A).
Dann ist jede y-Nullmenge auch eine v-Nullmenge.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 5.24. Alternativ kann man auch argumentieren,
dass fiir j(A) = 0 die Funktion 1o/ p-fast sicher gleich 0 ist und daher

V(A):/]lAhdy:/Odyzo.

Mafse mit der hier beobachteten Eigenschaft bekommen eine spezielle Bezeichnung.

Ubung
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Definition 12.3. Es seien u, v zwei Mafe auf (X, .A).

(i) Man nennt v absolut stetig beziiglich » und schreibt v < y, falls jede y-Nullmenge auch

eine v-Nullmenge ist:
VAe A: u(A)=0 = v(A)=0.

(ii) Man nennt p und v (gegenseitig) singuldr und schreibt i L v, falls eine messbare Menge

Ay € A existiert, so dass
1(Ag) =v(Ap) = 0.

Bemerkung 12.4. (i) Sind y# und v singuldr, so nimmt v also hochsten auf Teilmengen von Ag
positive Werte an und u hochstens auf Teilmengen von Aj. Die Mafle ,leben” sozusagen auf
disjunkten Teilmengen von X.

(ii) Ist Ag € R abzdhlbar und v = ), 4, 4, eine Summe von Dirac-Mafien auf (R, By), so sind v
und das Lebesgue-Maf3 A singular.

(iii) Gilt v < pund u L v, so ist v = 0 das Nullmaf3.
Beweis: Sei Ay € A mit p(Ag) = v(Af) = 0. Dann kann man argumentieren

wA) =0 'S v(A) =0 = v(X)=1v(Ay)+v(AS) = 0.

Lemma 12.2 zeigt also, dass v absolut stetig beziiglich y ist, falls v eine Dichte beziiglich p besitzt.

Wir wollen nun zeigen, dass hiervon auch die Umkehrung gilt, d.h.
v<u <& v besitzt eine Dichte beziiglich p.

Dies wird eine Folgerung des nachfolgenden Satzes sein, der von eigenem Interesse ist.

Satz 12.5. Seien u,v zwei o-endliche Mafle auf (X, .A). Dann existieren h € M, (X, A) und
o-endliche MaBe v, und v, auf (X, A), so dass Folgendes gilt:

(1) Vg = h : I’l/
(li) 1/S J— ,u/

(iii) v = v; + vs und diese Zerlegung von v in einen absolut stetigen und einen singuldren
Anteil beziiglich y ist eindeutig.

Man nennt die Zerlegung von v in Teil (iii) die Lebesgue-Zerlegung von v beziiglich .

Bevor wir uns den Beweis dieses Satzes ansehen, wollen wir zeigen, dass er tatsachlich die gewiinschte
Charakterisierung von Mafien mit Dichten zur Folge hat.

Satz 12.6 (Satz von Radon-Nikodym). Es seien y, v zwei o-endliche Mafe auf (X, .A). Dann sind
dquivalent:

(i) Es existierth € M (X, A) mitv ="h- .
(i) v < .
Beweis. Nur (ii) = (i) ist noch zu zeigen. Dazu sei v < u. Ist A € A mit p(A) = 0, so folgt also

unter Verwendung der Lebesgue-Zerlegung von v auch 0 = v(A) = v,(A) 4+ vs(A). Insbesondere
zeigt dies vs(A) = 0, d.h. auch v; ist absolut stetig beziiglich u. Aber dann gilt v; < p und



https://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon
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vs L p, d.h. Bemerkung 12.4 (iii) zeigt, dass vs = 0 und somit v = v, gelten muss. Mit der
Notation von Satz 12.5 folgtalsov =v, = h- u furein h € M, (X, A). O

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 12.5.

Beweis (von Satz 12.5). Wir betrachten den Beweis nur fiir den Fall, dass # und v beide endlich
sind. Den Beweis des allgemeinen Falles finden Sie im Anhang an dieses Kapitel.

(a) Existenz der Lebesgue-Zerlegung:

Es sei
p:=u-+v.

Auch dies ist dann ein endliches Maf auf (X, .A) und es gilt < p und v < p.
1. Schritt: Fir f : X — R A-messbar gilt

feL(Xp) & (feL'(Xpu undfeL(Xv))

und in diesem Fall ist

) [rdo=[fan+ [fav

Beweis: Die Gleichung (%) gilt offensichtlich fiir eine messbare charakteristische Funktion
f = 14 und folgt dann fir f € M, (X,.A) mit dem Standardbeweisprinzip der Integrations-
theorie. Betrachten wir |f| bzw. Re(f) und Im(f), so sehen wir schlieB8lich auch, dass die obige
Aquivalenz gilt und dass (x) auch fiir f € £L1(X, p) giiltig bleibt.

2. Schritt: Es existiert ein ¢ € £2(X, p), so dass

/fdv=/fgdp=/fgdu+/fgdv

fiir alle f € L%(X, p).

Beweis: Sei f € L2(X, p). Wir schreiben | f||, , fiir die zugehorige Halbnorm. Dann folgt aus ()
und der Holder-Ungleichung (dies war auch eine Ubungsaufgabe), dass

1
St av< [1fl do= £l < (PG Ifll, <
d.h. £2(X,p) € LY(X,v). Dies zeigt, dass die Abbildung
¢: LX) =R, g(f) = [ fav
definiert ist. Offensichtlich ist ¢ auch linear und wegen obiger Abschidtzung gilt

(A1 < [ 171 do < @(XDHIIfll,,  f € LXop),

d.h. ¢ ist beschrankt. Wir konnen also die Folgerung des Rieszschen Darstellungssatzes aus
Bemerkung 11.24 anwenden, d.h. es existiert ein ¢ € £2(X, p), so dass

/f dv = ¢(f) lL=2££/fg do,  feL¥X,p).

Dies ist die erste zu beweisende Gleichung und die zweite folgt aus Schritt 1.

Ubung
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3. Schritt: Es gilt
[ra-gav=[fgdu  rerixp.

Beweis: Folgt sofort aus Schritt 2, da die beteiligten Integrale endlich sind.

4. Schritt: Fur

A={0<g<1}, h::]lAlﬁg und v, =14 v

gilt Teil (i), d.h. v, = h - .

Beweis: Ist E € A beliebig, so ist f = 141 € L£2(X, p), da p endlich ist, d.h. wir erhalten aus
Schritt 3, dass

/E]IA(l—g) dv:/]lE]lA(l—g) dv:/]lE]lAgdy:/E]lAgdy.

Dies zeigt, dass die folgenden Mafe {ibereinstimmen:
1a(l—g)-v="1a8p.

Multiplizieren wir beide Seiten mit 1 Aﬁ € M, (X, A) und nutzen wir Bemerkung 12.1 (ii), so

folgt hieraus

vu:]1A~v:]1A1§g-y:h-y.

5. und letzter Schritt: Mit
Vg =M ge-v

gelten auch die Teile (ii) und (iii).

Beweis: Aus der Definition von v, und v folgt v = v, + vs, d.h. Teil (iii). Offensichtlich gilt auch
vs(A) =0, d.h. Teil (ii) folgt, wenn wir u(A°) = 0 zeigen konnen. Hierzu wenden wir Schritt 2
auf f = 1,0 an und erhalten

0 S /]l{g<0} dl/:/]l{g<0}g dp S 0,

also
/]1{g<o}g dp = 0.

Dies impliziert g1,y = 0 p-fast sicher, also (wegen p < p) auch p-fast sicher. Dies zeigt

u({g<0})=0.
Auf analoge Weise erhalten wir aus Schritt 3, angewandt auf f = 1 (g>1}s dass
0<u({g=1} < /]l{g21}g d.“:/]l{g21}(1 —g)dv <0,
d.h. u ({g > 1}) = 0. Insgesamt folgt

pA) =pu({g <0}) +u({g=1}) =0.
(b) Eindeutigkeit der Lebesgue-Zerlegung: Es sei

! /
V=1V, +V
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eine weitere Lebesgue-Zerlegung von v und Ag € A sei so gewihlt, dass v.(Ag) = u(Af) = 0.
Dann gilt auch
va(Aj) = va(45) =0,

da beide Mafle absolut stetig beziiglich u sind. Fiir E € A folgt hieraus wegen
Vi(EN Ag) = v,(ENA§) = va(EN A§) =0,
dass

vi(E) = vi(EN Ag) + v.(E N A§) = v.(EN A§)
= v (EN A§) +vi(EN A§) = v(E N A§)
=v,(ENAQ) +vs(ENAG) = vs(EN Ap) < vs(E).

Die gleiche Rechnung mit vertauschten Rollen von v, und v; zeigt auch vs < v/, d.h. insgesamt
folgt vs = v/. Dies hat dann wegen v = v, + v5 auch v, = v, zur Folge. O

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Beweis von Satz 12.5 im o-endlichen Fall). Es sei
X=UE=UEk
neN keIN

fiir messbare E;;, F, € A mit
u(Ep) <oo und v(F) < oo (n,k € N).

Mit dem tiblichen Trick kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass E,;, C E, 1 und Fy C Fq ftur n,k € IN.
Nun sei
G,:=E,NFE,, néelN.

Dann gilt auch G, C G,11,n € N, und X = U, Gn. Ferner ist 4(G,,) < co und v(G,,) < oo fiir alle n € IN. Auch
die Mafse

Vn ‘= ]lcrz\Gn—l v und ]/ln = ]lcrz\Gn—l ’ I/l
sind dann endlich (hier setzen wir Gy := ©). Ferner gilt

Yvu=v und ) pup=p

nelN nelN

Wenden wir das schon Bewiesene auf ji, und vy, an, so existiert i, € My (X, A), so dass
Un = Vna+ Vngs,

wobei vy 4 1= hy - piy und vy s L py. Es folgt

V= Z vy = <Z Vn,a>+<z Vn,s)
nelN nelN nelN
~(ghem) o (o) = (gt ) w5 me)-
nelN nelN nelN nelN

hi=) hlgpg,_,, Va:=h-p und vs:i= ) tns
neN nelN

Setzen wir

so folgt die Behauptung.
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13. Konstruktion und Regularitat von MaRen

Stichpunkte. Halbringe, Pramafle, Fortsetzungssatz von Carathéodory, Lebesgue-Stieltjes-Maf3, dufiere Mafle, Regula-
ritdt, Dichtheit stetiger Funktionen in L7.

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion des 1-dimensionalen Lebesgue-Mafles. Dieses
soll dadurch charakterisiert sein, dass es den halboffenen Intervallen

Hq:={(a,b]:a,b e R,a<b}

ihre Lange zuordnet, d.h.
A((a,b]) =b—a.

Wir werden daher zundchst die Laingenfunktion
l:Hy—[0,00], I((ab]):=b—a

untersuchen. Die Frage ist, ob wir diese zu einem Maf auf By = o(?1) erweitern konnen. Dazu
betrachten wir zunichst die Struktur des Mengensystems ;.

Lemma 13.1. Fiir H; wie oben gilt:
(i) @ € Hi.
(ii)) Sind I, ] € Hq,s0auch I N .
(iii) Sind I, ] € H3, so existieren disjunkte I;, I, € Hy mit J\ I = I U L.

Beweis. (i) @ = (4, a].
(ii) (a,b] N (¢, d] = (max(a,c), min(b,d)] (dies kann auch die leere Menge sein).

(iii) Man rechnet nach, dass (a,b] \ (¢,d] = (a, min(b, c)] U (max(a,d), b] (wobei die letzte Verei-
nigung disjunkt ist und erneut leere Mengen beinhalten kann). O

Mengensysteme mit diesen drei Eigenschaften bekommen eine spezielle Bezeichung.

Definition 13.2. Es sei X eine Menge. Ein Mengensystem H auf X heifst Halbring auf X, falls
Folgendes gilt:

(i) ©eH
(ii) Sind A,B € H,soist ANB € H.
(iii) Sind A, B € H, so ex. n € IN und paarweise disjunkte Cy,...,C, € H mit A\ B = U;_; Ck.

Bemerkung 13.3. Das Mengensystem H ist also ein Halbring auf IR. Man beachte, dass dieser
nicht stabil unter Vereinigungen ist!

Auch die Langenfunktion I : H; — [0, o] hat einige spezielle Eigenschaften. Wie wir spiter sehen
werden, handelt es sich um ein sogenanntes Pramaf3.
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Definition 13.4. Sei H ein Halbring auf X. Dann heifit v : H — [0, o] ein Pramag auf 7, falls
Folgendes gilt:

(i) v(@) =0 (Nulltreue)
(ii) Fiir jede disjunkte Folge (A;)nen in H gilt:

nelN nelN nelN

UAaerH = v < U An> =) v(A,) (0-Additivitit)

Gilt statt (i) nur die folgende schwéchere Eigenschaft (ii’), so heifit v ein Inhalt auf #.

(ii") Ist m € N und sind A;, ..., A, € H paarweise disjunkt, so gilt:

UdneH = v (U An> = f; v(Ay) (Additivitit)
n=1

n=1 n=1

Ein Pramaf ist also c-additiv wann immer es ,Sinn macht” davon zu sprechen, d.h. wenn fiir die
disjunkte Mengen folge (A, )nen die Vereinigung U,en Ay, in H liegt. Genauso fiir Inhalte, die additiv
sind, wann immer davon sinnvoll gesprochen werden kann. Selbstverstandlich ist jedes Maf3 auf
einer o-Algebra dort auch ein Pramaf$ und jedes Pramaf} auf einem Halbring ist auch ein Inhalt.

Wenn wir zunichst ohne Beweis akzeptieren, dass die Langenfunktion [ : 1 — [0, 00| ein Pramaf
ist, geht es nun um die Frage, ob sich Pramafie stets zu einem Maf$ erweitern lassen. Dies ist in der
Tat der Fall.

Satz 13.5 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Es sei H ein Halbring auf X und v : H — [0, o]
sei ein Pramaf auf #. Ferner sei v o-endlich auf #, d.h. es existiert eine Folge (E,),en in H mit

X=|JE: und v(E,) <o (n€eN).
nelN

Dann existiert genau ein Maf y auf o(H), das v fortsetzt, d.h. es gilt |y = v.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage folgt sofort aus dem allgemeinen Mafieindeutigkeitssatz 7.11.
Den Beweis der Existenzaussage verschieben wir auf spéter (siehe Satz 13.14 (b)). O

Bemerkung 13.6. Wie wir sehen werden, existiert auch ohne die vorausgesetzte o-Endlichkeit
von v eine Fortsetzung von v zu einem MaB auf (). Diese muss aber dann nicht eindeutig
sein.

Nun sind also zwei Dinge zu tun: Wir miissen den Beweis des Fortsetzungssatzes komplettieren
und wir miissen zeigen, dass es sich bei der Langenfunktion tatsdchlich um ein PramafS handelt. Als
Vorbereitung fiir beide Punkte wollen wir zundchst weitere Informationen tiber allgemeine Inhalte
und Pramafie bereitstellen.


https://w.wiki/8w4S
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Lemma 13.7. Es sei H ein Halbring auf X und v : # — [0, o] sei ein Inhalt. Ferner sei A € H.

(i) Sind Ay, ..., A, € H paarweise disjunkt und gilt U7_; A; € A, so folgt

n

Y v(4)) < v(A).

j=1

Insbesondere ist v auch isoton.
(ii) Sind Ey,...,E; € H mit A C U | E,, so gilt
m

v(A) < Y v(En).

n=1

(iii) Ist v sogar ein Pramaf und (E,),en eine Folge in H mit A C U,eNEy, so gilt
v(A) < Y v(En).
n=1

Beweis. Den Beweis des Lemmas finden Sie im Anhang zu diesem Kapitel. ]

Nun wollen wir zeigen, dass die Langenfunktion [ ein Pramafs ist. Da es nicht aufwendiger ist,
betrachten wir sogar einen etwas allgemeineren Sachverhalt. Dazu sei daran erinnert, dass fiir eine
monoton wachsende Funktion F : R — R die rechts- und linksseitigen Grenzwerte

F(x+):=1lmF(y) und F(x—):=1lmF(y), x€R,
Y ¥/ x

existieren. Gilt F(x+) = F(x) fiir alle x € R, so heifit F rechtsseitig stetig.

Proposition 13.8. Es sei F : R — IR monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Dann ist
v:Hi; — [0,00], v((a,b]):=F(b)—F(a)

ein Pramafs auf H;.

Fiir den Fall F(x) = x erhalten wir die Langenfunktion / von oben.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass v ein Inhalt ist: Sei dazu (a,b] = U;‘:l(a]-, b;] mit paarweise
disjunkten (a]', bj] € Hi1,1 < j < n. Durch Umsortierung konnen wir stets erreichen, dass
aj < ajyq1, dhoajy = b;,1 < j < n—1. Dies setzen wir im Folgenden voraus. Damit gilt
(Teleskopsumme)

v((a,b]) = F(b) — F(a) = F(by) — F(m)

(F(bj) — F(aj)) = )_v((a; bj]),

M-

Il
-

I
™=

~
I
i

]
d.h. v ist ein Inhalt (denn offensichtlich gilt auch v(®) = v((a,a]) = F(a) — F(a) = 0).

Um zu zeigen, dass v auch ein Pramaf ist, sei

(El, b] = UneN (an/ bn]
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mit paarweise disjunkten Intervallen (a,,b,|,n € IN. Wir kénnen annehmen, dass 2 < b und
ay < by,n € N. Es ist zu zeigen, dass

F(b) — F(a) =} (F(bx) — F(an))-

nelN

Dazu wéhlen wir 0 < é < b — a. Das Intervall [a + 6, b] ist kompakt (und nicht-leer) und aus der
Voraussetzung folgt

[a+6,b] C (a,b] = U (an,by) C U (ay, by +9).
nelN nelN

Wegen der Kompaktheit existiert m € IN mit

[a+5/b] - (anzbn +(5);

Cs=

n=1

also auch (a+9,b] C Up_;(an, by + 6]. Da v schon als Inhalt auf #; erkannt ist, folgt hieraus aus
Lemma 13.7 (ii), dass

F(b) —F(a+9)=v((a+6,b]) < i v((an, by +9]) = i(l—"(bn + ) — F(ay)).

n=1 n=1

Da F rechtsseitig stetig ist (und auch die Summe von endlich vielen rechtsseitig stetigen
Funktionen wieder rechtsseitig stetig ist), konnen wir § gegen 0 schicken und erhalten

F(b) — F(a) < Y (F(br) — F(an),

n—=

[Ey

was wegen der Monotonie von F erst recht die Ungleichung

F(b) — F(a) < Y (F(bn) — F(an))

n=1
impliziert. Um auch die umgekehrte Ungleichung zu erhalten, zeigen wir

Vm e N : f(p(bn) — F(ay)) < E(b) — F(a),

n=1

was das Gewdiinschte zur Folge hat. Sei also m € IN. Nach einer moglichen Umbenennung
koénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass die disjunkten Intervalle ((a,, b,])!l_; nach
wachsendem a,, sortiert sind, d.h. es gilt insbesondere auch a, > b,_; und F(a,) — F(b,_1) >0
fur 2 < n < m. Also folgt

m1<P<bn> ~ F(an)) = F(bw) - (fmm —F(bnm) ~ F() < F(bw) — F(a).

n n=2

Da (a,b] = Upen(an, by] gilt a1 > a und by, < b, d.h. aus der Monotonie von F folgt ferner
m

(F(bn) — F(an)) < F(b) — F(a),
—1

n

was den Beweis komplettiert. O

Der Fortsetzungssatz 13.5 liefert nun sofort folgendes Resultat.
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Satz 13.9. Es sei F : R — R monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Dann gibt es genau ein
Ma8 uf auf (B;,R) mit der Eigenschaft

uf((a,b)) = F(b) — F(a), a,beR,a<b.
Dieses heifst das Lebesgue-Stieltjes-MafS zur verallgemeinerten Verteilungsfunktion F. Es gilt
uE(K) < o0
fur alle K C R kompakt.

Beweis. Das Mengensystem #; ist nach Lemma 13.1 ein Halbring und v : H; — [0, 00],v((a, b]) :=
F(b) — F(a), nach Proposition 13.8 ein Pramaf3. Weiterhin ist dieses Pramafs offensichtlich o-
endlich auf #;. Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit von uf aus Satz 13.5. Ist ferner K C R
kompakt, so existiert n € N mit K C (—n,n], d.h. uf(K) < uf((-=n,n]) = F(n) — F(—n) <
0. Ul

Fiir die Wahl F(x) = x schreiben wir natiirlich A statt uf. Der obige Satz verallgemeinert damit
insbesondere Satz 4.16, d.h. die Existenz des 1-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist damit endlich
gezeigt.

In der folgenden Bemerkung fassen wir die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Stieltjes Mafses
uf zusammen. Auf die (einfachen) Beweise werden wir aus Zeitgriinden zumeist verzichten.

Bemerkung 13.10. (i) Fir x € R gilt

ﬁuwwnf<ﬁw—iw0:ﬂmﬂ%w—lmnznmwuwfu—inznm—Fua.

n—oo n n—oo
n=1

Hieraus folgt auch

((a,b]\ {b}) = F(b—) — F(a),
F((a/b] U{a}) =F(b) — F(a—), usw.

u ((a,b)) = p
uH(la,b]) =

0, x<a

,so gilt ufe = 6,.
1, x>a sHtH “

(ii) Ista € R und F,(x) = {

(iii) Sind Fy, F, rechtsseitig stetig und monoton wachsend, so gilt

ph=u2 o 3JceR: EB=F+c

(iv) Ist umgekehrt u ein MaB auf (B1,R), das kompakten Mengen endliches Maf3 zuordnet, so
wird durch
W(Ox)), x>0

F,: R R,
peET XH{—V((x,O]), x <0

eine rechtsseitig stetige monoton wachsende Funktion definiert, fiir die ufr = yu gilt.

(v) Ist F sttickweise stetig differenzierbar, d.h. es existieren xp < x1 < ... < xy, so dass

F(*OO,JCQ]/ F| [k 1,%%] (k = 1, . n) und F| [x4,00)
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jeweils stetig differenzierbar sind, so besitzt ' die Dichte

h(x):= {F’(x) ,x & {xo,..., X0}

0 ,XE{Xo,...,xn}

beztiglich des Lebesgue-Mafies A. Insbesondere gilt

/RfdyF:/fhdA:/fF’dA,

wobei wir im letzten Integral beachten miissen, dass der Integrand nur A-fast sicher definiert
ist.2

“In der Literatur finden Sie {ibrigens auch oft die Bezeichnung

/de::/fdyF.

Kommen wir nun zum noch fehlenden Beweis des Fortsetzungssatzes. Hierzu benétigen wir zundchst
noch einen weiteren Begriff.

Definition 13.11. Sei X eine Menge.
(a) Eine Abbildung v* : P(X) — [0, o] heifit duBleres Ma8, falls
(i) v*(@) =0 (Nulltreue)
(i) Fur alle A,B € P(X) gilt: A C B = v*(A) <v*(B) (Isotonie)

(iii) Fiir jede Folge (An)nen von Teilmengen von X gilt

v'(|J 4n) £ Y. v*(An) (0-Sub-Addidivitit)
nelN nelN

(b) Sei v* : P(X) — [0, 00| ein duBeres Mafl. Dann heifst A C X v*-messbar, falls
VECX: v*(E)=v*(ANE)+v"(A°NE).

Die Menge aller v*-messbaren Teilmengen von X wird mit A(v*) bezeichnet.

Im Unterschied zu Maflen sind duflere MafSe also auf ganz P (X) definiert, aber sie sind dort nicht
notwendig c-additiv (was die Isotonie impliziert), sondern nur noch o-sub-additiv und isoton.

Bemerkung 13.12. (i) Offensichtlich gilt fiir jede Teilmenge E C X die disjunkte Zerlegung
E=(ANE)U(A°NE).

Die Menge A ist genau dann v*-messbar, wenn sich das dufsere Maf3 von jedem E dann auch als
Summe der dufieren Mafle von A N E und A N E berechnen lasst.

(ii) Da jedes d@uflere Maf3 auch endlich sub-additiv ist (man wahle in der entsprechenden
Bedingung A, = @ fiir alle bis auf endlich viele n € IN), gilt fiir alle Mengen A, E C X stets

V*(E) <v*(ANE)+v*(A°NE),
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d.h. A ist v*-messbar genau dann, wenn fiir alle E C X gilt, dass

v*(E) > v (ANE) +v*(A°NE).

(iii) Gilt v*(A) = 0, so ist A v*-messbar, denn aufgrund der Isotonie gilt

V'(ANE)+ v (A°NE) <v*(A)+v"(E) =v*(E), ECX.
Der nachfolgende Satz (der auch auf Carathéodory zuriickgeht), erklart die Wichtigkeit von dufseren
Mafen.

Satz 13.13. Sei v* : P(X) — [0, co] ein dufleres Maf. Dann ist A(v*) eine o-Algebra und v*| 4.+
ist ein vollstandiges Mafs.

Aus Zeitgriinden wollen wir auch diesen Satz hier nicht beweisen. Sie finden den Beweis aber im
Anhang an dieses Kapitel.

Nun miissen wir noch den Zusammenhang zwischen dufleren MafSen und Pramaflen herstellen.

Satz 13.14. Es sei H ein Mengensystem auf X mit @ € H und v : H — [0, 0] sei eine nulltreue
Abbildung. Ferner sei

v (A) = inf{ Y V(En) : (En)nen ist Folge in H und A C UneNEn} , ACX.
nelN

(a) Es ist v* ein dueres Mafl auf X und fiir alle A € H gilt v*(A) < v(A).
(b) Ist H sogar ein Halbring und v ein Pramafs auf #, so gilt

(0 o(H) € Av),

(i) v*(A) =v(A) fir alle A € H.

Insbesondere ist p := v*|,(3) in diesem Fall eine Fortsetzung von v zu einem Maf auf o ().

Bemerkung 13.15. (i) Teil (b) liefert uns den noch fehlenden Beweis der Existenzaussage des
Fortsetzungssatzes 13.5.

(ii) Wir erhalten das duflere Mafs v* also, indem wir Teilmengen von X durch abzdhlbar viele
Elemente aus H ,,von aufien” approximieren. Hierbei ist zu beachten, dass inf@® := oo, d.h.
A C X bekommt das dufiere Mafs oo, falls A nicht durch Mengen aus &£ {iberdeckt werden kann.

(iii) In der Situation von Teil (a) muss weder H C A(v*) noch v*(A) = v(A) fiir A € H gelten.

Beweis. (a) Wir tiberpriifen die drei Eigenschaften eines dufieren Maf3es:

(a.i) Fir A = @ wahlen wir E, = @,n € N, und erhalten aufgrund der Nulltreue von v, dass
0<v*(®) < Y¥,env(@) =0, also v* (@) = 0.

(a.ii) Ist A C B, so ist jede Uberdeckung von B mit Elementen aus H auch eine Uberdeckung von
A, d.h. v*(A) < v*(B), da auf der linken Seite das Infimum tiiber eine groflere Menge gebildet
wird.

(a.iii) Nun sei (Ay)qen eine Folge in P(X). Im Falle, dass v*(Ay) = oo fiir ein N € IN, ist die
o-Sub-Additivitat trivialerweise erfiillt. Wir konnen also annehmen, v*(A,) < oo fiir alle n € IN.
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Insbesondere existiert dann nach Definition des Infimums zu jedem & > 0 und n € IN eine Folge
(En,k)kE]N in ‘H mit An - UkE]NEn,k und

s

ZV nk <1/ A)+27

keIN

Aber UyenAn C U, en2Enx und damit

v*(UAn)g(Z v(En) = ¥ Y u( nkgz ;):(Zv*(An)>+s.

nelN n,k) €IN2 n€N keIN €N

Da € > 0 beliebig war, folgt die o-Sub-Additivitdt von v*.

(a.i) bis (a.iii) zeigen, dass v* ein dufseres Mafs ist. Wahlen wir schliefilich fiir A € H die Mengen
E1 = A,E, = ©,n > 2, so sehen wir auch noch, dass

A) < Z v(E,) =v(A), AecH.

nelN

(b.i) Da A(v*) eine o-Algebra ist, gentigt es H C A(v*) zu zeigen. Nach Bemerkung 13.12 (ii)
gilt dies, wenn fiir jedes A € H und E C X

v*(E) > v*(ANE)+v*(A°NE).

Im Falle v*(E) = oo ist dies offensichtlich erfiillt, d.h. wir betrachten den Fall v*(E) < co. Nach
Definition von v* existiert dann fiir jedes € > 0 eine Folge (E,)nen in H mit E C UyenE, und

E) < Y v(E.) <V*(E)+e.
nelN

Wir wollen nun auch v*(A N E) und v*(A° N E) nach oben abschétzen. Da ‘H ein Halbring ist,
gilt zundchst
ANE,€eH, neN, und (ANE)C U (ANE,),
nelN
d.h.

V' (ANE) < ) v(ANE,).
nelN

Aufgrund von Eigenschaft (iii) eine Halbrings existieren ferner fiir jedes n € IN ein M,, € N und
paarweise disjunkte C,,x € H,1 < k < M, so dass

Mn M"
A*NE, =E,\ (ANE,) U Cur unddamit ANEC | J(A°NE,) = |J | Cur
nelN nelN k=1
d.h.
M,
v(ATNE) < Y Y v(Cup)
nelN k=1

Halten wir noch fest, dass wegen der Additivitdt von v gilt

My

V(En):v<AﬂEn (Uan>)—v ANEy) + Y v(Cux),

k=1




13. Konstruktion und Regularitit von MafSen 124

so folgt schliefslich zusammengefasst, dass

V' (ANE)+ v (A°NE) < Y v(ANE,)+ ) %V(Cn,k)

nelN nelN k=1
MH
-y (U(A NE,) + Zv(cn,k)> = Y v(E,) < v*(E) +e.
nelN k=1 nelN

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt
V'(ANE)+v*(A°NE) <v*(E),

d.h. A € A(v*) und somit H C A(v*).

(b.ii) Sei A € H. Aus Teil (a) wissen wir bereits, dass v*(A) < v(A). Fur die umgekehrte
Ungleichung sei (E;)qcN eine Folge aus H mit A C UyenEy. Nach Lemma 13.7 (ii) gilt v(A) <
Y nen V(E,), woraus

) < mf{ Z v : (En)nen Folge in H mit A C U,eNEy, } =v*(A)
nelN

folgt. O

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch einen kurzen Blick auf die sogenannte Regularitat
von solchen Maflen werfen, die auf der Borel-o-Algebra eines metrischen Raumes (X, d) definiert
sind. Hierbei geht es um die Frage, ob das Maf gut durch seine Werte auf offenen, abgeschlossenen
bzw. kompakten Mengen beschrieben wird.

Satz 13.16. Es sei X ein metrischer Raum und y ein MaB auf (X, B(X)). Ferner existiere eine
Folge offener Mengen (Uy),enN, so dass

X=JU, und p(U,) <o (neN)*
nelN

Dann gilt fiir alle B € B(X):

(i) u(B) =inf{u(O) : B C O und O ist offen }.
(i) wu(B) =sup{pu(A): A C Bund A ist abgeschlossen }.

Ist X dariiber hinaus o-kompakt (vergleiche Proposition 2.16), so gilt auch

(iii)) u(B) =sup{u(K) : K C B ist kompakt }.

"D.h. u ist o-endlich auf dem Mengensystem der offenen Teilmengen von X. Dies ist etwa fiir jedes endliche Maf,
fiir die Lebesgue-Stieltjes-MafSe aus Proposition 13.8 und fiir das Lebesgue-Maf38 A" erfiillt.

Bemerkung 13.17. Mafle, die (i) erfiillen nennt man von auflen reguldr. Solche, die (iii) erfiillen
heiflen von innen regulir. Schliefdlich heifst ein Maf3 reguldr, wenn es von innen und von auflen
regulér ist.

Korollar 13.18. Ist i ein lokal-endliches Ma88 auf (R", B,), d.h. u(K) < oo fiir alle kompakten
K C R", so ist p regular.
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Beweis (des Korollars). Die abgeschlossenen Kugeln B(0, k) C R" sind kompakt. Ferner gilt

R" = UrenB(0,k) = UgenB(0,k)  und y(B@J»<<w (k € N).

Also sind die Voraussetzungen von Satz 13.16 erfiillt. O

Insbesondere sind also etwa die Lebesgue-Stieltjes-Mafle aus Proposition 13.8 und das Lebesgue-Maf3
A" jeweils regular.

Beweis (von Satz 13.16). Teil (i) und (ii): Aufgrund der Isotonie des Mafles gilt stets

#(B) <inf{u(0):0 D Bistoffen } und u(B) > sup{u(A): A C Bistabg.}.

=g =:S

Fiir die umgekehrten Ungleichungen betrachten wir die Menge
G :={B € B(X): Ve > 03O offen und A abgeschl. mit A C BC Ound u(O\ A) < e}.

Nehmen wir an, dass G = B(X) gezeigt werden kann. Ist dann B € B(X) und ¢ > 0 beliebig,
und sind A C B C O mit (O \ A) < ¢ entsprechend gewihlt, so folgt auch (B \ A) < € und
#(O\ B) < ¢ und damit

u(B) = pu(0)—e=>1-e

und
#(B) < u(A)+e<S+e

Fiir ¢ — 0 folgen dann die noch fehlenden Ungleichungen.

Es bleibt also nur G = B(X) zu zeigen.

1. Fall: y ist endlich

Wir zeigen, dass G alle abgeschlossenen Mengen enthilt und dass G eine o-Algebra ist. Da die
abgeschlossenen Mengen die Borel-o-Algebra B(X) erzeugen, folgt G = B(X).

Schritt 1.1 Alle abgeschlossenen Mengen sind Element von G.
Beweis: Sei B C X abgeschlossen und ¢ > 0. Mit Hilfe der stetigen Abbildung
X 3 x — dist(x, B) := inf{d(x,y) : y € B}
definieren wir die offenen Mengen
Oy :={x € X : dist(x,B) < 1/n}.

Dann gilt O, 2 O,41 2 B und B = B = NyenOy, (hier nutzen wir, dass d(x,B) = 0 < x € B).
Aus der Stetigkeit (von oben) von u folgt damit u(O, \ B) = u(O,) — u(B) — 0 fiir n — oo.
Wihlen wir also 19 € IN grofs genug, O := O, und A = B, so gilt

ACBCO und p(O\A)<e

Schritt 1.2 G ist eine o-Algebra.

Beweis: (i) X € G ist klar, da X offen und abgeschlossen ist.
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(ii) Sei B € G und sei ¢ > 0. Ferner seien A C B C O entsprechend gewéhlt. Dann gilt O° C B¢ C
A¢, die Mengen O° und A° sind abgeschlossen bzw. offen und es gilt j1(A°\ O°) = u(O\ A) <e.
Also ist auch B¢ € G.

(iii) Sei B = UpenBy mit B, € G,n € IN, und sei ¢ > 0. Fiir jedes n € IN existieren dann (zu
gy := 27" 1) offene O, bzw. abgeschlossene A, so dass

A CB, CO, und u(0,\ A, < o

Wir setzen O := U,enOy, und A’ := UyenAy. Dann gilt A’ C B C O und O ist offen (allerdings
A’ nicht notwendig abgeschlossen). Ferner gilt

#(O\A) S L pO\A)S T u(Oa\A)Se ¥ 27" =2

nelN nelN nelN

Nun sei A := UY | Ay fiir ein noch zu wéhlendes N € IN. Dies ist eine abgeschlossene Menge
und A C A’ C B. Ferner gilt aufgrund der Stetigkeit von unten, dass

HANA) = p(A) = (U14k) = 0
fiir N — co. Wir wahlen N so grofs, dass (A’ \ A) < 5. Dann folgt insgesamt
H(O\A) <u(O\A) +u(A'\A) <e

Dies zeigt B = UyenBy € G.

2. Fall: X = U,enU,, mit U, offen und p(U,) < oo.

Die MaBe y,(.) := u(.NU,) auf (X,B(X)) sind dann nach Voraussetzung endlich. Ist nun
B € B(X) und ¢ > 0, so existieren nach Fall 1 offene Mengen O, und abgeschlossene Mengen

A,, so dass
Ay CBCO, und pu(0,\A,) <e2 "L

Wir setzen O := Uyen (O, NU,) und A’ := UpenAy. Dann gilt A’ C B, die Menge O ist offen
und
B=|JBnU,)c | (O.nU,) =0.
nelN nelN

Ferner gilt

€
H (O \ A/) < Z (0 NUyL) \ Ay) = Z #n(On \ Ay) < 5
neN nelN
Nun wihlen wir die abgeschlossene Menge A := UN_| A, mit N grof genug und argumentieren
wie in Fall 1, um (O \ A) < € zu erhalten. Damit gilt B € G, was zu zeigen war.

Teil (iii): Gilt X = U,enK, mit K, C X kompakt und ist A C X abgeschlossen, so ist K, N A
ebenfalls kompakt und
u(A) = lim u(K, N A).

n—oo

Daher folgt Teil (iii) aus Teil (ii). O
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Als Anwendung der Regularitdt schauen wir uns noch einmal dichte Teilmengen der £P-Rdaume an.
Dazu nennen wir

supp(f) := {x € R": f(x) # 0}
den (abgeschlossenen) Trager einer Funktion f : R” — K. Dieser ist kompakt genau dann, wenn er
beschrankt ist, d.h. wenn ein r > 0 existiert, so dass

VxeR": |x|>r = f(x)=0.
Wir definieren weiterhin

Co(R") :={f € C(R") | supp(f) ist kompakt} und Cg(R"):= Co(R")NC®(R").

Korollar 13.19. Es sei y ein lokal-endliches” Maf8 auf (R", B,) und 1 < p < co. Dann ist C§°(R")
dicht in £P(R", u), d.h.

Vfe LP(R", u) Ve >03g € C(R") : Hf—ng <e.

"Vergleiche Korollar 13.18.

Fiir p = oo ist diese Aussage offensichtlich im Allgemeinen falsch (warum?).

Beweis. Wir beachten, dass Co(R") C LF(R", i), denn

JUAP du < A2, - w(supp(F) < o,

da f € Co(R") beschrankt und u lokal-endlich ist.
1. Schritt: Cy(R") ist dicht in £F(R", u):

Beweis: Da Cy(IR") stabil unter endlichen Linearkombinationen ist, gentigt es nach Satz 11.17 zu
zeigen, dass jede charakteristische Funktion 15 mit B € B, und y(B) < oo durch Funktionen aus
Co(R") beziiglich der p-Norm beliebig gut approximiert werden kann. Dazu sei € > 0 beliebig.
Nach Korollar 13.18 (und dem Beweis von Satz 13.16) existieren offene Mengen O und kompakte
Mengen K, so dass

KCBCO wund u(O\K)<e

Nun ist
r:=dist(K,0) := inf{d(x,y) : x € K,y € O°} > 0.
Wir setzen
V:i={xeR":d(x,K) <r/2}.
Dann gilt

KCVCo
und V ist abgeschlossen und beschrankt (denn K ist beschrankt), also kompakt. Definiere

d(x,V°)

g:R" = R, g(x):d(x,K)—l—d(x,Vc)'

Dann ist g stetig, 0 < ¢ < 1und es gilt g(x) = 1 fiir x € Kund g(x) = 0 fiir x € V*. Insbesondere
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ist ¢ € Co(IR"), da supp(g) C V abgeschlossen also (mit V) auch kompakt ist. Weiterhin folgt

IIg—ﬂBI;@:/W g — 15| dp
= [ =1 du+ [ lg—1al’ du+ [ Jo—0"d
- dut [ gl dpt [ Jo— 0" d
< /O\K(]g| + [1p])P du < 2Pu(O\ K) < 2%e.

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

2. Schritt: C{°(R") ist dicht in LP(R", u)
Beweis: Fiir jedes 6 > 0 sei k; : R" — R ein Glattungskern, d.h.
(i) ks ist nichtnegativ und beliebig oft differenzierbar,
(i) ks(x) =0 fur |x| >4,
(iil) [ ks(x) dA™(x) = 1.

Hier kann etwa k;(x) := 6 "k(6~'x) mit

1
——1 1
k(x) == {ceXp< 1—|x|§> Il <

0 Ay =1

mit einer passend gewdhlten Normierungskonstante ¢ > 0 gewidhlt werden. Nach Schritt 1
geniigt es zu zeigen, dass § € Cyo(IR") durch C§’-Funktionen in der p-Norm beliebig genau
approximiert werden kann. Wir betrachten die Faltung (vgl. Beispiel 9.25)

g :=grks i R' 2 R, gs(x) = [ glx=y)ks(v) dA"(y) = [ gwlks(x—y) A" ().

R”

Aus Satz 6.17 folgt, dass mit k; auch g; beliebig oft differenzierbar ist. Ferner gilt fiir 0 < <1

supp(gs) < supp(g) + supp(k;) € supp(g) + B(0,1).
=:5(g)

Da S(g) € R" kompakt ist, gilt also g5 € Ci°(R"). SchliefSlich ist g als stetige Funktion mit
kompaktem Trager sogar gleichmaflig stetig. Ist also ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so existiert
1> 0, >0, so dass

Vy,yeR": |y, <% = [gx)—glx—y)|<e

Hieraus folgt fiir alle x € R" und 0 < § < &, dass
506) = 86011 = | | 8kslt) d"() ~ | g0~ k) 4"()

< [ 18(x) — g —y)lks(y) dA"(y) < e

und damit auch

180~ gl ) = [ () = g (@) dp(x) < € p(supp(s) + (2)) < oo
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Die Familie (|g — gs5|")o<s<s, konvergiert also fiir § — 0 (gleichmiBig) gegen 0 und besitzt die
integrierbare Majorante e”1 . Aus dem Satz tiber die dominierte Konvergenz folgt
somit

supp(g)US(g)

[ gs(x) —g@)F du(x) =0 (6 —0).
O

?Sonst existieren Folgen (x;) aus K und (y,,) aus O° mit d(x,, y») — 0. Da K kompakt ist, konnen wir o.E. annehmen,
dass (xy) in K konvergiert. Aber dann konvergiert auch (y,) gegen ein Element aus K C O. Da O offen ist, liegen
also alle bis auf endlich viele Glieder von (y,,) in O. Dies ist ein Widerspruch, da (y,) eine Folge in O° ist.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Beweis von Lemma 13.7). 1. Schritt: Sind By,...,B, € H, so existiert m € IN und paarweise disjunkte
Cq,...,Cy € H, so dass

A\ (CJ Bk> _{Jc.
k=1 =1

Beweis: Wir beweisen per Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage eine direkte Folgerung aus Teil (iii) der
Definition eines Halbrings. Fiir den Schritt n — n + 1 nehmen wir an, dass

n m
A\ <U Bk) =ya
k=1 =1
mit paarweise disjunkten Cy,...,C;; € H. Dann gilt

n+1 n m m
A\ (U Bk) = <A\ <U Bk>> \Bn+1 = <U Cl) \Bn+1 = U(Cl\Bn+1)'
k=1 k=1 =1

=1

Nun sind Cy, ..., Cy, B,4+1 € H, d.h. wegen Eigenschaft (iii) eines Halbrings existieren fiir jedes 1 < I < m paarweise
disjunkte C;, € H,1 < k < M; mit

M; _ n+1 m M _
Cl \ Bn+1 = U Cl,k also A\ (U Bk) = U U Cl,k-
k=1 k=1

I=1k=1

Da die C;,1 < I < m, paarweise disjunkt sind, sind alle él,k/ 1 <k <M1 <1 < m,paarweise disjunkt, d.h. die
Aussage ist gezeigt.

2. Schritt: Wir beweisen die Teile (i) bis (iii).

(i) Nach Schritt 1 existieren Cy, ..., C;; € H paarweise disjunkt, so dass

I (U ) ~Uan an 4- (U ) o(U)

wobei alle beteiligten Mengen aus H und paarweise disjunkt sind. Aus der Additivitat von v folgt damit

m

v(A) = '11211/(Aj) + Z v(Cy) > iv(Aj).
= =

k=1

(i) DaA=U" (ANE,), ANE, € Hund v(ANE,) < v(E,) (wie aus Teil (i) folgt), konnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass
A = U:qzlEn.
Setze F; := E; und
Fn::En\(Elu...UEn,l), 2§n§m,
so dass die F,; paarweise disjunkt sind und A = U""_; F, gilt. Nach Schritt 1 existieren paarweise disjunkte Mengen
Cor € H,1 <k <Ny 1<n<m mit

N, m Ny

E, = U Cup also A= [J JCux
k=1 n=1k=1
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Aus der Additivitdt des Inhaltes v und aus Teil (i) folgt wegen F, C E,

m Ny m
v(A) = ;](;V(Cn,k) < ;V(En)~

(iii) Folgt genauso wie Teil (ii) (ersetze m durch oo bzw. < m durch < o).

Zusatz (Beweis von Satz 13.13). 1. Schritt: X € A(v*)
Da fir E C X gilt, dass XNE = E und X° N E = @, folgt

v*(E) =v*(E) +v*(®) = v*(XNE) +v*(X°NE),
d.h. X € A(v*).
2. Schritt: A € A(v*) = A € A(v¥)
Dies ist offensichtlich, da die v*-Messbarkeitsbedingung symmetrisch in A und A€ ist.
3. A(v*) ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen:

Es geniigt, dies fiir zwei Mengen zu zeigen. Seien also A,B € A(v*) und E C X beliebig. Dann gilt zunéchst
aufgrund der v*-Messbarkeit von A, dass

v*(E) =v*(ANE)+v*(A°NE)
und aufgrund der v*-Messbarkeit von B (mit E' = AN E bzw. E” = A® N E) weiterhin
v*(E) =v*(ANE)+v*(A°NE)
=v*(BNANE)+v*(B°NANE)+v*(BNA“NE)+v*(B°NA°NE).
Weiterhin ist (AUB) = (BN A)U (B°NA)U (BN A°), d.h. wegen der Sub-Additivitit von v* folgt
vV (BNANE)+v*(B°NANE)+v*(BNA°NE) >v*((AUB)NE),

also mit der vorherigen Gleichung auch

v*(E) > v*((AUB)NE)+v*(B°NA°NE) =v*((AUB)NE)+v*((AUB)°NE).
Wegen Bemerkung 13.12 (ii) ist also auch AUB € A(v*).
4. Schritt: A(v*) ist eine o-Algebra, falls es unter abzihlbaren disjunkten Vereinigungen abgeschlossen ist:

In der Tat, nehmen wir an, dies sei der Fall und sei (B ),ecN eine beliebige Folge in A (v*). Dann setzen wir A; := By
und fiirn > 2

Ap =By \(BiU...UB,_1) =B, N(B{U...UB,_1)°
= (B{UB1U...UB, 1).

Wegen Schritt 2 und 3 ist damit (A,),en eine Folge in A(v*), die offensichtlich diskunkt ist. Also gilt U,B, =
UpAn € A(v*). Damit ist A(v*) auch unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen und damit nach Schritt 1 und 2
auch eine o-Algebra.

5. Schritt: A(v*) ist eine c-Algebra und v*| 4(,+) ist ein Ma8:

Nach Schritt 4 miissen wir fiir den ersten Punkt nur noch zeigen, dass A(v*) abgeschlossen unter disjunkten
abzihlbaren Vereinigungen ist. Sei also (A ),eN eine beliebige disjunkte Folge in A(v*). Wir wollen zeigen, dass
UnenAn € A(v*). Dazu fithren wir die Abkiirzungen

Api=Ul_Ay und A:=UpeNAn

ein. Man beachte, dass A, € A(v*),n € N, denn A(v*) ist nach 3. abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.
Nun sei E C X beliebig. Aus der v*-Messbarkeit von A, folgt dann zunéchst (mit E' = A, N E)

v*(AyNE) =v*(AyNA,NE) +v*(ASN A, NE)
=v*(A,NE)+v*(A,_1NE),
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wobei wir im letzten Schritt die Disjunktheit der A, und die Definition von A, benutzt haben, um A, N A, = A,
und A% N A, = A, zu vereinfachen. Induktiv folgt dann
- n
v (A, NE) =) v*(ANE).
k=1

Nun benutzen wir, dass A, € A(v*) und dass v* isoton ist und erhalten

v*(E) = v*(A,NE) +v*(ASNE) > (i v*(AkﬁE)> +v*(A°NE), neN.
k=1

Schicken wir n — oo, und nutzen wir zweimal die o-Sub-Additivitit, so folgt hieraus schliefSlich

v*(E) > <i V¥ (Ag N E)) +V*(A°NE) > v* (Urew (Ax N E)) +v* (A° N E)
k=1

=v* (ANE) +v*(A°NE) > v*(E),
dh.

v'(E) =v"(ANE)+v"(A°NE) = <Z v (AN E)) +v*(A°NE).
k=1
Die erste Gleichung zeigt, dass A = UgenAg € A(v*). Schliellich folgt aus der zweiten Gleichung mit E = A auch
noch, dass

(o) (o]

vi(A) = v* (UrenAk) = V(AR NA) | +v(ATNA) =) v (A),
=Ag =v*(2)=0

d.h. v* ist o-additiv auf A(v*) und damit ein Ma8. Die Vollsténdigkeit dieses Mafes folgt sofort aus der Isotonie und
Bemerkung 13.12 (iii).
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