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0. Prolog

Eine partielle Differentialgleichung (PDG) driickt Zusammenhidnge zwischen einer unbekannten
Funktion und ihren partiellen Ableitungen aus. Ein Beispiel ist die sogenannte Diffusions- oder
Wirmeleitungsgleichung fiir eine offene Menge (2 C IR":

dru(x, t) — Au(x,t) = f(x,t), (x,t) € QXR.

Die Aufgabe besteht darin, bei gegebener rechter Seite f : (3 x R — R eine Funktion u : 3 x R — R
zu finden, die die Gleichung erfiillt. Hierbei nennt man x = (x1,...,x,) € Q oft die Orts- und t € R
die Zeitvariable. Ferner ist

2 2
at::i und A::Ax::a—+...+ J

= =01 +...+ 05
ot 92 2

Man nennt A den (auf der Ortsvariablen wirkenden) Laplace-Operator.*

Wir wollen uns im Folgenden anhand dieser Gleichung einmal exemplarisch ansehen, wie partielle
Differentialgleichungen bei der Modellierung (z.B.) physikalischer Phanomene zustande kommen.
Auf mathematische Exaktheit werden wir hierbei eher verzichten.

Dazu betrachten wir den Transport eines Stoffes durch ein Gebiet (2 C R”, etwa die Ausbreitung
von Tinte in einem Wasserglas. Mit u(x, t) bezeichnen wir die Dichte des Stoffes zum Zeitpunkt f am
Ort x € O. Ist B C () eine Kugel, so ist die Masse des Stoffes in B zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

M(t) := /Bu(x,t) dx.?

Fiir die Massendifferenz M(t + h) — M(t), also die Anderung der Masse vom Zeitpunkt ¢ zum
Zeitpunkt t + h, erhalten wir dann mit dem Massenerhaltungssatz folgende Bilanzgleichung:

M(t + h) — M(t) = Zustrom iiber 0B — Abfluss iiber dB 4+ Quellen in B — Senken in B.

Den Zu- und Abfluss des Stoffes durch den Rand 0B driicken wir durch eine (modellbedingte)
Flussfunktion ¢ = (¢1,...,¢,) : Q x R — R" aus. Dies bedeutet, dass der Fluss durch ein kleines
Flachenstiick F C 9B, mit z € F, im Zeitintervall [t,t + h] ndherungsweise gegeben ist durch

h - ( Fluss in z senkrecht zu F) - ( Flicheninhalt von F) = h - (¢(z,t),v(z)) - o(F).

)

- %> ¥(2)

'Pierre-Simon Laplace, 1749-1827

*Dies ist die abkiirzende Schreibweise fiir das Lebesgue-Integral [ u(x,t) dA"(x), die wir in dieser Vorlesung verwenden
wollen. Falls an anderer Stelle die Notation nicht klar sein sollte, hilft eventuell ein Blick in das Symbolverzeichnis.
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Hierbei bezeichnet v(z) die duflere Normale an B im Punkte z und ¢ ist das Oberflichenmaf auf dB,
vergleiche Anhang A.1. Ferner ist { ., . ) das euklidische Skalarprodukt im R”".

Die im Zeitintervall [t,t + h] durch die Oberfliche von B auf- bzw. abgegebene Stoffmenge ist damit

gegeben durch
_ /tt+h (/{93(?(2,5),1/(2)) da(z)) ds.

Das Minuszeichen ist hier unserer Wahl von v als der dufieren Normalen geschuldet (wenn die
Integrale positiv sind, nimmt die Stoffmenge in B ab).

Nun driicken wir noch analog mogliche Quellen oder Senken durch eine Funktion f : 3 x R — R
aus, die angibt, wie viel des Stoffes pro Zeit- und Volumeneinheit in () erzeugt bzw. vernichtet wird.
Aus der Bilanzgleichung folgt dann insgesamt:

M(t+h) — M(t) = — /tHh (/BB@(Z,S),V(Z» da(z)> ds + /tt”' </Bf(x,s) dx) ds.

Teilen wir diese Gleichung durch & und lassen wir h gegen 0 gehen, so folgt unter Verwendung der
Formel fiir M(t) und mittels Vertauschung von Ableitung und Integral

/B uut(x, t) dx = — /a {9z ), v(2) do(z) + /B F(x,t) dx.

Nun besagt der Divergenzsatz, siche Anhang A.1, dass

/a {9z ),v(2)) do(2) = /B div ¢ (x, 1) dx,

wobei div ¢ := divy ¢ := Y I ; 9;¢; (d.h. wir betrachten die Divergenz in Bezug auf die Ortsvariable
x). Aus der vorherigen Gleichung erhalten wir also

/Batu(x,t) dx = — /B div ¢(x, t) dx + /Bf(x,t) dx
beziehungsweise
/B (@uu(x, t) + div (x, 1)) dx = /B F(x,t) dx.
Da dies fiir jede Kugel B C () gelten muss, folgt schliefilich
oru(x,t) +dive(x, t) = f(x,t). Ubungsblatt 1
In vielen Fillen ist es sinnvoll, anzunehmen, dass der Fluss proportional zum Gradienten
Vu=Vu=u,...0,u)T"

ist, aber in die entgegengesetzte Richtung zeigt (Fluss von dichten Mengen zu weniger dichten
Mengen). Setzen wir also etwa ¢(x,t) = —Vu(x,t), so folgt

oru(x,t) —div(Vu(x, t)) = f(x,t).

Wegen A := 9% +...+ 92 = div V erhalten wir schliellich die Diffusions- bzw. Warmeleitungsglei-
chung
dru(x, t) — Au(x, t) = f(x,t).

Der Name Wiarmeleitungsgleichung ist der Tatsache geschuldet, dass die Gleichung auch beschreibt,
wie sich die Temperatur in einem Korper mit der Zeit entwickelt.
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1. Harmonische Funktionen

Stichpunkte. Laplace-Gleichung, harmonische Funktionen, Mittelwerteigenschaft (MWE), Faltungen, Glattungskerne,
MWE = glatt, subharmonische Funktionen, Maximumprinzipien, Satz von Liouville

Betrachten wir die homogene Wiarmeleitungsgleichung (d.h. f = 0) mit einer Funktion v(x, t) = u(x),
die nicht von der Zeit t abhangt, so ist

orv(x,t) — Av(x,t) =0
dquivalent zu der sogenannten Laplace-Gleichung
Au(x) = 0.

Diese beschreibt also die zeitlich stationdren Losungen der homogenen Warmeleitungsgleichung.

Definition 1.1. Es sei Q C R" offen (und nicht-leer). Eine Funktion u € C?(Q)) heifit (klassische)
Losung’ der Laplace-Gleichung auf (), falls
VxeQ: Au(x) =0.

Diese Funktionen werden auch harmonisch genannt. Wir schreiben daher /(Q}) fiir die Menge
aller klassischen Losungen der Laplace-Gleichung (bzw. aller harmonischen Funktionen) auf ).

?Spéater werden wir auch andere Losungsbegriffe kennenlernen, siehe Kapitel 5.

Bemerkung 1.2. Im Falle n = 1 handelt es sich bei der Laplace-Gleichung um die gewo6hnliche
Differentialgleichung u” = 0, die wir einfach durch Integration 13sen kénnen. Zum Beispiel ist
u genau dann harmonisch auf () = R, falls u affin-linear ist, d.h. fiir Konstanten a,b € R gilt
u(x) = ax + b, x € R. Im Folgenden liegt der Fokus daher auf dem Fall n > 2.

Die Laplace-Gleichung ist die erste partielle Differentialgleichung, die wir in dieser Vorlesung
untersuchen wollen. Dabei sind etwa folgende Fragen von Interesse:

* Gibt es Losungen?

* Sind Losungen eindeutig?

¢ Konnen wir die Losungen explizit beschreiben? Gibt es Losungsformeln?

e Koénnen wir (auch ohne Losungsformel) Eigenschaften der Losungen angeben?

Die ersten beiden Fragen konnen wir sofort beantworten.

Beispiel 1.3. Ist u : () C R"” — R affin-linear, d.h. es existiert 2 € R"” und b € IR, so dass
u(x)={(a,xy+b=ax1+...+ax, +b, x€R",

so ist u € h(Q2). Es existieren also stets unendlich viele Losungen der Laplace-Gleichung auf Q).
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Vorsicht: Wir behaupten nicht, dass alle Losungen der Laplace-Gleichung affin-linear sind (jedenfalls
im Falle Q) # R). Wir werden unten viele weitere Losungen kennenlernen.

Der Laplace-Operator ist ein Beispiel eines linearen partiellen Differentialoperators, denn die
Abbildung A : C2(Q) — C(Q) ist linear, d.h.

A(auy + buy) = aluy + bAuy, u,up € C2(Q)), a,beR.

Mit zwei Losungen der Laplace-Gleichung ist also auch deren Summe und ein skalares Vielfaches
wieder eine Losung. Dies liefert sofort folgende Proposition.

Proposition 1.4. Sei QO C R" offen. Dann ist #(Q)) ein (nicht-trivialer) Unterraum von C?(Q}).

Im Falle n = 2 kann man die harmonischen Funktionen sogar prézise charakterisieren.

Satz 1.5. Sei QO C R? = C offen. Dannist u : QO — R genau dann harmonisch, wenn u lokal
der Realteil einer holomorphen Funktion ist. Letzteres bedeutet, dass fiir alle p € () eine
offene Umgebung W C () von p und eine holomorphe Funktion f : W — C existiert, so dass

ulw = Re(f).

Beweis. <: Es gelte u|y = Re(f) fiir eine holomorphe Funktion f : W — C. Notieren wir den
entsprechenden Imaginérteil mit v : W — R, so gilt also

flx+iy) =u(x,y) +iv(x,y), (x,y)€W.

Aus der Funktionentheorie wissen wir, dass u und v auf W glatt sind (¢ C*®(W)) und die
Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillen:

dyt = 0dyv und Jyu = —0y0.
Mit dem Satz von Schwarz diirfen partielle Ableitungen vertauscht werden, so dass folgt
31t + 0gut = 0,00 — 99,0 = 0.

=>8 Ubung D Ubungsblatt 1

Da holomorphe Funktionen glatt (d.h. beliebig oft komplex differenzierbar) und sogar analaytisch
sind, erhalten wir noch eine Folgerung.

Korollar 1.6. Sei Q) C IR? offen. Dann ist jede harmonische Funktion u € h(Q) glatt (und sogar
reell-analytisch).

Harmonische Funktionen haben also im 2-dimensionalen Fall sehr viele Eigenschaften mit holomor-
phen Funktionen gemeinsam. Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir nun zeigen, dass dies
auch fiir hohere Dimensionen der Fall ist. Dazu miissen wir zundchst an ein paar Dinge erinnern.

Erinnerung 1.7. (i) Fiir x € R"” und r > 0 ist
B(x,r):={yeR":|x—y|<r} und Blx,r]:={yeR":|x—y|<r}

Dabei bezeichnet |x| := (Y}, x%)l/z die euklidische Norm von x € R".
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(ii) Transformationsformel fiir Sphiren und Kugeln: Ist f : B[x,7] C R" — R stetig, so gilt
dy=r" [ d
'/B(mf(y) y=r" Bw,l)f(xHZ) z
und
do(z) =1 [ do(Z).
Jopgey F@ 0@ = [ ft 1) do(@)

Hierbei schreiben wir (wie im Prolog erwihnt) einfach dy statt dA" (y), usw. Ferner ist o das Oberflichenmaf auf den
entsprechenden Sphiren, siehe Anhang A.1.

(ili) Schichtintegration: Ist f : B[x,r] C R" — R stetig, so gilt

/B(m fly) dy = /0 r ( /a g F d(r(z)) is.

(iv) Fiir das n-dimensionale Volumen bzw. die (n — 1)-dimensionale Oberfldche der Einheitskugel in R" setzen wir
wp :=A"(B(0,1)) und 0, 1:=0(dB(0,1)).
Dann folgt aus (ii) mit der Wahl f = 1, dass
MY(B(x,7)) = r"wy, o(3B(x,r)) =" "lo,_4
T

. . L. _ 7.[;1/2
1. Weiterhin ist wy, = Tm/251)"

und aus (iii) folgt damit w, =

Fiir die weitere Untersuchung der Laplace-Gleichung miissen wir nun sphérische und Kugelmittel
von Funktionen betrachten. Warum dies eine Rolle spielt, wird in Lemma 1.9 klar werden. Wir haben
aber in den Ubungen auch bereits gesehen, dass der Laplace-Operator mit Rotationen (oder allgemei-
ner: orthogonalen Abbildungen) vertauscht. Auch dies deutet schon an, dass es Sinn machen kann,
die Werte von Funktionen auf den rotationssymmetrischen Sphiaren oder Kugeln zu betrachten.

Definition 1.8. Es sei Q) C R" offen, f € C(Q),x € Q und rp > 0 so gewihlt, dass B[x, rp] C Q.
Ferner sei 0 < r < rp. Dann nennt man

(i)
/(5,7) = 0BG Jon(en f(€) do(@), fallsr >0
f(x), fallsr =0
das sphirische Mittel von f auf dB|x,r], und
(ii)
K (x,1) = m fBW) fly)dy, fallsr >0
f(x), falls r =0
das Kugelmittel von f auf B(x,r).
J

VS,
@ S‘F (x 1‘()

Integrationsbereich bei Kugel- bzw. sphirischem Mittel.

Ub ungsblatt 1
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Lemma 1.9. Es sei ) C R” offen und f € C™(Q) fiir ein m € Ny. Ferner sei x € Q und ry > 0
so gewidhlt, dass B[x, 9] C Q.

(i) Es gilt
1

Si(er) = o [ St do@), 0<r<n

(ii) Die Abbildung [0,70] > r = Sf(x,7) € R ist in C"([0, ro]).
(iii) Ist f € C?(Q), so gilt

0,;5¢(x,7) = %KAf(x,r), 0<r<r

und

Af(x) = lim 22 (Sy(x,1) - f(x)).

r—0 12

Bemerkung 1.10. (i) Die letzte Gleichung zeigt, dass Af(x) (bis auf einen Skalierungsfaktor)
ungefahr angibt, wie weit f auf kleinen Sphiren um x im Mittel von f(x) abweicht. Dies
liefert eine anschauliche Interpretation der Wéarmeleitungsgleichung d;v(x, t) = A,v(x, t). Ist die
mittlere Temperatur v(., t) auf kleinen Sphédren um x grofler als die Temperatur v(x, t) in x, so
wird die Temperatur in x im ndchsten Moment ansteigen.

(ii) Analoge Aussagen konnen auch fiir das Kugelmittel gezeigt werden.

Beweis (von Lemma 1.9). (i) Folgt aus der Transformationsformel fiir Sphéren (Erinn. 1.7 (ii)).

(ii) Folgt unter Verwendung von Teil (i) aus dem Satz {iber die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit
von Parameterintegralen (vergleiche Satz A.2), da die Funktion [0,7] > 7 +— f(x + &) m-mal
stetig differenzierbar ist. Ubungsblatt 1

(iif) Mit dem Argument in Teil (ii) darf man Ableitung und Integral vertauschen und erhalt

S (er) = o [ flx i) do(d)
= o (), 0@ MY e [ (vp), ) o)
= r_lla_l /amx,r)wf(z)”(Z” do(z) *&Y 7_110_1 /B o V(TS ()) dy
= rllo,l /Bw) Af) dy "= Lkas( ).

Im Folgenden schreiben wir S(r) := S¢(x,r). Dann folgt aus der vorherigen Rechnung, dass
S’(0) = 0 und genauso

§"(0) = lim =~~~ >
r—0 r r—0 r n r—0

Aber nach dem Satz von Taylor gilt

was den Beweis von Teil (iii) beschliefst. O
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Teil (iii) des vorherigen Lemmas zeigt, dass f harmonisch ist, falls f mit seinen sphérischen Mittel-
werten {ibereinstimmt (d.h. S¢(x,7) = f(x)). Tatséchlich kénnen harmonische Funktionen auf diese
Weise sogar charakterisiert werden.

Satz 1.11. Sei Q C R" offen und u € C?(Q)). Dann sind dquivalent:
(@) u € h(Q).
(ii) Fir alle x € Qund r > 0 mit B[x,r] C Q gilt u(x) = S,(x, 7).
(iii) Fur alle x € Q und r > 0 mit B[x,r] C Q gilt u(x) = Ky(x, 7).

Man nennt die dquival. Eigenschaften (ii) und (iii) die Mittelwerteigenschaft (MWE) von u.”

"Die Aquivalenz dieser Aussagen gilt bereits im Fall, dass u nur stetig ist.

Beweis. (i) = (ii): Sei x € Q) und B[x, 9] C Q. Ist u harmonisch, also Au = 0 auf (), so ist auch
das Kugelmittel Kx,(x,7) = 0 fiir alle 0 < r < ry. Aus Lemma 1.9, Teil (iii), folgt

arsu(x/ 7’) = %KAM('XI 7’) - 01 0 S r S Yo,

d.h. 7 — S, (x,r) ist auf [0, 7] konstant. Also folgt S, (x,r) = S, (x,0) = u(x) fir alle 0 < r < ro.

(i) = (i): Aus Lemma 1.9, Teil (iii), folgt

(ZZ) = (ZZZ)' Ubung D Ubungsblatt 1

Wir wollen als nédchstes zeigen, dass stetige Funktionen mit der Mittelwerteigenschaft, und damit
insbesondere auch harmonische Funktionen, automatisch beliebig oft differenzierbar sind. Damit
wird die Aquivalenz aus obigem Satz dann sogar schon im Falle u € C(Q) gelten. Als Vorarbeit
hierzu miissen wir uns allerdings zunédchst etwas mit Faltungen befassen. Diese werden es erlauben,
nicht-differenzierbare Funktionen zu glatten.

Erinnerung 1.12. Sei Q) C R” offen.

(i) Der Trdger einer stetigen Funktion ¢ : 3 — R ist gegeben durch

supp(g) = (x € 0z p(x) 0} C Q,

d.h. durch den topologischen Abschluss der Menge, auf der ¢ nicht verschwindet. Man beachte, dass der Abschluss
hier in Bezug auf Q) gebildet wird, d.h. supp(¢) C Q. Die Menge der auf Q) stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager bezeichnen wir mit

Ce(Q)) := {9 € C(Q) : supp(¢) kompakt }.

Entsprechend setzen wir
ck) :=c.(Q)nckQ), keNU{oo}.

(ii) Eine messbare” Funktion f : () — R heif3t lokal integrierbar, falls

J @] dx < oo

fiir alle kompakten Teilmengen K C (). Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit £11°C(Q).

"Messbar bedeutet fiir uns immer Borel-messbar.
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Im Folgenden setzen wir
Qr :={x € Q:B[x,R] C O} = {x € Q:dist(x,00) > R}

fir (3 C R” offen und R > 0. Man beachte, dass mit () auch Qg offen ist und dass Qg = @ gelten
kann.

Definition 1.13. Sei Q C R" offen und ¢ € C.(R") mit supp(¢) C B[O, R]. Ist f € L*(Q), so
definieren wir die Faltung ¢ * f : Qr — R als

(p*N) = [ olx=1f@)dy, x€ O,

Bemerkung 1.14. (i) Der Wert von (¢ * f)(x) ergibt sich also als ein mittels ¢(x — .) gewichtetes
Integralmittel von f.

@ ‘:S’(X'.)
N
J/:\l’\‘ *"/ :\e > >
R o R X~R x x+R

(ii) Das Integral in der Definition der Faltung existiert, denn fiir x € Qg ist B[x,R] € Q und
¢(x —y) =0 fiir y ¢ B[x, R]. Also gilt

- ay= | - dy < gl | dy < oo,
/Q\fp(x NIy = [ 1eGE=nfWldy <liole [ 1f@)]dy <eo
da f lokal integrierbar ist.

(iii) Im wichtigen Fall (O = R" gilt Qg = R" fiir alle R > 0, d.h. hier ist die Faltung auf ganz
R" definiert: ¢ * f : R" — IR. Mittels Substitution sehen wir ferner sofort, dass die Faltung in
diesem Fall kommutativ ist, d.h.

(9 N0 = |

o —)f ) dy = [ flx=2)p(z)dz=: (frg)(x), xER"

n

Nun wollen wir zeigen, dass das Falten mit einer glatten Funktion eine Glattung der Ausgangsfunk-
tion bewirkt (durch das Mitteln mit der glatten Funktion wird der Graph von f in gewissem Sinne
glatt ,,geschmiert”). Dazu setzen wir
¥ .= ™t o%n
=0d]"...9;

fir einen Multiindex & = (ay,...,a,) € IN. Hierbei ist B?u := u und die Ordnung von « ist definiert
als |a| ;=1 + ... +ay.
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Satz 1.15. Sei Q C R" offen, f € L£I°°(Q) und ¢ € CK(IR") mit supp(¢) C B[0, R]. Dann gilt
¢xfeC(Qr) und o%(pxf)=(3"9)*f

fiir alle « € INj mit |a| < k.

Skizze zum Beweis von Satz 1.15

Beweis. Sei p € Qg und 0 < s < dist(p,0Qg). Dann gilt B[p, R +s] € Q und B[p,s] C Q.
(i) Stetigkeit in p: Fur x € B[p,s] gilt B[x,R] C B[p, R+ s] C ) und somit

(@ f)(x) = (o= f)(p)| = /QG"(X_y)f(y)d]/—/Qq)(p—y)f(y)dy‘
= | e nrwas= [ o=

= /B[p,M] (p(x—y)—9(p—y)) f(y) dy~’

IN

sup{|¢p(z) — ()| : |z —2'| <s}- R |f(y)| dy.

Das Integral existiert, da f € £/°°(Q)) und aufgrund der gleichmiRigen Stetigkeit von ¢ konver-
giert das Supremum fiir s — 0 gegen 0.

(ii) Partielle Differenzierbarkeit in p: Es sei k > 1. Wir zeigen zunédchst, dass ¢ * f in p nach
xj,1 < j < n, partiell differenzierbar ist. Sei ¢; € R" der j-te Einheitsvektor und [t| < s.
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI) folgt (unter Benutzung von

9 (p+sej—y) = 0p(p +sej — y))
(9xf)(p+te) = (9x)(p) = / (o(p+te;=y) = 9(p—1)) F(v) dy
= (/ 9jp(p +sej — y)dS)f(y>dy
e ( [ aio(p+se—w)fw) dy> ds
= /(( « f) (p +sej) ds.

Wir haben in (i) gezeigt, dass der letzte Integrand stetig in s ist (denn d;¢ erfiillt die gleichen
Voraussetzungen wie ¢), d.h. eine erneute Anwendung des HDI zeigt, dass 9;(¢ * f) existiert
und dass 9;(¢ * f) = (9;¢) * f. Die allgemeine Aussage folgt nun per Induktion. O

Eine besondere Rolle werden Faltungen mit sogenannten Glattungskernen spielen.
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Definition 1.16. Sei ¢ > 0. Eine Funktion ¢ : R” — [0, c0) heifst Glattungskern auf B(0, ¢), falls
(i) ¢ € CZ(R"),
(ii) supp(¢) C B[O, €], und

(i) [ @(x) dx = 1.

Bemerkung 1.17. In den Ubungen zeigen Sie, dass solche Glattungskerne existieren und diese
sogar radialsymmetrisch gew&hlt werden konnen. Ubungsblatt 2

Nun konnen wir uns wieder den harmonischen Funktionen widmen.
Satz 1.18. Sei ) C R" offen und u € C(Q) habe die Mittelwerteigenschaft. Dann gilt u € C*(Q).

Beweis. Sei ¢ > 0 und ¢ ein radialsymmetrischer Glattungskern auf B(0,¢), d.h. ¢(x) = p(|x|)
fiir eine Funktion p € CP(R).

Nach Satz 1.15 gilt dann ¢ * u € C®(();), wobei Q) = {x € Q) : dist(x, )°) > e}. Wir zeigen nun,
dass u = ¢ * u auf (), gilt. Da € > 0 beliebig war, folgt daraus die Behauptung.

Tatsachlich gilt fiir x € Q:

(pr0)@) = [ pl—yutp)dy= [ ol—ypuly)dy

<Pra<;sym. /B[x 8} (p(y B x)u(y) e /O‘C— /aB(xs) q)((: _ x) u(é‘) do’((;") ds
=p(Ig—x[)=p(s)

= p(s) (&) do(g) ) ds =" u(x) - (o1 [ 8" lp(s) ds ) = u(x).
o8 3B(x,s) = 08

Hierbei folgt die letzte Gleichung wegen

1= foeway= [ oway=["([ 0@ dr@)ds = [0 ds

Aus den Sitzen 1.18 und 1.11 erhalten wir damit die angekiindigte Verschirfung von Satz 1.11.

Korollar 1.19. Fiir u € C(Q)) sind dquivalent:
(i) u hat die Mittelwerteigenschaft.
(ii) u ist harmonisch.

In diesem Fall gilt u € C*(Q)).

Bemerkung 1.20. Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar zeigen, dass u in diesen Féllen
nicht nur glatt sondern sogar reell-analytisch ist.

Wir wollen uns nun noch einer weiteren Eigenschaft zuwenden, die harmonische Funktionen mit
holomorphen Funktionen gemein haben. Dazu sei an den Zusammenhangsbegriff erinnert.
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Erinnerung 1.21. (i) Ist M ein metrischer Raum, so heifst M zusammenhingend, falls M sich nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer und offener Teilmengen von M darstellen lasst. Dies ist genau dann der Fall, wenn M
und @ die einzigen Teilmengen von M sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (warum?). Eine Teilmenge
A C M heifit zusammenhéngend, falls A mit der induzierten Metrik zusammenhé&ngend ist.

(ii) Ist M wegzusammenhingend, d.h. fiir alle x,y € M existiert ¢ : [0,1] — M stetig mit ¢(0) = x und ¢(1) =y,
so ist M auch zusammenhédngend. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (sie gilt aber zum Beispiel fiir offene
Teilmengen von normierten Raumen).

(iii) Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen: Sei () C C zusammenhéangend und f : Q3 — C holomorph.
Besitzt |f| in p € Q) ein lokales Maximum, so muss f auf () konstant sein.

Wir wollen nun zeigen, dass auch harmonische Funktionen ein Maximumprinzip erfiillen. Dies gilt
sogar fiir die grofsere Klasse der subharmonischen Funktionen.

Definition 1.22. Sei Q) C R” offen. Dann nennen wir u € C(Q)) subharmonisch, falls eine der
folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:

(i) Fur alle x € Q und r > 0 mit Blx,r] C Q gilt u(x)

< Su(x, 7).
(ii) Fir alle x € Q und r > 0 mit Blx, 7] C Q gilt u(x) < K, (x,7).

)

(x

Hierbei sind S, und K, wie gehabt das sphédrische bzw. Kugelmittel von u. Dass die Mittelwertun-
gleichungen (i) und (ii) 4quivalent sind, sieht man analog wie in Satz 1.11.

Bemerkung 1.23. (i) Die Namensgebung ,subharmonisch” erklédrt sich am besten mit der
folgenden Beobachtung: Ist u € C%(Q}), so gilt

u ist subharmonisch < Au > 0.

Insbesondere ist jede harmonische Funktion auch subharmonisch.

(ii) Sind u,v € C(Q)) subharmonisch, so auch max(u,v). Damit ist etwa die Funktion
R? > (x,y) — max(x,0) € R

subharmonisch (aber nicht harmonisch!).

Im folgenden Satz bezeichnet C(Q2) die Menge der Funktionen u € C(Q), die sich stetig auf den
Abschluss () fortsetzen lassen. Die stetige Fortsetzung auf () wird weiterhin mit u bezeichnet.

Satz 1.24. Sei Q) C R" offen und u € C(Q)) subharmonisch.

(i) Schwaches Maximumprinzip: Ist () beschriankt und u € C(Q), so wird das Maximum
von u auf dem Rand d() angenommen, d.h. es gilt

max u(x) = max u(x).
xeﬁ x€9Q)

(ii) Starkes Maximumprinzip: Ist () zusammenhédngend und besitzt u bei xy € () ein globales
Maximum, so ist u konstant.

Ist u sogar harmonisch, konnen wir diesen Satz auf die dann subharmonischen Funktionen —u bzw.
|u| = max(u, —u) anwenden und erhalten folgendes Korollar.

Ubungsblatt 2
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Korollar 1.25. Ist Q C R" offen und beschrankt und u € C?(Q) N C(Q) harmonisch, so gilt

maxu(x) = maxu(x), minu(x) = minu(x) und max|u|(x) = max|u| (x).
xeQ xeaQ) xeQ x€9Q) xeQ) xea0)

Ist ) zusammenhdngend und u nicht-konstant, so wird das Maximum und Minimum nur auf
dem Rand 0() angenommen.

Bemerkung 1.26. (a) Das schwache Maximumprinzip besagt, dass das globale Maximum von
u (auch) auf dem Rand von () angenommen wird, schliefdt aber nicht aus, dass es auch im
Inneren von () angenommen wird. Das starke Maximumprinzip schliefst dies aus, es sei denn u
ist konstant.

(b) Auf den Zusammenhang kann in (ii) nicht verzichtet werden: die harmonische Funktion
u:B(0,1)UB(2,1) = R mit u|gy) = 0 und u[p(,) = 1 erfiillt das starke Maximumprinzip
offensichtlich nicht. Auch auf die Beschranktheit von () kann im Allgemeinen nicht verzichtet
werden.

(c) Subharmonische Funktionen kénnen lokale Maxima besitzen, ohne konstant zu sein. Beispiels-
weise hat die Funktion B(0,1) € (x,y) — max(x,0) in jedem Punkt (x,y) mit x < 0 ein lokales
Maximum. Dieses Beispiel zeigt auch, dass subharmonische Funktionen kein vergleichbares
Minimumprinzip erfiillen.

(d) Im Gegensatz zu subharmonischen Funktionen sind harmonische Funktionen reell-analytisch.
Dies hat zur Folge, dass die Existenz eines lokalen Maximums bzw. Minimums in der zusam-
menhédngenden Menge () die Konstanz von u nach sich zieht (ohne Beweis).

Nun miissen wir starkes und schwaches Maximumprinzip noch beweisen.

Beweis (von Satz 1.24). u € C(Q) sei subharmonisch.

(ii) Sei xp € () eine globale Maximalstelle von u und A die Menge aller globaler Maximalstellen,
dh. A:={xeQ:u(x) =u(x)} = u({u(xo)}). Da u stetig in Q) ist, ist A abgeschlossen in
Q). Wir wollen nun zeigen, dass A auch offen in () ist. Da () nach Annahme zusammenh&ngend
und A auch nicht-leer ist (da xp € A), folgt dann A = ), d.h. u ist konstant.

Es sei also x € A. Wir wihlen r > 0, so dass B[x,r] C Q). Dann folgt aus der Mittelwertunglei-
chung fiir das Kugelmittel, dass

1wy,

x 1
(o) Eulx) < o [ uly)dy,

was wir schreiben kdnnen als

1
"wy,

[, (wlx) —u(y)) dy <0.
(x7)

Nun gilt nach Wahl von x fiir den Integranden u(xg) — u(y) > 0 fiir alle y € B(x,r), d.h. es
folgt

[ (o) —uy) dy =o.
B(x,r)
Da die nicht-negative Funktion y — u(xo) — u(y) zudem stetig ist, muss somit sogar

u(xo) —u(y) =0 also u(y) = u(xo)

Ubungsblatt 3
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fiir alle y € B(x, r) gelten. Dies zeigt B(x,r) C A, d.h. A ist offen.

(i) Da sowohl 9Q) als auch Q) kompakt sind, existieren die auftretenden Maxima und werden
angenommen. Sei xo € () mit
u(xo) := maxu(x).
xeQ)
Ist xp € 9Q), so sind wir fertig. Ist xy € (), so miissen wir x; € dQ) finden, so dass u(xp) = u(x7).
Dies geht wie folgt: Wir wéhlen x; € d() so, dass der Punkt den Abstand von x zu () realisiert,
d.h.
dist(xp,0Q2) = |x1 — xo].

Dies funktioniert, da die Funktion dQ) > y — |xo — y| stetig und 0Q) kompakt ist. Setzen

wir nun 7 := |x1 — x|, so gilt B(xp,7) € O und u(xg) = SUP e B(xo r) u(x), d.h. wegen (ii) ist
u|B(x,,r) konstant, hat also den Wert u(xp). Da u stetig und x; € 9B(xo,r) ist, muss damit auch
u(x1) = u(xp) gelten. O

Wir beschlieflen das Kapitel mit einer Verallgemeinerung des Satzes von Liouville tiber holomorphe
Funktionen. Dieser besagte, dass eine beschrankte holomorphe Funktion f : C — C konstant ist.

Satz 1.27 (von Liouville). Sei u : R" — R harmonisch. Ist # nach oben oder unten beschrankt,
d.h. es existiert C € R mit u(x) > C bzw. u(x) < C fiir alle x € R", so ist u konstant.

| Beweis. Ubung. OJ

Ubungsblatt 3
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2. Die Poisson-Gleichung

Stichpunkte. Poisson-Gleichung, Dirichlet-Problem, Randwertproblem (RWP), Wohlgestelltheit, Satz von Perron,
1. und 2. Greensche Formel, Fundamentallosung der Laplace-Gleichung, Greensche Darstellungsformel, Newton-
Potential, Greensche Funktion, Poisson-Kern, Poisson-Formel fiir die Kugel, Perronsche Methode

Im letzten Abschnitt haben wir uns mit den zeitlich stationdren Losungen der homogenen Warmelei-
tungsgleichung befasst. Dies fiihrte zur Laplace-Gleichung Au = 0. In diesem Abschnitt soll es nun
etwas allgemeiner um die zeitlich stationdren Losungen der inhomogenen Warmeleitungsgleichung
gehen, d.h. um die Gleichung

oo(x,t) — Ayv(x, t) = f(x).!

und zeitunabhingige Losungen der Form v(x, t) = u(x). Dies fithrt auf die Gleichung —Au = f. Um
das Minuszeichen loszuwerden, setzen wir f := — f und erhalten die Poisson-Gleichung?*

Au = f.

Bemerkung 2.1. Die Poisson-Gleichung spielt auch bei anderen physikalischen Prozessen eine
wichtige Rolle, z.B.

e in der Elektrostatik: hierbei ist —f eine gegebene Ladungsdichte (Ladungsmenge in
kleinem Volumen um einen Raumpunkt) und u das elektrostatische Potential (d.h. —Vu
ist das elektrische Feld),

¢ in der Gravitation: hierbei ist —f eine gegebene Massendichte und u das Gravitationspo-
tential.

Man nennt die Poisson-Gleichung daher oft auch Potential-Gleichung.

Definition 2.2. Es sei ) C R” offen und f € C(Q)).

(i) Die Funktion u € C?(Q) heif3t eine (klassische) Lésung der Poisson-Gleichung Au = f in
0, falls
VxeQ: Au(x) = f(x).

(ii) Sei O # R" und ¢ € C(9Q)). Dann besteht das Dirichlet’-Problem fiir die Poisson-
Gleichung Au = f im Auffinden einer klassischen Losung u € C2(Q)) N C(Q)), welche auf
dem Rand von ) mit g tibereinstimmt, d.h. es gilt

Au=finQ und u = gaufdQ.

Man nennt f und g die Daten des Dirichlet-Problems.

"Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859

'Im Prolog haben wir gezeigt, dass mittels f z.B. eine gegebene (in diesem Fall zeitlich stationdre) Warmezufuhr in O
modelliert werden kann.
2Siméon Denis Poisson, 1781-1840


https://w.wiki/9ojN
https://w.wiki/9ojE

2. Die Poisson-Gleichung 16

Bemerkung 2.3. Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung ist ein Beispiel eines Rand-
wertproblems (RWP). Solche Randwerte sind oft physikalisch begriindet. Bei der Warmeleitung
konnten wir die Vorgabe u[3n = 0 etwa so interpretieren, dass der beobachtete Korper von aufien
gekiihlt wird. Aus mathematischer Sicht haben wir die Hoffnung, dass die Vorgabe von Rand-
werten zu eindeutigen Losungen fiihrt. Ohne eine solche Vorgabe hat die Poisson-Gleichung,
sofern sie tiberhaupt l6sbar ist, stets unendlich viele Losungen. Denn ist u eine Losung der
Poisson-Gleichung Au = f auf Q und up harmonisch auf (), so ist auch u 4+ 1y eine Losung,
denn A(u + up) = Au+ Aug = Au = f.

Beginnen wir unsere Untersuchung mit dem Dirichlet-Problem auf der Kugel. Dieses ist im Falle
konstanter Daten sehr einfach explizit 16sbar (den Fall nicht-konstanter Daten werden wir uns erst
spdter ansehen).

Beispiel 2.4. Auf Q) = B(0,R) C R" betrachten wir die konstanten Daten f := f, und g := go,
d.h. wir suchen eine Losung von

pu(x)=fo (x| <R) und u(x)=go (x| =R).

Eine Losung dieses Problems ist gegeben durch

%) u(x)=go- 2R~ |x?), || <R

Tatséchlich ist die Losung (%) die einzig mogliche, wie das nichste Resultat zeigt.

Proposition 2.5. Sei 3 C R" offen und beschrinkt. Ferner seien f € C(Q)) und g € C(9Q)).
Dann besitzt das Dirichlet-Problem

Au = f auf Q)
u = g auf 0Q)

hochstens eine Losung u € C2(Q)) N C(Q) und diese erfiillt die Abschitzung

7,.2
< R
[l < N8l + 2= 1l

sofern () in einer Kugel vom Radius r enthalten ist.

Vorsicht: die Supremums- bzw. Maximumnorm wird, wenn nicht anders gesagt, immer in Bezug auf
den Definitionsbereich der Funktion gebildet, d.h. die Ungleichung bedeutet ausgeschrieben, dass

2

,
< — .
max [u(x)] < max|g(x)| + 7 sup f (%)l

Beweis. (i) Sind u1, up zwei Losungen, so ist 11 — u harmonisch in () End verschwindet auf 0Q).
Mit dem Korollar 1.25 zum Maximumprinzip folgt |u; — uz| = 0 auf O3, d.h. u; = uy.

(ii) Sei u € C?(Q) N C(Q) eine Losung. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass Q) C
B(0,7) und u > O.Z Ferner kénnen wir annehmen, dass f beschrankt ist (sonst ist die @gleichung
klar). Sei g := ||¢||, und fo := ||f||.,- Wir betrachten die Funktion v € C*(Q)) N C(Q) definiert
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durch
fo

v(x):=u(x) —go— %(r2 - |x|2), x € Q.

Dann gilt
Av(x) =Au(x)+ fo=f(x)+ f0 >0, xe€Q,

d.h. v ist subharmonisch auf Q. Da 2 — ]x|2 > 0 auf 0Q2 C B(0, r), folgt ferner
v)an < tpno — g0 =g — 8o < 0.

Aus dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen (Satz 1.24) folgt damit v < 0 auf O},
d.h. fiir alle x € Q gilt

u(x) < g0+ 227~ xf) < go+ 222
Da u > 0, folgt die behauptete Abschatzung. ]

?Ansonsten betrachte 7 : QO — {xo} — R,#(x) := u(x + xg) + ||1]|o, falls Q C B(xp, r), und entsprechend f(x) =
f(x+x0),8(x) = g(x+ x0) + [t -

Bemerkung 2.6. (i) Die Proposition 2.5 liefert neben der Eindeutigkeit auch die Stabilitit der
Losungen fiir das Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung im Falle eines beschrankten (): Gilt

Auy = f1 auf Q) Auy = fr auf Q)
u1 = g1 auf 9Q uy = g» auf 9Q),
so gilt

2
.
lu1 = u2le0 < lI81 = 82lleo + 5 11 = follo -

(ii) Nach Hadamard” nennt man ein RWP wohlgestellt, falls
* eine Losung existiert,
¢ die Losung eindeutig ist, und
¢ die Losung stetig von den Daten abhéngt.

Letzteres bedeutet, dass , kleine” Anderungen in den Daten auch nur ,kleine” Anderungen
an den Losungen bewirken.ﬁ Zur Wohlgestelltheit fehlt hier also ,nur” noch die Existenz von
Losungen.

(iii) Fiir unbeschranktes () miissen die Losungen des Dirichlet-Problems nicht mehr eindeutig
sein. Beispielsweise ist auf Q) := {(x,y) € R?: x > 0} fiir jedes a € R durch

u; Q= R, u(xy):=a-x

eine Losung des Dirichlet-Problems Au = 0 auf (2 und u = 0 auf 0Q) gegeben.

"Jacques Hadamard, 1865-1963
VEtwas genauer ist hierbei die Stetigkeit der Abbildung

T:C(Q) x C(AQ) — C2(Q)NC(Q), T(f,g) =u

gemeint, die die Daten (f, g) auf die zugehorige Losung u abbildet. Hierzu muss der Daten- bzw. Losungsraum
nattirlich mit einer Topologie bzw. Metrik versehen werden. Im obigen Fall ist die Abbildung zum Beispiel stetig,
sofern wir beide Rdume mit der jeweiligen Supremums- bzw. Maximumsnorm versehen.

Wie steht es um die Losbarkeit der Poisson-Gleichung bzw. des zugehorigen Dirichlet-Problems?
Hierzu betrachten wir zundchst das Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung und beginnen mit
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einem Gegenbeispiel.

Beispiel 2.7. Es sei QO = B(0,1) \ {0} in IR?. Wir betrachten das RWP

Au(x) =0fur0 < |x| <1
u(x) =0fur |x| =1
u(0) =1

und nehmen an es existiere eine Losung u € C(Q) N C?(Q). Aus den Ubungen wissen wir, dass
dann auch u o T fiir jede Drehmatrix T : R? — R? harmonisch und damit ebenfalls eine Losung
des RWP ist. Aber nach Proposition 2.5 ist die Losung eindeutig, d.h. es miisste u = u o T fiir
jedes solche T gelten. Dies ist nur moglich, wenn u radialsymmetrisch ist. Wiederum aus den
Ubungen kennen wir aber die Gestalt von radialsymmetrischen harmonischen Funktionen: es
ist u(x) = a+ bln|x| fiir gewisse Konstanten a,b € R. Da u beschrankt ist, muss damit b = 0
gelten und u konstant sein. Damit kénnen die Randbedingungen aber nicht erfiillt werden, d.h.
unsere Annahme war falsch und das RWP ist nicht 16sbar.

Es stellt sich heraus, dass die Struktur des Randes im Beispiel zur Unlosbarkeit des Dirichlet-Problems
fithrt und ebenjenes fiir beschrankte offene Teilmengen () C IR” mit einem sogenannten reguldren
Rand 0Q) immer l6sbar ist. Wir wollen an dieser Stelle nicht erkldren, was genau diese Regularitat
bedeutet (siehe Definition 2.31 unten). Es sei aber schon erwihnt, dass dies zum Beispiel der Fall ist,
falls Q konvex ist oder einen C2-Rand besitzt.

Satz 2.8 (von Perron). Es sei (3 C R" offen und beschrankt und 0() sei reguldr. Ferner sei
g € C(9Q)). Dann besitzt das Dirichlet-Problem

Au = 0 auf Q, u = g auf 0Q)

eine eindeutige Losung u € C(Q)) N C?(Q)).

Auf den (langen und nicht-konstruktiven) Beweis des Satzes von Perron3 wollen wir erst am Ende
dieses Kapitels eingehen. Wir wollen den Satz aber schon benutzen, um etwas tiber die Losbarkeit
des Dirichlet-Problems fiir die allgemeine Poisson-Gleichung auszusagen. Das folgende Lemma,
welches sofort aus der Linearitdt des Laplace-Operators folgt, ist dabei hilfreich.

Lemma 2.9. Es sei Q C R” offen, f € C(Q) und ¢ € C(9Q)). Ist u € C(Q) N C%(Q) eine Losung
der Poisson-Gleichung

() Au= fauf Q

und v € C(Q) N C?3(Q) eine Lésung des RWP

Av=0 auf Q)
(%)
v=g—u aufd),

so ist w := u + v eine Losung von

Aw = f O
(** %) w=fau
w = g auf Q).

30skar Perron, 1880-1975
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Finden wir also eine beliebige Lésung u € C(Q)) N C?(Q)) der Poisson-Gleichung () (die Randwerte
von u spielen keine Rolle), so liefert der Satz von Perron, sofern () beschrankt und d() regulér ist,
die eindeutige Losung von (xx) und wir erhalten somit eine (eindeutige) Losung von (* * ).

Im Folgenden miissen wir also die Losbarkeit der Poisson-Gleichung Au = f studieren. Dazu
benétigen wir zundchst ein Hilfsmittel, die sogenannten Greenschen Formeln. Hierzu verwenden
wir vortan die Notation

df(z) = (Vf(z),v(2))

fiir die dufsere Normalenableitung von f im Punkt z € dQ). Diese existiert (siehe Anhang A.1), sofern
f € C'(Q) und O einen C!-Rand besitzt. Hierbei ist fiir n € N

C"(Q) := {f € C"(Q) : "f hat stetige Fortsetzung auf Q, |a| < n}

und wir notieren die stetigen Fortsetzungen von 9% f (und damit gebildeter Grofen wie V f) auf Q
wieder mit dem gleichen Symbol.

Satz 2.10. Sei ) C R” eine offene und beschrénkte Menge mit C'-Rand. Ferner sei f € C*(Q)
und g € C}(Q)). Dann gilt die 1. Greensche Formel”

| (), Ve() +8(x)af () dx = | 3,f(2)g(z) do(a).
Ist auch g € C2(Q)), gilt auch die 2. Greensche Formel

| (6@)8f(x) — fg() dx = | (s@)af ()~ f(2)2ug(2)) doz).

?George Green, 1793-1841. Man kann sich die 1. Formel als Verallgemeinerung der Regel der partiellen Integration
b b
merken: [ f'-g"dx + [} " - g dx = (f'(b)g(b) — f'(a)g(a))-

Beweis. Da
div(g- Vf) = (Vf,Vg) + gAf,

folgt die 1. Greensche Formel aus dem Divergenzsatz A.1 angewandt auf F := ¢-Vf €
Ct (C3; R"). Die 2. Greensche Formel folgt, wenn wir in der originalen 1. Greenschen Formel die
Rollen von f und g vertauschen und das Ergebnis von der originalen Formel subtrahieren. [J

In den Ubungen haben wir uns mit den radialsymmetrischen harmonischen Funktionen auf R" \ {0}
beschiftigt und gesehen, dass diese von der Bauart

(n>3)

x—a+blnjx| (n=2) bzw x>—>a—|—’|ﬁ
X

fiir frei wihlbare Konstanten a,b € IR sind. Fiir eine spezielle Wahl der Konstanten (die sich spéter

erkldren wird) geben wir diesen harmonischen Funktionen nun einen eigenen Namen.

Definition 2.11. Sei n > 2. Man nennt die harmonische Funktion L : R" \ {0} — R,

5 In|x], fallsn =2
L(x) :=
(2% 1 fallsn >3

_n)o-n71 |x|n—2 7

die Fundamentall6sung der Laplace-Gleichung bzw. des Laplace-Operators.”

?Spiater werden wir Fundamentallosungen in einem allgemeineren Kontext betrachten, siehe Kapitel 5.
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Wie wir sehen werden, ladsst sich die Fundamentallosung verwenden, um Integraldarstellungen
fiir die Losungen der Poisson-Gleichung zu gewinnen. Bevor wir hierzu kommen, halten wir zwei
einfache Figenschaften der Fundamentallosung fest.

Lemma 2.12. (i) Fur y € R",n > 2, mit |y| = r > 0 gilt
1y
Ly)= ——— 2.
VL) R

Insbesondere folgt fiir die Normalenableitung von L auf 0B(0,r), dass

avL(y) = L

Un—lrn_l :

(i) Es gilt L € £°(R") und 9o,L € L£Y°(R"),j = 1,...,n. Hierbei kbnnen L(0) und 9,L(0)
beliebig gewidhlt werden.”

“Die Wahl des Wertes von L bzw. 9;L auf der Lebesgue-Nullmenge {0} hat keinen Einfluss auf die Existenz oder
Werte der zugehorigen Integrale.

Beweis. Ubung. O Ubungsblatts 4

In der folgenden Integraldarstellung fiir C>-Funktionen verwenden wir fiir festes x € () und y € 9Q
die Notation d,(,)L(x —y) fiir die Normalenableitung der Funktion y — L(x —y). Aufgrund der
radialen Symmetrie von L gilt dann

Ay L(x —y) = (VL(y —x),v(y)) und 9,,)L(0—y) =0 L(y).

Satz 2.13 (Greensche Darstellungsformel). Sei (2 C R" eine offene und beschriankte Menge mit
C!-Rand. Ferner sei u € C2(Q)). Dann gilt fiir alle x € )

u(x) = /Q L(x —y)Au(y) dy — /BQ (L(x —y)ovu(y) — u(y)dy)L(x —y)) do(y).

Man beachte, dass die auftretenden Integrale wegen Teil (ii) des vorherigen Lemmas existieren.

Beweis. Eine kurze Uberlegung zeigt, dass es geniigt, den Fall 0 € Q) zu betrachten und die
Gleichung fiir x = 0 zu beweisen (anschlieBend betrachte w : {x} — Q) — R definiert durch
w(z) := u(x — z)). Wir miissen also zeigen, dass

u©) = [ LO-y)su)dy— [ (LO-y2u(y) - uy)2,,) L0~ y)) do(y)
= [ L@ dy— | (LE)2u() —um)aL®y) do(y)

Wir wiirden diese Formel gerne mit Hilfe der Greenschen Formeln beweisen. Leider besitzt L
im Nullpunkt eine Singularitit, so dass wir hierbei sehr vorsichtig vorgehen miissen.

Sei daher € > 0, so dass B[0,¢] C Q) und sei Q° := Q \ B0, €].
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Auf dieser Menge konnen wir die zweite Greensche Formel nun mit f = u,¢ = L anwenden
und erhalten (da L aufierhalb der 0 harmonisch ist)

LAudy = / (LAu — uAL) dy = / (Layu — ud, L) do
I aQE

= / (Loyu — ud, L) do — / (Loyu — uo,L) do,
a0 aB(0,¢)

(0)3

wobei wir in der letzten Gleichung benutzen, dass v immer die duflere Normale an den Rand
des Integrationsgebietes bezeichnet (daher steht zwischen den Integralen ein Minus- und kein
Pluszeichen). Wir erhalten also

- / Loyudo + udyLdo = / LAu dy — / (Loyu — ud, L) do (*x)
B(0,€) 3B(0,¢) e a0

und zeigen nun, dass wir aus dieser Gleichung durch Grenziibergang ¢ — 0 die Gleichung (x)
erhalten.

Tatséchlich gilt fiir das erste Integral auf der rechten Seite von (%), dass

e—0

lim/ LAu dy :/ LAu dy,
e Q

denn

/ELAudy—/QLAudy‘ - /B[OS]LAL{ dy‘ < HAuHoo/B[Og]|L| dy

und die rechte Seite geht fiir ¢ — 0 gegen 0, da L lokal-integrierbar ist.

Nun untersuchen wir die linke Seite von (xx). Im Folgenden betrachten wir nur den Fall n > 3,
die Rechnungen fiir den Fall n = 2 sind analog und seien als Ubung iiberlassen. Aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt zunéchst wegen |v(y)| = 1, dass

Qv (y)| = [(Vu(y), v(y)| < [Vu(y)| < ryré%lvu(l/)l = [Vl

und damit wegen L|3p(0¢) = (ﬁ, dass

2—n)oy,

/ Lo,u do £
9B(0,¢)

< ) = ’
S N L T

d.h.

lim Lo,u do = 0.
e—0 JaB(0,e)
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Bleibt zu zeigen, dass

li d,L do = u(0). * % *
) 0e u(0) (% x %)

Hier nutzen wir, dass nach Lemma 2.12

J,L = % und somit? / o,Ldo=1.
O'n_lf',n _ 9B(0,¢)
Daher konnen wir schliefsen
/ wd,Lde = u(0)+ (i — u(0))3, L do.
9B(0,) 9B(0,¢)

Aber es gilt

< max|u(z) —u(0 \/ |oyL| do

|z|=¢

—u(0))o,L d
/ag(o,@(” 1(0))9, L do

— 3
= max|u(z) —u(0)] -0 (e¢—0),

|z[=¢

da u stetig ist. Damit ist auch die Giiltigkeit von (x x ) gezeigt und der Beweis komplett.

?An dieser Stelle wird die Wahl der Konstanten in der Fundamentallosung wichtig.

Bemerkung 2.14. Sei u € C2(Q)) mit Q C R” offen, beschrankt und mit C!-Rand.
(i) Da L auf R" \ {0} harmonisch ist, ist fiir y € Q) auch die Funktion

Q5 x = k(x,y) == L(x —y)ovu(y) — u(y)d, L(x —y)

harmonisch.” Da wir Ableitungen und Integral vertauschen diirfen (warum?), ist damit auch

Q5 x— [, k(x,y) dy harmonisch.

(ii) Ist u eine Losung von Au = f auf (), so impliziert die Greensche Darstellungsformel und

Teil (i) also, dass

7o) =t = o [ L= an) o ([ k) = o ([ L a)

fir alle x € Q). Dann muss also auch die Funktion Q 3 x — [, L(x —y)f(y) dy Losung der

Poisson-Gleichung sein.

?Fiir den Term mit der Normalenableitung folgt dies daraus, dass die Operatoren av(y) und A, mit dem Satz von

Schwarz vertauschen. Zum Beispiel gilt

n

9x,0y () L(x =) = 0x, (VyL(x —y),v(y)) = ox, ka )9y L(x —y Z )0y, 05, L(x — y).

Die letzte Bemerkung liefert uns also einen moglichen Ansatz fiir eine Losung der Poisson-Gleichung

und fiihrt zu folgender Definition.
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Definition 2.15. Sei () C R" offen und f : (2 — R sei messbar. Sofern die Abbildung
Vi= Vi R' SR, V(x):= / L(x — y)f(y) dy
0

definiert ist (d.h. y — L(x —y)f(y) ist fir alle x € R" integrierbar), nennen wir sie das
Newton”-Potential zu f.

"Isaac Newton, 1643-1727. Die Namenswahl wird durch Bemerkung 2.1 ein wenig erklart.

Wir wollen nun zeigen, dass durch das Newton-Potential in der Tat eine Losung der Poisson-
Gleichung auf ) definiert wird, sofern f hinreichend ,schén” ist. Zunichst betrachten wir den Fall,
dass V kompakten Trédger besitzt.

Lemma 2.16. Sei f € C.(R"). Dann existiert das Newton-Potential V = V und es gilt:
(i) V = f*Lund V ist stetig auf R".
(i) Ist f € CK(R™),k € N U {oo}, so ist V € CF(R").
(i) Ist f € C2(R"), so gilt AV = f auf R"/

"Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass V im allgemeineren Fall f € C.(R") zumindest noch eine sogenannte
distributionelle Losung von AV = f ist.

Beweis. (i-ii) Da L € ﬁlloc (R"), ist f % L auf R" definiert (vergleiche Definition 1.13 und Bemer-
kung 1.14 (iii)). Ferner gilt

(FxL)(x) = | flx—y)Lly)dy = / (x —2)f(z)dz = V(x).

L
Rn
Die Stetigkeit von V und Teil (ii) folgen damit sofort aus Satz 1.15.

(iii) Sei x € R"” und wihle O := B(x,R) mit R > 0 so groB, dass supp(f) C Q. Dann
verschwinden f und 9, f auf Q) und die Greensche Darstellungsformel (mit u = f) zeigt:

) = [ Le—n)af)dy = [ Lex—y)bf)dy = [ Af(x=2)L(@)dz = (Af * L)),
Aber aus Satz 1.15 folgt, dass (Af) * L = A(f L) = AV. O
Bemerkung 2.17. In der Ubung werden Sie zeigen, dass das Newton-Potential V¢ im Falle

f € C3(R") die einzige Losung von Au = f auf R”" ist, die im Unendlichen verschwindet (man
vergleiche dazu auch Bemerkung 2.6 (iii)).

Schauen wir uns nun den Fall an, dass () eine beschréankte Teilmenge von IR" ist. Hierzu bezeichnen
wir im nachfolgenden Satz die Einschrankung des Newton-Potentials auf eine Teilmenge U C R"
weiterhin mit V (statt dem korrekten aber umsténdlicheren V|(;).

Satz 2.18. Sei () C R” offen und beschrénkt und f : ) — R messbar und beschrankt. Dann gilt:
(i) V:=Vfe C(R").
(ii) V ist auf R"\ Q) harmonisch.
(iii) Ist f € CK(Q)),k € N U {00}, s0 gilt V € CK(Q).

Ubungsblatt 4


https://w.wiki/8LD9
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(iv) Ist f € C3(Q), so ist V eine Losung der Poisson-Gleichung AV = f auf O).%

“Mit mehr Aufwand kann man sogar zeigen, dass man die Forderung f € C? durch die Forderung f € C*,0 < a < 1,
(Holder-stetig) ersetzen kann.

Beweis. Es sei M := sup, . |f(x)| < co. Fiir x € R" existiert R > 0 mit ) C B[x, R], da Q)
beschrankt ist. Da L auf R" lokal-integrierbar ist, folgt

/|Lx— W1y |dy<M/ y)| dy = M IL(z)| dz < oo,
B[O,R]

d.h. das Newton-Potential ist auf R" definiert.
(i) Es seien p € R" und x € B(p,J) fiir § > 0. Dann gilt

V) =Vl = | [ L= 9) = L~ 9l @) dy] < M [ |Ltx =)~ Lp = )] .

Es gentigt also zu zeigen, dass das Integral auf der rechten Seite fiir x — p gegen 0 geht. Dazu
teilen wir auf: [, = fQﬂB(p,Z(S) + fQ\B(p,Z(S)' Zunichst gilt wegen B(p,26) C B(x,305), dass

L(x— d</ - d/ d
S =0 L=y < [ L=yl dy+ [ -yl dy

_ d / d
/035 | Z ‘ y

und hier geht die rechte Seite fiir 6 — 0 gegen 0, da L lokal integrierbar ist. Schliefllich gilt auch

I Lix—y)—L(p—y)| dy =0,
Lt Q\B(M)I (x—y) = L(p—y)| dy

denn die Funktion (x,y) — L(x —y) ist gleichmiBig stetig auf B[p,é] x Q \ B(p,25) (steti-
ge Funktion auf kompaktem Definitionsbereich), d.h. L(x —y) — L(p —y) — O fiir x — p
gleichmifig iny € Q\ B(p,26).

(ii) Da fiir jedes y € Q die Funktion R"\ O 3 x — L(x — y)f(y) harmonisch ist, kann man
genauso argumentieren wie in Bemerkung 2.14 (i).

(iii-iv) Wir nehmen an, dass f € CH(Q),k > 1. Sei p € Q beliebig und r > 0 mit B(p,4r) C Q.
Wir wollen zunichst zeigen, dass V auf B(p, r) auch k-mal stetig differenzierbar ist. Zu diesem
Zweck wihlen wir ¢ € CP(R") mit1 > ¢ >0, ¢(x) =1 fiir alle x € B(p,2r) und ¢(x) = 0 fiir
x € R"\ B(p,3r)."

7
B

Wir schreiben nun V = V4 + V, mit

V)= [ La-neNWdy,  Va)i= [ Le-n(A-p)fHWdy,  xeR"
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Betrachten wir zunéchst V,: Da 1 — ¢ in B(p, 2r) verschwindet, gilt

B = [ L= 9)f)e)dy,  xeR"

Wir konnen V; also als das Newton-Potential zur Funktion (1 — @) f[q)\ p(p,2r) betrachten. Nach
Teil (ii) ist diese Funktion harmonisch, also glatt, in B(p, r).

Betrachten wir nun V;: Da ¢f aulerhalb von B(p,3r) C Q) verschwindet, konnen wir diese
Funktion durch 0 zu einer Funktion in CK(R") fortsetzen. Mit Lemma 2.16 folgt dann V; €
CF(R") und somit ist V = V; + V, damit k-mal stetig differenzierbar auf B(p, ).

Ist schlieflich f € C2(Q)), so zeigt Lemma 2.16 auch, dass AV; = ¢f, d.h.

(AV)(p) = AVi(p) + AVa(p) = AVi(p) = (¢f)(p) = ¢(p)f(p) = f(p).

“Ist n € C°(IR") ein Glattungskern auf B(0, §), so erfiillt ¢ = 7 * L) die gewtiinschten Forderungen.

Bemerkung 2.19. (i) Das Newton-Potential V = V; hat als Losung der Poisson-Gleichung Au = f
also stets die gleichen Differenzierbarkeitseigenschaften wie die Funktion f. Tatsachlich gilt dies
auch fiir jede andere Losung 1. Denn dann unterscheiden sich # und V um die harmonische
(also glatte) Funktion u — V. Ist insbesondere f € C®((), so gilt das gleiche fiir jede Losung u
von Au = f. Dies ist eine spezielle Eigenschaft des Laplace-Operators, die man Hypoelliptizitit
nennt (dies werden wir in Kapitel 5 noch einmal in einem allgemeineren Kontext betrachten).

(ii) Ist OO C R" offen und beschrankt mit d() reguldr, so besitzt das Dirichlet-Problem
Au = fauf (), u = g auf 0Q)

mit Satz 2.18, Lemma 2.9 und dem Satz von Perron also fiir jedes ¢ € C(9Q) und f € C?(Q)
eine eindeutige klassische Losung. Diese ist gegeben durch u = V; + w, wobei w die Losung des
RWP

Aw = 0 auf O, w:g—VfaufaQ

ist. Ist f € C*(Q)), so gilt auch in diesem Fall, dass auch u € C®(Q2). Denn sowohl das
Newton-Potential V¢ als auch die harmonische Funktion w sind glatt. Man beachte, dass dies
selbst in dem Fall gilt, dass § = u|yn nur stetig ist. Die Randdaten ¢ werden also durch den
Laplace-Operator in einem gewissen Sinne geglittet.

Unter Verwendung des (nicht-konstruktiven) Satzes von Perron haben wir das Dirichlet-Problem fiir
die Poisson-Gleichung damit gelost. Allerdings wissen wir wenig bis nichts dariiber, wie man eine
Losung tatsdchlich berechnen kann. Wir wollen nun versuchen, zumindest fiir gewisse Mengen (,
hier noch Abhilfe zu schaffen.

Versuchen wir zunéchst, eine dem Newton-Potential dhnliche Integrallosung

QOs5x— /Q G(x,y)f(y)dy

des Dirichlet-Problems

Aulo=f, ulpo=0

zu finden. Schreiben wir dieses Integral als

6wy dy = Vi) = [ (Llx—v) = Glx ) ) dy,

Ubung
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so konnte der Ansatz aufgrund der Eigenschaften von Vy funktionieren, falls x — L(x —y) — G(x,y)
harmonisch ist und falls G(x,.) = 0, sofern x € 9Q). Dies fiithrt zu folgender Definition.

Definition 2.20. Sei () C R" offen. Dann heifst
G=Ga:(OxQ)\{(x,x):x€Q} >R
Greensche Funktion zu (), falls fiir alle y € Q) gilt

(i) G(x,y) =0 falls x € 0Q),
(ii) die Funktion B
O\{y} 32 x = Lx—y) - G(xy)
lasst sich zu einer harmonischen Funktion h, € C*(Q) N C(Q) fortsetzen. Diese wird
Korrekturfunktion bei y genannt.

Fiir spater merken wir uns, dass wir die Greensche Funktion via
Gx,y)=L(x—y)—hy(x), x€0, yeQ, x#y

aus den zugehorigen Korrekturfunktionen zuriickgewinnen koénnen.

Bemerkung 2.21. (i) Die Existenz der Greenschen Funktion ist dquivalent dazu, dass fiir jedes
y € Q) das Dirichlet-Problem

Ayhy(x) =0 firx € Q, hy(x) = L(x —y) fiir x € 0Q)

eine Losung /1, € C%(Q)) N C(Q) besitzt. Laut Proposition 2.5 besitzt dieses Dirichlet-Problem fiir
beschrinktes () hochstens eine klassische Losung, d.h. in diesem Fall existiert auch hochstens
eine Greensche Funktion zu (). Ist 0Q) dariiber hinaus regulér, so existiert die Greensche Funktion
zu () nach dem Satz von Perron.

(ii) Fir y € Q ist die Funktion Q) 5 x — G(x,y) lokal integrierbar, da dies fiir QO > x — L(x — y)
und Q) 3 x — hy(x) gilt (hier kann wieder G(y, y) beliebig gewéhlt werden).

(iii) Fur alle y € Q ist die Funktion x — L(x —y) harmonisch auf R" \ {y}. Daher hat G(.,y)
stets die gleichen Glattheitseigenschaften wie h,. Zum Beispiel gilt stets

G(.y) € C(Q\{y}) Nh(Q\ {y}).

Ferner gilt B B
Gl.y) eCQ\{y}) & mec(Q)

fir k € IN. Schliefdlich gilt auch

lim(L(x —) — G(x,y)) = Iy(y), y€Q,

xX—=y

d.h. G besitzt auf der Diagonalen die gleiche Art von Singularitdt wie L in der 0. Insbesondere
gilt lim,,, G(x,y) = —co.

Mit Hilfe des Greenschen Darstellungssatzes und der Greenschen Funktion kénnen wir nun die
Losungen von Au = f,u|yn = g tatsdchlich mittels Integralen darstellen.
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Satz 2.22. Es sei Q) C R” offen, beschriankt und mit C!-Rand. Ferner existiere die Greensche
Funktion G zu Q) und fiir die zugehérigen Korrekturfunktionen gelte 1, € C?(Q) fiir alle y € Q.
Sind f € C(Q),g € C(dQ) und ist u € C*(Q2)* eine Losung von

Au = fauf Q), u = gaufdQ),
so gilt
(©)  up) = [ CEpfEd+ [ Kixpg)dox), peq,

wobei
K(x,p) := Ka(x,p) = 9,)G(x,p)

der sogenannte Poisson-Kern (des Laplace-Operators) in () ist.

"Hier fordern wir also, ahnlich wie zuvor bei der Korrekturfunktion, etwas mehr als das iibliche u € C2(Q) N C(Q).

Bewesis. Sei p € ). Da Au = f, u[3q = g folgt aus der Greenschen Darstellungsformel (Satz 2.13),
dass

wp) = [ Lp=xfx)dx= [ (Lp—0du(x) = g®)uoLlp — ) do(x)

) = [La-pr@dr— [ (L= pau) - g@dmlx —p) dolx).

Nun sei h, € h(Q) N C?(Q) die zugehdrige Korrekturfunktion in p. Dann folgt aus der 2.
Greenschen Formel, dass

O:/hA—Ah d—/ 0.2, — 18, e,
Q(p” u P)x aQ(P” u P)‘T

d.h. hier folgt wegen Au = f,u|3q = g, hplan = L(. — p) und Ah, = 0, dass

(k) 0= /Q Iy (x) £ (x) dx — / (L(x — p)ayu(x) — g(x)d,h,(x)) do(x).

o)

Ziehen wir (xx) von (%) ab, so folgt

u(p) = [ (Ler=p) =m@)f @ dr+ [ 3 (Lix=p) = hy(x)g(x) dox).

=G(x,p) =G(x,p)

O

Bemerkung 2.23. (a) Betrachten wir den Fall ¢ = 0 mit dem wir gestartet waren, so folgt also
fiir eine Losung u € C2(Q) von Aulq = f,u|3q = 0, dass

u(p) = [ Gl p)f(x) dx.
Dies iiberrascht ein wenig, sind wir in unserem Ansatz doch von der Formel
u(p) = [ Glp.x)f(x)dx

ausgegangen. Tatsdchlich fithrt beides zum gleichen Ergebnis, da die Greensche Funktion
symmetrisch in ihren beiden Argumenten ist (siehe unten).
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(b) Durch die Formel ({) muss unter den angegebenen Voraussetzungen leider umgekehrt nicht
automatisch eine Losung von Au = f,u|yn = g gegeben sein. Weifs man jedoch a priori, dass
eine (dann eindeutige) Losung u € C2(Q) N C(Q)) existiert (z.B. wenn 9Q) regulir ist), die sogar
in C2(Q)) liegt, so ist diese Losung durch () gegeben.

Zur Losung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung in () bietet sich nun aber stets
Folgendes an:

(i) Man bestimme die Greensche Funktion G zu () (falls existent).
(ii) Man zeige direkt, dass durch (Q) tatsdchlich eine Losung gegeben ist.

Fiir geeignete Gebiete (mit vielen Symmetrien bzw. mit viel Struktur) ldsst sich dieses Programm
tatsdchlich durchziehen. Weiter unten werden wir dies einmal fiir den Fall Q = B(0,R) C R"
betrachten. Zuvor schauen wir uns aber noch einige allgemeine Eigenschaften der Greenschen
Funktion und des zugehorigen Poisson-Kerns an.

Proposition 2.24. Es sei ) C R" offen, beschrinkt und mit C!-Rand. Ferner existieEe die
Greensche Funktion G zu Q) und fiir die zugehérigen Korrekturfunktionen gelte 1, € C?(Q) fiir
alle y € ). Dann gilt:

(i) G(x,y) =G(y,x) furalle x,y € Q,x # y.

(ii) Ist Q) zusammenhidngend,” so gilt

G(x,y) <0, x,yeQ, x#uy.
(iii) Es gilt

K(x,y) >0, x€dQ, yeqQ,

und

/an K(x,p)do(x) =1, peQ.

TIn der Ubung zeigen Sie, dass fiir allgemeines Q) stets G(x,y) < 0 gilt.

Beweis. (i) Wir fixieren x,y € Q,x # y und wihlen ¢ > 0 mit B[x,e] UB[y,¢] € Q und
B(x,€) N B(y,€) = @. Nun definieren wir

u:Q\B[x,e] > Ru(z) :==G(z,x) und ©v:Q\B[y,¢ — R,0(z) :=G(z,y).

Beide Funktionen sind dann insbesondere auf Q' := Q) \ (B[x,¢] U B[y, ¢]) definiert und harmo-
nisch und es gilt u,v € C2((Y’). Eine Anwendung der 2. Greenschen Formel liefert damit

0= / (uhv —vAu) dz = /a (udyv — vo,u) do
/ Q/

= [ (udyv—vd,u)do— /

(udyv — voyu) do — / (udyv — voyu) do,
20 9B(x,€)

9B(y€)
wobei die Minuszeichen wieder durch die passende Wahl der dufleren Normalen begriindet

sind. Da u|y3n = v|yn = 0, folgt

/ (udyv — voyu)do = / (vdyu — ud,v)do.
9B(x,¢) 0B(y,e)

Wir werden nun zeigen, dass hier die linke Seite fiir ¢ — 0 gegen v(x) konvergiert. Aus
Symmetriegriinden geht dann die rechte Seite entsprechend gegen u(y), d.h. es folgt G(x,y) =




2. Die Poisson-Gleichung 29

v(x) = u(y) = G(y, x), was zu zeigen war.
Der folgende Rest des Beweises von Teil (i) wurde in der Vorlesung nicht besprochen.

Schauen wir also auf das Integral auf der linken Seite: Hier gilt zunéchst v, hy € CZ(B [x,¢€]), d.h. 9yv und
hy sind auf dB(x, €) beschrankt. Mit

Ce := max max [9,0(z)] und Dg:= max |hy(z)]
0<s<ez€dB[x,s] z€B(x¢]

folgt also wegen u(z) = L(z — x) — hx(z), dass
d < L(z—x)—h
/33(x,e) |u(2)9v0(2)| do(z) < Ce /BB(X/€)| (z—x) — hy(z)| do(2)
=G /(.,B(xlg) |L(z — x)| do(2) + CeDeo(9B(x, ).

Aber hier geht der Term auf der rechten Seite gegen O fiir ¢ — 0, denn

L In(e)| - ¢, falls n =2,
[ L)o@ =Pl
9B(x,e) [CE= T € , fallsn > 3.

Bleibt also zu zeigen, dass

v(x) = llil’(l) —_ v(z)d,u(z) do(z)
=1 9y L(z—x)d —1li 9y () Nx(2) do(z2).
tim [ 0@ —x)do@) ~lim [ o2,k dota)

Aber hier ist der zweite Grenzwert wegen der Beschranktheit der Integranden wieder 0 (analog argumen-
tiert wie oben) und genau wie im Beweis der Formel (x % x) in der Greenschen Darstellungsformel sehen
wir, dass in der Tat

tim [ XL R do@) = lim [ o(xt )2, L(y) doy) = oz +0) = o(x).

(ii) Fixiere y € Q. Dann ist u(x) := G(x,y) harmonisch auf Q \ {y} und stetig auf Q \ {y}. Ferner
gilt lim,_,, u(x) = —oco. Wir kénnen also ¢ > 0 gentigend klein wahlen, so dass u < 0 auf B[y, ¢] \
{y}. Weiterhin gilt 1|3 = 0 nach Definition von G, d.h. aus dem schwachen Maximumprinzip
folgt u < 0 auf Q \ B[y, ¢]. Ware u(xo) = 0 fiir ein xy aus der zusammenhingenden Menge
Q\ Bly, €], so wire bei x( ein globales Maximum von u auf dieser Menge und u miisste dort
konstant sein. Dies ist nicht der Fall, d.h. es muss u < 0 auch auf Q) \ B[y, €] gelten.

(iii) Ubung. O Ubungsblatt 5
Wir wollen nun die Greensche Funktion fiir die Kugel B(0,R) C R",n > 3, bestimmen. Dazu
bendtigen wir die zugehorigen Korrekturfunktionen h, € C*(B ( ,R)) N C(B[0O,R]),y € B(0,R),
mit ) { Ahy(x) = 0, falls |x| <R,

hy(x) = L(x—y), falls |x| =

Fiir y # 0 machen wir den Ansatz

hy(x) = e(y)L(x = y)

mit noch zu wihlenden y* € B[0,R]° und c(y) € R. Fiir jede solche Wahl gilt i, € h(B(0,R)) N
C%(B[0, R]). Damit auch die Randbedingung in () erfiillt ist, muss fiir alle x € 9B(0,R) gelten,
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dass

) — Lx=) :<w—yﬂ>“{
L(x—y*) [x — vl

d.h. y* muss so gewdhlt werden, dass die rechten Seiten jeweils unabhéngig von x € 9B(0, R) sind.

Um dies zu gewdhrleisten, benutzen wir die sogenannte Spiegelungsmethode und setzen

Diese wahlen wir so, dass die Dreiecke Oy*x und Oxy dhnlich sind. Da die Dreiecke den Winkel «
gemeinsam haben, ist dies der Fall, wenn

LR R Ry
W =W1="Tr =7 V= Tl

Man nennt dies auch die Inversion von y am Kreis dB(0, R). Man rechnet nun leicht nach (oder
begriindet mittels Ahnlichkeit von Dreiecken), dass fiir x € 9B(0, R):

|y

lx —y ly R
*k = =, € dB(0,R)).
00 ol T T WEoBOR)

Wir haben also unser Ziel erreicht und erhalten mit diesem y*, dass
R n—2 ( R )112

c(y) = — und hy(x) = — L(x —y™*).

= () W= (7))

Wiihlen wir nun noch ho(x) := L(R) konstant, so haben wir den Teil (i) des folgenden Resultats
gezeigt.

Proposition 2.25. Wir betrachten B(0,R) C R",n > 3.

(i) Die Greensche Funktion fiir B(0,R) existiert und die zugehorigen Korrekturfunktionen
erfiillen i, € C?(B[0,R]), |y| < R. Fiir alle x € B[0,R] und y € B(0,R) mity # 0 und y # x gilt

RZ

n—2
> L(x —y*), wobei y*= Wy.

R

c@ﬂ>:Lw—yw—Qm

(i) Ftir den zugehorigen Poisson-Kern K(x,y) := 9, G(x, y) gilt

1 R*—|y?

K(xly) = Un_lR ’x_y’n 7

x € 9B(0,R),y € B(0,R).
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Beweis. Nur Teil (ii) ist noch zu zeigen. Wir betrachten nur den Fall y # 0, d.h.

G(x,y) = L(x —y) — hy(x) = L(x — y) — (R

\y\)n_z“"‘y*)'

Wir betrachten zunéchst die Normalenableitung von L(x — y). Hier folgt unter Verwendung von
Lemma 2.12, dass

B X, 1 R? — (x,y)
dmLl(x —y) = <VxL(x—y),E> = m< —yx) = on1RJx — y[*

Man beachte hierbei, dass |x| = R. Vollig analog erhalten wir

R* — (x,y")
On_1R|x —y*|*

av(x)L(x_y*) =

Da wegen (*x) gilt, dass
— By und oyl = By
T o

erhalten wir also

2_ R .
dymL(x —y*) = Ry P -ty ">
v n —yln n—2"

1R (‘I;—Mx—y]) ouRlx—y|" R

Setzen wir alles zusammen, folgt das Gewtinschte:

R — (x,y) _<R>H- Py " R
ou1R[x —y|" |yl on1R[x —y|" R"™2 0y qR|x —y|"

av(x) G(X, y)

Bemerkung 2.26. (i) Eine kurze Rechnung zeigt, dass im Falle n > 3

O — - :
T 2= me |-y c=
RZ

n—2

2(x,v) +R2> .

(ii) Ein analoges Argument zeigt auch die Existenz der Greenschen Funktion im Falle n = 2.

Hier gilt
1 1 1
G(x,y) = —=— | In .
(9) 27T< (Ix— > (\/y xy_|_R2>>

Die obige Formel fiir den Poisson-Kern bleibt auch im Falle n = 2 giiltig.

Nun kénnen wir zeigen, dass durch die Darstellung () aus Satz 2.22 tatsichlich eine Losung des
RWP Au|q = f,u|q = g gegeben ist. Wir betrachten aus Zeitgriinden nur noch den Fall f = 0.
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Satz 2.27 (Poisson-Formel fiir die Kugel). Sei n > 2. Fiir g € C(dB(0, R)) setzen wir

up) = [ Kxpg(x)dot), lpl <R,

mit dem Poisson-Kern
1 R*—|p]?

TnaR |x—p[*

K(x,p) =
Dann gilt:
(i) u € C(B(0,R)) NC(B(0,R)),
(ii) u ist die eindeutige klassische Losung des RWP
—Au =0 auf B(0,R), u = g auf 9B(0, R).
Beweis. Zunidchst bemerken wir, dass

B(O, R) > p— K(x, P) = av(x)G(xf P)

fiir festes x € 0B(0, R) harmonisch ist. Dies folgt entweder durch direktes nachrechnen oder unter
Verwendung der entsprechenden Eigenschaft fiir p — G(x, p). Damit ist auch u € C*(B(0,R))
und weil wir (iibliches Argument) Integral und Ableitungen vertauschen diirfen, folgt

Au(p) = /a som MK RS dx =0, p € BO,R)

Es bleibt zu zeigen, dass sich u durch u|yq := g stetig auf B[0, R] fortsetzen lasst, d.h.

lim |u(p) —g(z)| =0, z € 9B(0,R).
p—z,|p|<R

Sei also z € dB(0, R) beliebig und € > 0. Da g in z stetig ist, existiert § > 0 mit

Vx € B(z,26) N9B(O,R) : |g(x) —g(z)] <

N[ ™

Unter Verwendung von Proposition 2.24 (iii) folgt damit fiir p € B(0,R) N B(z,¢):

u(p) ~ @ = | [ K p)(e() ~gE)dotx)| < [ K(xp)lgx) - g(a)l do(x)
= /aB(O,RmB(m K(xp)lg(x) =g @) do(x) + | e saas K PIE) ~8(2)] do(x)
S5l [0 Klop) do(x)
<40k Mgl sup  K(xp)

x€B(0,R)\B(z,26)

€ 1 R>—|p?
< LRI .
2 +0n-1 ||gHoo R(Tn,1 on

Da hier auch der zweite Term fiir p — z beliebig klein wird, folgt die Behauptung. Zur
Rechtfertigung von (%) bemerken wir, dass im Falle |z — p| < é und |x — z| > 26 auch |x — p| >
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|x —z| — |z — p| > ¢ und somit

1 R—pf_ 1 R—|p?
Roy—q |x—p|* = Roy—q 6"

K(x,p) =

— Nachtrag —

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal auf den Satz von Perron (Satz 2.8)
zuriickblicken und zumindest skizzieren, wie er bewiesen werden kann. Es geht also darum, fiir
eine beschriankte, offene Teilmenge (2 C R" mit noch zu definierendem ,regulirem” Rand 0() und
vorgegebenes ¢ € C(dQ)) eine (dann eindeutige) Losung u € C(Q) N C?(Q) von

(%) Au=0auf ), u= gaufdQ)
zu finden. Dazu beginnen wir mit einem kurzen Riickblick auf das Maximumprinzip.

Lemma 2.28 (Harmonisches Dominieren). Sei () C R” offen und beschrankt. Ferner sei u € C(Q)

harmonisch auf Q) und v € C(Q)) subharmonisch auf (). Dann gilt die Implikation
v<waufdQ = v <uaufQ.

Beweis. Folgt sofort aus dem schwachen Maximumprinzip, Satz 1.24 (i), angewandt auf die
subharmonische (warum?) Funktion v — u. O

Ist also ug die Losung von (x) und v € C(Q)) subharmonisch mit v|yn < g(= o[y ), SO muss
v < ug auf Q

gelten. Betrachten wir also die sogenannte Perron-Familie

S(g) :={v € C(Q) : v ist subharmonisch auf Q und v|yn < g},

so gilt v < ug auf Q fiir alle v € S(g). Aber es gilt auch uy € S(g), d.h. es folgt

up(x) = max v(x) = sup v(x), x e,
veS(g) 0eS(g)

falls die Losung ug von (x) existiert. Umgekehrt liefert uns damit der sogenannte Perron-Kandidat
P(g) : Q3 — R definiert durch

P(g)(x) := sup v(x), xeQ
veS(g)
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einen moglichen Losungskandidaten. Man beachte hierbei:
e S(g) # @, denn die konstante Funktion mit Wert miny, g ist Element dieser Menge.

* Mit Lemma 2.28 folgt damit

ing < < Q.
ming < P(g)(x) < maxg, x €0

e Ist uy Losung von (x), so gilt P(ug|aq) = P(g) = uo.

Nun wollen wir zundchst zeigen, dass P(g) tatsdchlich harmonisch auf Q) ist. Dazu werden wir
folgendes Resultat mehrfach nutzen.

Lemma 2.29. Sei v subharmonisch auf Q) und B[xg, R] C Q. Ferner sei B := B(xo, 7).

(i) Perron-Lésung auf Kugeln: Die Funktion P(v|yp) : B — R ist klassische Lésung von

(xx) Au=0auf B, ulyp =70

(ii) Harmonisches Anheben: Es ist

Jox), falls x € O\ B
o (¥) = {P(v|aB)(x), falls x € B

wieder subharmonisch auf () und v < vp.

(iii) Ist w subharmonisch auf Q) und w < v, so gilt wp < vp.

8 vas Pv ]Dﬁ)

Beweis. (i) Wir wissen aus Satz 2.27, dass das Poisson-Problem (*x) auf der Kugel B eindeutig
losbar ist (denn ist u eine Losung auf B(0, R), so ist x — u(x — x¢) eine Losung auf B(xg, R)).
Nach unseren Vortiberlegungen gilt fiir die Losung ug von (%), dass 1y = P(ug|ss) = P(v|sp)-

(ii) Dass vp stetig ist, ist klar. Dass v < vp folgt sofort aus Lemma 2.28, da vg nach Teil (i) auf
B harmonisch ist. Weiterhin ist vg auf )\ B subharmonisch. Schliellich gilt im Fall x € 9B
aufgrund der Subharmonizitdt von v, dass fiir > 0 hinreichend klein

1 1
95() = 2(0) < Tm) o PO Y S BT o PP

d.h. auch in einer Umgebung von 0B ist vg subharmonisch.

(iif) Maximumprinzip und Teil (i). O

Satz 2.30. P(g) ist harmonisch in Q).

Beweis (Skizze). Es gentigt zu zeigen, dass P(g) auf jeder beliebigen Kugel B := B(xp, R) C Q)
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harmonisch ist. Sei dazu (wy) eine Folge in S(g) mit wi(xo) — sup,,cg,) w(x) =: P(8)(xo0).
Setzen wir, unter Verwendung der Notation von Lemma 2.29,

v = (max(wy,..., wx))g, k€N,
so ist auch (vk) eine Folge in 5(g), jedes der vy ist harmonisch auf B und es gilt

Vx€Q: v(x) S vpa(x) < P(g)(x) und  ve(xo) 7 P(g)(xo)

Damit existiert v(x) := lim_,, vx(x) € R fiir alle x € Q) und die Harnackschen Ungleichungen
aus Aufgabe 21 (Ubungsblatt 5) zeigen, dass diese Konvergenz auf kompakten Teilmengen von
B gleichmifig in x ist. Also ist v|p wegen Aufgabe 8 von Blatt 2 harmonisch. Es bleibt zu zeigen,
dass v|p = P(g)|p (im Punkt x = x, gilt diese Gleichung, wie zuvor schon gesehen). Zunéchst
ist klar, dass v|p < P(g)|p. Fiir die umgekehrte Richtung P(g)|p < v|p geniigt es zu zeigen, dass
w|p < v|p fiir jedes beliebige w € S(g). Dazu setzen wir

w; = (max(w, ;)5 € S(g).

Beachte wieder, dass w(xp) < P(g)(x0) = v(x0) und dass wy auf B = B(xy, R) harmonisch ist.
Da auch v dort harmonisch ist, folgt fiir 0 < r < R, dass

1 1
W /B(X[),i’) U(y> dy = U(XO) > ZUk(XO) = W /B(xw) wk(y) dy
1
> BT /B oy (@) () dy.

Schicken wir k — oo, so folgt

o(y) dy > / max(w, v dy.
/. P2 [ max(@,0)(y) dy

Da v < max(w, v) und die beteiligten Funktionen stetig sind, hat dies v = max(w, v), also v > w,
auf B(xo,r) zur Folge. Da 0 < r < R beliebig war, folgt w < v auf B = B(x, R), was zu zeigen
war. ]

Nun miissen wir uns noch um die Randwerte kiimmern.

Definition 2.31. Sei ) C R" offen und beschriankt und xg € dQ). Dann heifst eine Funktion

w € C(Q) eine Barriere fiir () in x, falls
(i) w auf Q) subharmonisch ist,
(i) w < 0 auf Q\ {xp} und w(xp) = 0.

Der Randpunkt xo heifdt reguldr, falls eine zugehorige Barriere existiert. Sind alle Randpunkte
von () reguldr, so nennen wir d() selbst regulér.

Beispiel 2.32. Ein Punkt xg € dQ) erfiillt die dulere Kugelbedingung, falls eine Kugel B(x1,r)
existiert, die Q) nur im Punkt xj beriihrt, d.h. B[x1,7] N Q = {x}. In diesem Fall ist

3 Ly — ), fallsn>3
w(x) := L(r) — L(x — x1) = { (*=2)7n1 <|x_x1|n—2 rH) alls n >
%(m\r\—ln‘x—xl’), fallsn =2

eine Barriere fiir Q) in x.
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Die dufiere Kugelbedingung ist etwa fiir alle xy € Q) erfiillt, wenn Q) konvex ist oder wenn
() einen C>-Rand besitzt. Im letzteren Fall konnen wir dQ) in der Néhe von x( als Graph einer
quadratischen Funktion beschreiben (und in jede Parabel lésst sich eine Kugel einbetten).

)X

Die duflere Kugelbedingung.

Nun konnen wir den Beweis des Satzes von Perron abschliefSen.

Satz 2.33. Falls xp € dQ) regulér ist, so gilt

lim _P(g)(x) = g(x).

x—x0,XEQ
Beweis. Sei w eine Barriere fiir () in xp und sei ¢ > 0. Da g in x stetig ist, existiert 6 > 0 mit
Vx € B(xp,6)NoQY:  |g(x) —g(x0)| <e.
Beachte nun, dass w < 0 auf Q \ {xo}, d.h.

_ Maxyepn 9(x) — g(x0)]
minxeaQ\B(xg,é) (_w(x))

> 0.

Mit dieser Wahl von « gilt dann auch
Vx €0Q): |g(x) — g(x0)| < max(e, —aw(x)) < & —aw(x).
Nun behaupten wir:
(x) VxeQ: g(xo)—e+aw(x) < P(g)(x) < g(xo) +e— aw(x).

Wenn wir dies gezeigt haben, schicken wir zunéchst x — xo. Da w in x stetig ist und w(xp) =0
gilt, folgt
g(x0) —e < liminf P(g)(x) < limsup P(g)(x) < g(xo) +¢.
LX) X—Xo

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt limy_,», P(g)(x0) = g(x0)-

Bleibt also nur noch, die Ungleichungskette (%) zu zeigen. Die linke Ungleichung ist hierbei klar,
denn nach Wahl von « ist x — g(xp) — & + aw(x) € S(g). Fiir die rechte Ungleichung beachten
wir, dass ebenfalls nach Wahl von « gilt, dass

g(x) +aw(x) < g(xo) +¢ x€0Q.
Ist also v € S(g), so gilt auch

v(x) +aw(x) < g(x) +aw(x) < g(xo) +¢ x €.
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Aber dann folgt mit Lemma 2.28, dass
v(x) +aw(x) < g(xo)+e bzw. ov(x) < g(xp) +¢ —aw(x)
fiir alle x € Q, was P(g)(x) < g(xo) + € — aw(x) zur Folge hat. O
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3. Die Warmeleitungsgleichung

Stichpunkte. Warmeleitungsgleichung, Warmeleitungsoperator, Cauchy-Problem, Beispiel von Tychonov, gemischtes
Problem, parabolische Maximumprinzipien, Eindeutigkeit von Losungen, Gauf3-Kern, Dirac-Folgen, Duhamelsche
Formel, Trennung der Variablen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nun schliefflich mit der allgemeinen Warmeleitungsgleichung
oru —Ayu = f

fiir eine gegebene Funktion f : QO x (0,T) - R, mit 0 < T < oo, und eine gesuchte Funktion
u:Qx(0,T) — R. Im Prolog haben wir diskutiert, dass u(x,t) zum Beispiel die Temperatur zur
Zeit t an der Stelle x € () beschreiben konnte. In diesem Fall wére f = f(x,t) als eine gegebene
Wirmequelle zu interpretieren. Unter Verwendung des (linearen) Warmeleitungsoperators

WZ:at—AX

konnen wir die Warmeleitungsgleichung kurz in der Form Wu = f schreiben.

Bemerkung 3.1. Der Warmeleitungsoperator W ist ein sogenannter parabolischer Differential-
operator, im Gegensatz zum Laplace-Operator, der elliptisch ist. Wie genau diese Begriffe
definiert sind, werden wir spiter erkldren (siehe Kapitel 5). Der Begriff parabolisch wird in
diesem Abschnitt aber schon ein paar Mal verwendet.

Definition 3.2. Sei 3 C R" offen, 0 < T < oound f € C(Q x (0,T)).
(i) Eine klassische Losung der Wirmeleitungsgleichung ist eine Funktion u € C>!(Q x (0,T)),
die fir alle (x,t) € Q x (0, T) die Gleichung

Wu(x,t) := ouu(x,t) — Au(x, t) = f(x,t)
erfiillt. Hierbei ist C*!(Q) x (0,T)) der Raum aller stetigen reellwertigen Funktionen v = v(x, t)
auf Q) x (0, T), die beziiglich x zweimal und beziiglich t einmal stetig differenzierbar sind.

(ii) Ist up € C(Q2), so besteht das zugehorige Cauchy-Problem fiir die Warmeleitungsgleichung
im Auffinden einer klassischen Losung u € C>'(Q x (0,T)) N C(Q x [0,T)), welche zur Zeit
t = 0 mit ug tibereinstimmt, d.h. es gilt
Wu=finQx (0,T)
u(x,0) = up(x) fiir alle x € Q.
Hierbei nennt man die zweite geforderte Gleichung eine Anfangsbedingung.

(iii) Im Falle f = 0 heifst die Warmeleitungsgleichung bzw. das zugehorige Cauchy-Problem
homogen, sonst inhomogen.

Beim Cauchy-Problem konnen wir 1y zum Beispiel als eine gegebene Anfangstemperatur interpretie-
ren. Dessen Vorgabe legt die Losungen im Allgemeinen jedoch noch nicht eindeutig fest.



3. Die Wiirmeleitungsgleichung 39

Beispiel 3.3 (Tychonov). Wir betrachten das homogene Cauchy-Problem
ot — Ayu = 01in R" x (0, 00), u(x,0) =0 fur x € R".

Es soll gezeigt werden, dass neben der Losung u = 0 noch unendlich viele weitere Losungen
existieren. Fiir noch zu bestimmende Funktionen ¢j : R — R machen wir daher den formalen
Losungsansatz

u(x, t) =u(xy,..., xyt) = Z q)k(t)x'l‘.
k=0

Dann ist die Anfangsbedingung erfiillt, falls ¢, (0) = O fiir alle k € INg. Nun wenden wir formal
den Warmeleitungsoperator an und vertauschen Reihe und Ableitung:

Wu(x,t) = 3 ()2 — Yo ge(t)k(k — )2 = Y (gh(8) = praa()) L+ 2)(1 + 1)),
k=0 k=2

IDe

Dann gilt Wu = 0, falls
VIENgt>0: ¢(t)=I+2)(I+1)@a(t).

Dies konnen wir erreichen, wenn wir fiir eine noch zu wihlende Funktion ¢ € C*(IR) folgendes
festsetzen:

Pau+1(t) =0, @x(t) := (20)!

und damit

Um die Anfangsbedingung zu erfiillen muss dann insbesondere auch ¢*)(0) = 0,k € Ny, gelten.
Man kann zeigen, dass fiir die Wahl

(1) = e, fallst >0
P = 0, fallst <0,

mit a > 1 beliebig, die obige formale Rechnung tatsichlich gerechtfertigt werden kann (Ubung).
Insbesondere hat das Cauchy-Problem also unendlich viele Losungen (verschiedene a fithren zu
verschiedenen Losungen).

Wir werden sehen, dass man im Falle () = IR" eine eindeutige Losung des Cauchy-Problems erhalten
kann, wenn man Anforderungen an das Verhalten der Losungen bei co stellt. Im Falle (3 # R”
miissen dariiber hinaus die Randwerte der Losungen vorgegeben werden (beides analog zu unserem
Vorgehen bei der Poisson-Gleichung). Auch aus physikalischer Sicht macht es Sinn, neben der
Anfangstemperatur auch die Temperaturverteilung auf dem Rand 0Q) vorzugeben, also etwa zu

fordern, dass
u(x,t) =ug(x,t), xe€a,te(0,7T),

fiir eine gegebene Funktion ug : dQ) x (0,T) — R. Man nennt dies die Vorgabe von Dirichlet-
Randbedingungen (man vergleiche Definition 2.2)."

Um die Anfangs- und Randwerte im Folgenden gemeinsam handhaben zu kénnen, fithren wir nun
ein paar Begriffe ein.

Auch die Vorgabe von anderen Typen von Randwerten wire moglich. Auf den Ubungsblittern betrachten wir einige
Beispiele.

Ubungsblatt 7


https://w.wiki/A5rN
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Definition 3.4. Sei ) C R"” offen und 0 < T < oo.

(i) Wir setzen Q7 := Q x (0, T) und Or := Q x [0, T). Ferner nennen wir
9"Qr = (A x{0}) U (002 x[0,T))

den parabolischen Rand von Q.

(ii) Sei f € C(Qr) und ¢ € C(9*Qr). Dann besteht das zugehorige gemischte Rand- und
Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung im Auffinden einer Funktion u €
C*1(Qr) N C(Qr) mit
Wu = f in QT
u = g auf 9" Qr.

Bemerkung 3.5. (i) Man beachte, dass

u(x,0) = g(x,0) (=up(x)), falls x € Q)

o~

= fo* () -
u=gautdlr { u(z,t) = g(z,t) (Fur(zt)), fallsze€oQ, t€0,T).

Insbesondere sichert die Stetigkeit von ¢ die Konsistenz von Anfangs- und Randbedingung, d.h.
es gilt

Vz € 00 : )1(1_>rr;uo(x) = 11\1:‘%MR(Z,t).

(ii) Ist 3 = R", so ist 9Q) = @ und damit gilt 9* Q7 = O x {0} und
u=gaufd*Qr < u(x,0)=g(x,0) falls x € Q.

In diesem Fall ist das gemischte Problem also einfach das Cauchy-Problem zum Anfangswert g.

(iii) Es gilt f)oo = O und 0*ONe = 00. Im Falle T < oo ist jedoch

Or =07\ (O x{T}) und 9Qr=0907\ (Qx {T}).

Wir wollen nun tiber die Eindeutigkeit von Losungen des gemischten Problems sprechen. Wie im
Falle der Poisson-Gleichung erhalten wir diese mit Hilfe von Maximumprinzipien.

Satz 3.6 (Parabolisches Maximumprinzip 1). Sei Q) C R” offen und beschrinkt und 0 < T < co.
Falls u € C*>'(Q7) N C(Qr) und
Wu <0 in Qq,

so gilt

sup u(x,t) = sup u(xt).
(X,t)GﬁT (x,t)Ga*QT

Dieser Satz ist das Analogon fiir das schwache Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen
(Satz 1.24). Auch im vorliegenden Fall liefSe sich ein starkes Maximumprinzip beweisen, wir verzichten
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aber aus Zeitgriinden darauf. Man mache sich klar, dass das parabolische Maximumprinzip auch aus
physikalischer Sicht Sinn macht: Die Anfangstemperatur wird sich mit der Zeit gleichméafiig verteilen
(also absinken), nur am Rand von () kann es wegen dufierer Warmezufuhr weiter warm bleiben.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass fiir jedes 0 < S < T gilt, dass

* max u(x,t) = max u(x,t).
(+) (x,t)€Qs Gt) (x,£)€0Qs\ (2% {S}) ()

Denn dann erhalten wir fiir S T die Behauptung.

2 = | !5}’
25

s\ (Lxis))

Im Folgenden sei also ein solches S fixiert und wir betrachten u auf Qs = Q x [0, S] (schreiben
aber einfach u statt u[g). Nach Voraussetzung gilt

Wu =0 —Au<0 inQx (0,5 C Qr.

Wir unterscheiden nun zwei Fille.
1. Fall: Es gilt Wu < 0in Q x (0, S].

Sei (xo,to) eine Maximalstelle von u in der kompakterL Menge Qg. Nehmen wir zunichst an,
dass (xo,t9) € Q x (0,5]. Dann nimmt die Funktion Q) 5 x — u(x,t)) bei x = xy € Q ein
Maximum an, d.h. unter Beachtung der zugehorigen Richtungsfunktionen folgern wir, dass

Biju(xo, to) <0 (j=1,...,n),

und somit Ayu(xg,tp) < 0. Andererseits nimmt auch (0,S] > t — u(xg,t) in ty € (0,S] ein
Maximum an, d.h. es gilt 0;u(xg, o) > 0 (nur im Falle fy = S kann hier ,>"“gelten). Insgesamt
folgt also

Wu(xo,to) = (9su — Ayu)(x0,t9) >0,

im Widerspruch zu unserer Annahme. Also muss (xo,t9) € 9Qs \ (Q x {S}) = Qs \ (Q x (0,9])
gelten und (x) ist gezeigt.

7| — 27
AR/ 4
7, Z //'
Nx (0,5]
2. Fall: Im allgemeinen Fall sei u,(x,t) := u(x,t) — et fiir ¢ > 0. Dann gilt
Wi = dpute — Ayue = (pu — Ayu) —e <0 in Q x (0, 8].

Der 1. Fall zeigt also, dass

max ug(x,t) = max ug(x, t).
(x,t)e0s (x,)€0Qs\ (A% {S})

Da u, auf den beteiligten Mengen fiir ¢ — 0 gleichméfiig gegen u konvergiert, folgt die Giiltigkeit
von (x).

O
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g € C(9*Qr). Dann hat das gemischte Problem

Wu = fin Qr
u=gaufd*Qr

hochstens eine klassische Losung u € C21(Qr) N C(Qr).

u=020.

Korollar 3.7. Sei 3 C R" offen und beschrédnkt und 0 < T < co. Ferner sei f € C(Qr) und

Beweis. Sind u1, u; zwei Losungen, so konnen wir das parabolische Maximumprinzip I auf +u
mit u := u; — up anwenden. Da u auf 0*Qr verschwindet, folgt £u < 0 auf Q7, d.h. dort gilt

O

Wie im Falle der Poisson-Gleichung folgt aus dem parabolischen Maximumprinzip auch die Stabilitdt
des gemischten Problems fiir die Warmeleitungsgleichung (vergleiche Proposition 2.5 und die darauf

folgende Bemerkung). Wir werden hierauf aus Zeitgriinden aber nur in der Ubung eingehen.

Stattdessen wollen wir noch tiber die Eindeutigkeit von beschrankten Losungen des Cauchy-
Problems fiir den Fall (3 = R" sprechen. Auch hier hilft uns eine Variante des Maximumprinzips.

Wir schreiben hier C,(Q)) fiir die beschriankten stetigen reellwertigen Funktionen auf Q.

Satz 3.8 (Parabolisches Maximumprinzip 11). Sei 0 < T < . Ferner sei u € C>!(R" x (0,T)) N
Cp(R" x [0,T)) und es gelte
Wu <0 inR" x (0,T).

Dann gilt
sup  u(x,t) = sup u(x,0).
(x,t)eR"x[0,T) xeR”

Beweis. Nur die Ungleichung < ist zu zeigen. Dazu betrachten wir fiir gegebenes ¢ > 0 die
Funktion
v i R' % [0,T) 5 R, 0:(x,t) := u(x,t) —¢ <|x\2 +2nt) .

Dann gilt Wo, < 0 auf R” x (0, T). Nun betrachten wir diese Funktion auf B(0,R)r = B(0,R) X
(0, T) fiir ein noch zu wihlendes R > 0 und wenden das parabolische Maximumprinzip I an. Es
folgt
V(xo,t0) € B[0O,R] x [0, T) :  ve(x0,t0) < sup ve(x, 1).
(x,)€0*B(0,R)1
Wir wollen die rechte Seite nach oben abschitzen und betrachten dazu die beiden Teile des
parabolischen Randes:

.Fall: t=0 = 0:(x,0)=u(x,0)—ex]> < sup u(x,0).
x'€R"

Nun beachten wir, dass nach Voraussetzung ||u||,, := sup, yycrrxjo1) |u(x,t)] < co. Also folgt
weiter:
2.Fall: |x|=R = ov(xt)=u(xt)—eR*+2nt) < |ufo —eR%

Jetzt fixieren wir unser R > 0. Wir wiéhlen es so gro8, dass R* > ¢! (||u]|oo — sup,, g u(x,0)).

Dann folgt also auch fiir [x| = R, dass v¢(x,t) < sup, g« #(x’,0). Insgesamt haben wir damit
gezeigt, dass fiir jedes ¢ > 0 und hinreichend grofies R > 0 gilt, dass

ve < sup u(x,0) auf B[0,R] x[0,T).

xeR”

Ubungsblatt 7
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Schicken wir also R — oo, so sehen wir, dass

ve < sup u(x,0) auf R"x]0,T).

xeR"

Da dies fiir alle e > 0 gilt, folgt die behauptete Abschitzung. O

Bemerkung 3.9. Wir werden vermutlich spater in einer Ubung sehen, dass das vorherige Resultat
auch giiltig bleibt, falls |u(x,t)| < Me Rl figr gewisse M,A > 0 und alle (x,f) € R" x (0,T).
Ohne Wachstumsbeschriankungen gilt das Maximumprinzip in diesem Fall allerdings nicht, wie
das Beispiel von Tychonov zeigt.

Als unmittelbare Folgerung aus dem parabolischen Maximumprinzip II erhalten wir folgendes
Eindeutigkeitsresultat fiir das Cauchy-Problem auf R".

Korollar 3.10. Sei up € C,(R") und f € C(R" x (0,T)),0 < T < co. Dann existiert hochstens
eine beschrinkte Losung u € C>(R" x (0,T)) N Cy(R" x [0, T)) von
Wu = finR" x (0,T), u(x,0) = up(x) fiir alle x € R".

Unser nichstes Ziel ist es, auch die Existenz von Losungen des Cauchy-Problems zur Warmeleitungs-
gleichung auf R” zu zeigen. Hierzu benottigen wir die folgende Funktion, die im gegenwiértigen
Kontext die gleiche Rolle spielen wird, wie es die Fundamentallosung L im Falle der Laplace-
Gleichung getan hat.
Definition 3.11. Die Funktion ® : R" x (0,00) — (0, c0),

|x|?

D(x,t) := (47;)”/2@‘13 (_4t>

wird Gauf$-Kern oder Wirmeleitungskern oder auch Fundamentallosung der Wiarmeleitungs-
gleichung auf R” genannt. Weiterhin definieren wir

b, . R" — (0,00), q)t(X) = CD(x, t), X € ]Rn,t > 0.

07f
g6F

dst

/M\
y o3l

0.2f

\

0L

Der Graph von ®; im Falle n = 1 fiir verschiedene Werte von t.

Schauen wir uns einige einfache Eigenschaften des Gaufs-Kerns an.
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Lemma 3.12. Es gilt:
(i) ® € C®°(R" x (0,00)) und WP = 0 in R" x (0, 00).
(ii) Fir alle t > 0ist ®; € L£1(R") N L&(R") und

AR :/ @y(x)dx =1 und ||, = (4rt) "2
Rﬂ

Beweis. (i) Das ® glatt ist, ist klar. Weiterhin gilt

_ 1 n 1 21 [x2 _s2\ no|x?
atq)(x’ t) B (47[)11/2 <_2tn/2+1e ot m/2 4p2 e ¥ )= CI)(x, t) T + a2 |-
Andererseits erhalten wir 9;®(x,t) = —%q)(x, t), also
1 X [ X 1 x?
2 1 1 i
2D = o) — (i —® i),
9 ®(x 1) 2 2t =5 ( 2t (x’t)> (xt) ( T 4t2>

Also folgt (A:®)(x,t) = Y 07®(x,t) = 9D (x, t).
(ii) Unter Verwendung des Gauf3-Integrals \/% Jr e~#/2dz = 1 und des Satzes von Fubini folgt

2

/nq)t(x) dx = (@i)n/szexp (_’1‘2> dx = ((47_[1)1/2/]Rexp (—Zt) dy>n
2 n
B <(2711)1/2/]Rexp <_2> d2> =1

Also ist die positive Funktion ®; € £1(R") mit |®||, = 1. Dass | ;| = (47t) /2 ist klar. [

Bemerkung 3.13. Es ist £1(R") N Lo(R") C L,(IR") fiir jedes 1 < q < co. Fiir g = o ist dies
klar und fiir g < oo folgt es aus der Abschitzung

S ax <AL [ 17 dx=IAIL IS

Insbesondere gilt also ®; € Lq(]R”) fur1 <g < oo.

Wir wollen nun unser Vorgehen bei der Poisson-Gleichung immitieren und zeigen, dass durch
u(x, t) := (P xup)(x) := /Cbt(x —y)up(y) dy, x €R",t>0,
eine Losung des homogenen Cauchy-Problems
Wu=0inR" x (0,c0) und u(x,0) = up(x) fiir alle x € R"

gegeben ist. Dazu miissen wir erst kldren, fiir welche ug obige Faltung tiberhaupt definiert ist.

Lemma 3.14.Sei ¢ € L1(R") N Lo(R") und ug € L,(R") fiir ein p € [1,00] . Dann ist die
Faltung

(pxu0) () i= [ g(x—y)uoly)dy

fir alle x € R” definiert.
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Beweis. Sei g € [1, 0] der zu p konjugierte Exponent, d.h. 1/p +1/g = 1. Nach Bemerkung 3.13
gilt ¢ € L£,(R"), d.h. aus der Holder-Ungleichung folgt

vreR: [ lo(x—yuow)ldy < gl luoll, < e

O

Damit ist also ®; * up : R” — R im Falle uy € £,(IR") fiir jedes t > 0 definiert und wir kénnen nun
zeigen, dass u(x,t) = (P; * 19)(x) in diesem Fall die homogene Warmeleitungsgleichung 16st.

Proposition 3.15. Sei 1 < p < co und 1y € L, (IR"). Dann ist die Funktion
u:R"x (0,00) > R, u(x,t):=(Dr*up)(x)
glatt (d.h. u € C®(R" x (0,00))) und Wu = 0in R” X (0, c0).

Beweis. Da

u(x,t) = [ @(x—yHuoly)dy

und (x,t) — O(x —y,t) € C°(R" x (0,00)) fiir jedes y € R" die Wirmeleitungsgleichung
erfiillt, folgt die Aussage, sofern wir Differentiation und Integration vertauschen diirfen. Es
gentiigt hierbei (x,t) € B(0,R) X (vy,00), mit R,y > 0 beliebig, zu betrachten.

Zunichst zeigt man leicht per Induktion, dass fiir jedes &« € INj und B € INp ein Polynom
P = Pap: R"” x R — R existiert, so dass

2 2 2
N P =ty 1 _lx—vy _x—yl
030y P(x —y,t) = p(x y/\/z)eXp< o7 )—P(x y/\/g)eXp el I 2 B

Da t > 7 > 0 finden wir damit eine Konstante C = C, g, so dass fiir alle x,y € R"

2
0P (x — y,t)’ < Cexp (-’xgty’> .

Betrachten wir nun nur noch x € B(0, R), so folgt wegen
2 2 ? 2
Ix —y[” = x|" = 2(x,y) + ly|” = 2R [y| + |y,

dass schliefilich fiir alle y € R"

2
. —2R
%$®w—%ﬂwMW\SCf@<—M&WU-WMW-
N——

€L,
€L, fiir alle g>1

Aber mit der Holder-Ungleichung sehen wir sofort, dass die rechte Seite als Funktion von y
integrabel ist. Damit rechtfertigt sich die gewiinschte Vertauschung von Differentiation und
Integration also mit dem Satz tiber Parameterintegrale (siehe Satz A.2).

O

Um zu zeigen, dass durch ®; x ug fiir ¢ \, 0 auch die Anfangsbedingung realisiert wird, miissen wir
zundchst mehr {iber Faltungen lernen.
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Definition 3.16. Eine Folge (@i )ren aus L£1(IR") heifit eine Dirac?-Folge auf R, falls
(i) @r > 0 fur alle k € N,
(ii) f]R” @x(x) dx =1 fir alle k € N, und
(iii) fur alle r > 0 gilt

li dx = 0.
Ty px(x) dx

Die Dirac-Folge heifit beschrinkt, falls dariiber hinaus ¢, € L (IR") fiir alle k € IN.

“Paul Dirac, 1902-1984

Die beiden Integralbedingungen sorgen also dafiir, dass sich eine Dirac-Folge fiir k — co mehr und
mehr in der Nédhe von 0 konzentriert. Das folgende Beispiel tiberrascht daher nicht.

Beispiel 3.17. (i) Sei (t)ken eine beliebige Nullfolge positiver Zahlen und

1 x|?
Pr(x) := Dy (x) = Wexp <_|4t|k> , xe€R", kelN.

Dann ist (¢k)ren eine beschriankte Dirac-Folge (Ubung).

(i) Fiir k € N sei ¢y ein Glattungskern auf B(0, 1) (siehe Definition 1.16), d.h.

gk € CX(R"), @ >0, supp(er) C B[0,1/K], /IR gi(x) dx = 1.

Dann ist (¢k)ren eine beschrankte Dirac-Folge. In diesem Fall nennt man diese Folge auch eine
glatte Approximation der Eins (warum, sehen wir unten).

Fiir eine beschrankte Dirac-Folge (¢x) und f € £,(R") ist die Faltung @i * f : R” — R nach Lemma
3.14 definiert. Der Wert dieser Faltung an der Stelle x ist nach Definition das mittels ¢i(x —.)
gewichtete Integralmittel von f, vergleiche Bemerkung 1.14 (i). Da sich ¢y (x —.) fiir k — oo immer

mehr beim Punkt x konzentriert, erwarten wir, dass (¢ * f)(x) fiir k — oo gegen f(x) konvergiert.

Wenn wir diese Konvergenz geeignet verstehen, ist dies genau das Resultat des folgenden Lemmas.

Lemma 3.18. Sei (¢ )ren eine beschrankte Dirac-Folge und f € £,(IR") fiir ein p € [1, 0]. Dann
gilt:

(i) @r*f € Lp(R") und || * f||, < [ ]|, fiir alle k € N.
(ii) Ist 1 < p < oo, so gilt [|¢x * f — f||, — O fiir k — co.

(iii) Ist f € Cy(R"), so konvergiert ¢ * f — f fiir k — oo gleichmiBig auf kompakten
Teilmengen von R".

Ubungsblatt 7
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Bemerkung 3.19. Ist ¢, € CI"(R"), so folgt nach Satz 1.15, dass ¢, * f € C"(R"). Wiahlen
wir etwa eine glatte Approximation der Eins wie in Beis?iel 3.17 (ii), so zeigt damit Teil (ii)
des Lemmas, dass jedes f € £,(R"),1 < p < co, in der Ep—mm durch glatte Funktionen
approximiert werden kann. Fiir p = oo kann dies im Allgemeinen nicht gelten, denn dann wére
die Grenzfunktion f automatisch stetig (warum?).

Beweis. Wir beweisen erst Teil (i), dann Teil (iii) und dann Teil (ii).

(i) Die Behauptung folgt unter Verwendung der 2. Eigenschaft einer Dirac-Folge sofort aus
folgendem Spezialfall der sogenannten Youngschen Ungleichung : Ist ¢ € £1(R") N Lo (R")
und f € £,(R"), so gilt

pxfeLy(R") und o= fll, < el Ifl,
Fiir den Beweis von (x) im Fall p = oo rechnen wir

9+l < sup [ 190~ 9)f ()] dy < 1l ol

Im Falle1 < p < coseig € (1,00] der zu p konjugierte Exponent (1/p +1/q = 1). Dann rechnen
wir unter Verwendung der Holderschen Ungleichung zunéchst fiir x € R"

(o A@I < [ o=l dy= [ lolx=y)lF - lox I |fw)] dy

< ([ lotx= dy)w (flo=nliswr dy)w
= ol ( [ ot~ 1FI" ay)

und damit mit dem Satz von Tonelli

lox £l = [ 1(px NG dx < gl [ </W o(x— ) F )" dy) dx

— 1ol [ 15 ([ lote=wlax) dy=lloli™ [ 1FG) dy= ol 171

(iii) Es sei f € Cp(R") und K C R” kompakt. Weiter sei ¢ > 0 beliebig. Da f auf der kompakten
Menge K; := K + B[0, 1] gleichmiBig stetig ist, existiert ein § > 0, so dass

VxyeKi: |x—yl<d = |f(x)-fly)l<e
Wahlen wir 0 < r < max(1, ) folgt insbesondere
VxeKvy e B(xr): [f(x) —fly)l <e
Unter Verwendung der 1. und 2. Eigenschaft der Dirac-Folge folgt damit fiir alle x € K:
)= (e N = | [ oulr=n)f dy— [ gulx = 9)rw)ay
| oe=nlf @ —rwlay= [ (.)dy+ () dy

(x,r) R"\B(x,r)
8/ ¢k<x—y)dy+2||f\|oo/
B(x,r) R

IN

IN

prlx—y)dy <e+2fl [ gulz)dz

"\B(x,r) R"\B(0,r)
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Mit der 3. Eigenschaft der Dirac-Folge folgt also

0 < Tim sup |f(x) — (gx * f)(x)] <.

k=00 yek
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt sup, . |f(x) — (@ * f)(x)| — 0 fir k — oo.
(ii) Wir betrachten zwei Falle.
1. Fall: f € C./(R") und alle ¢, haben kompakten Trager mit supp(¢x) C B[0,1],k € IN.

Ist nun x kein Element der kompakten Menge
K := B[0,1] + supp(f)
so gilt f(x) = 0 und
(0 @) = [ o= nf@) dy= [ olx—y)f(y) dy=0.
R supp(f)

Also erhalten wir

If = @uxflly = [ 1F =i P dx < sup|(f = gix ()] A" (K).

xeK
Aufgrund des schon bewiesenen Teil (iii) folgt also || f — ¢ f||, — 0 fiir k — oo.

2. Fall: Im allgemeinen Fall ist f € £,(IR") und (¢y) eine Dirac-Folge ohne weitere Eigenschaften.
Wir versuchen, das Problem auf den 1. Fall zu reduzieren.

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert ¢ € C.(IR") mit || f — g||, < &. Dies ist ein Standardresultat aus
ihrer MafStheorie-Vorlesung. Nun setzen wir

o /B(o,l) o (%) dx:/n(...)—/Rn\B(Oll)(...)

Dann folgt aufgrund der 2. und 3. Eigenschaft einer Dirac-Folge, dass limy_,«, cx = 1. Wir kénnen
also insbesondere 0.B.d.A. annehmen (sonst betrachte ¢y := @iy, fiir kg grof8 genug), dass

¢, > 0 fiir alle k € IN. Fiir
1
=—1
Px Ck B(0,1) Pk

gilt dann supp () C B[O, 1] fiir alle k € IN und auch (¢;)en ist eine Dirac-Folge. Die 1. und 2.
Eigenschaft sind offensichtlich erfiillt und die 3. folgt aus der Abschdtzung

1
0< / dhe € dx,
— JR"\B(0,r) I’Dk(x) = Ck JR"\B(0,r) ng(x) *

da hier die rechte Seite fiir k — co gegen 0 geht. Schliefdlich sehen wir auch noch, dass

9= el = [, [(6 Epo(x) = Deulx)]| dx

— dx +|cct — 1 / dx,
R"\B(0,1) #x(x) x+‘ck ‘ B(0,1) i ax

d.h. limy_,e || % — @k||; = 0. Mit all diesen Voriiberlegungen sehen wir nun, dass unter Verwen-
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dung von Teil (i) bzw. der Youngschen Ungleichung () folgt, dass
If =eexflly = NUf =g+ (g—tux) + (W —gu)xg+oux (8= fl,
< Nf—gllp +llg = ¥ glly + 1 (¥ — 1) * 8llp + @ * (g = F)II,
< f =gl +llg = e gllp + Ml — pells llgll, +llg = £l
< 2+ g — e glly + e — il gl -
—0 wegen 1. Fall —0
Also folgt limy_,, || f — ¢k * f|| , < € fur alle e > 0, was die Behauptung impliziert. O

Wenden wir das vorherige Lemma mit der Dirac-Folge (P, ) fiir beliebige positive Nullfolgen (#;) an,
erhalten wir unter Miteinbeziehung von Proposition 3.15 und Korollar 3.10 das folgende Resultat.

Satz 3.20. Sei ug € L,(IR") fiir ein p € [1, 00] und
u(x, t) = (O xup)(x), (x,t) €R" x (0,00).

Dann gilt:
(i) u € C*°(R" x (0,00)) und Wu = 0 auf R" x (0, 0).
(i) u(.,t) € Lp(R") und [[u(., ), < [[uol|, fiir alle £ > 0.

(iii) Im Falle 1 < p < oo gilt lim o [|u(.,t) — uo|, = 0, d.h. die Anfangsdaten 1o werden von u
im £,-Mittel angenommen.

(iv) Ist ug € Cy(IR"), so lasst sich u mittels u(x,0) := up(x), x € R", stetig nach R" x [0, c0) fort-
setzen und ist damit die eindeutige beschrankte klassische Losung des Cauchy-Problems

Wu =0auf R" x (0,00) und u(x,0) = up(x) fiir alle x € R".

Ferer gilt [[ul], == SUP(y ) e o) 1405, D) = 0]l

Bemerkung 3.21. (i) Man beachte, dass durch die Warmeleitungsgleichung beliebig , rauhe”
Anfangsdaten ug in infinitesimaler Zeit geglattet werden. Man vergleiche dies mit Bemerkung
2.19 im Kontext der Poisson-Gleichung.

(ii) Wir konnen auch danach fragen, wie schnell und weit sich Stérungen ausbreiten. Gilt etwa
vy = Up + e¢ fir eine stetige Funktion ¢ > 0,¢ # 0, mit supp(¢) C B(0,r), so gilt fir die
zugehorigen Losungen v(x,t) > u(x,t) in ganz R" x (0,c0), d.h. beliebig kleine Stérungen
wirken sich auf jeden Punkt des IR” schon nach infinitesimaler Zeit aus (unendliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit). Beweis:

o(x, t) —u(x,t) > 8/1!3(0,r) Di(x —y)p(y)dy > 0.

(iii) Ist O C R" offen und up € C;(Q)), so gibt es nach dem Fortsetzungssatz von Tietze ein
F € Cp(R") mit F|5 = up. Aus dem vorherigen Satz folgt also, dass durch u : ) x [0,00) = R,

u(x, t) = (@ * F)(x), fallst >0,
" wo(x), falls t = 0
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eine glatte Losung des Cauchy-Problems Wu = 0 in Q x (0,00) und u(x,0) = u(x) fiir x € Q)
gegeben ist. Nattirlich werden hierbei mogliche Randwerte der Losung noch vollig aufier Acht
gelassen.

(iv) Man kann allgemein zeigen, dass jede Losung von Wu = 0 in Q) x (0,00) glatt ist. Wir
werden dies in einem etwas allgemeineren Kontext in Kapitel 5 beweisen. “.

"Wie im Falle der harmonischen Funktionen folgt die Glattheit von Losungen von Wu = 0 auch daraus, dass solche
Losungen eine Mittelwerteigenschaft erfiillen (man siehe etwa [10] fiir Details hierzu)

Wir wollen nun noch kurz das inhomogene Cauchy-Problem auf R” betrachten, also

(%) { Wu = f in R"x(0,00)

u(x,0) = wup(x) fur xeR",
mit f € Cp(R" x (0,00)) und uy € C,(R"). Hierzu erinnern wir zunéchst an ein Resultat tiber lineare

gewoOhnliche Differentialgleichungen.

Erinnerung 3.22. Fiir A € R"*" und yy € R" ist die Lésung des homogenen AWP y'(t) = Ay(t) und y(0) = yo
gegeben durch yy,(t;y9) = e'yo. Mittels Variation der Konstanten erhélt man die Losung des inhomogenen AWP

y'(t) = Ay(t) + b(t), y(0) =yo

damit als

t t
() (o) = eyo+ [ e IAb(s)ds = yn(tiyo) + [ vt = 5ib(s)) d.

Ist nun u die beschrdnkte Losung des Cauchy-Problems (%), so definieren wir die drei funktionswer-
tigen Abbildungen y, Ay, b : (0,00) — C,(IR") via

y()(x) = u(x,1), [(Ay) ()] (x) = (Du)(x, t), b(t)(x) = f(x,t)

fir t € (0,00) und x € R". Damit kénnen wir (%) als AWP fiir y (im co-dimensionalen Raum
(Cp(R™), ||.l)) auffassen:

(exx) Y1) = Ay(H) +b(t),  y(0) = uo.

Fiir den homogenen Fall b = 0 (d.h. f = 0) kennen wir die Losung von (* x x) bereits: y; (f; up) =
®; * up. Im Hinblick auf (x*) vermuten wir also, dass

t t
y(t, ug) = yn(t;uo) +/O yn(t—s;b(s)) ds = Dy * ug +/0 D+ b(s)ds

die allgemeine Losung von (% % x) ist und wir auf diesem Wege auch eine Losung von (*) erhalten.
Man nennt diese Gleichung auch Duhamelsche Formel und das zu ihrer Konstruktion verwendete
Vorgehen das Duhamelsche Verfahren.” Fiir hinreichend schones f erhalten wir auf diese Weise
tatsdchlich eine Losung.

Satz 3.23. Sei ug € C;(R"), f € C>0(R" x (0,00)) N Cp(R" x [0, 00)) und

w(xt) = (@ * o) (x) + foy (Prs * f£s)(x) ds  falls x € R”, ¢ > 0,
’ up(x), falls x € R*,t =0,

2Jean Marie Duhamel, 1797-1872
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wobei f;(y) := f(y,s). Dann ist u € C>!(R" x (0,00)) N C(R" x [0, 0)) und
Wu = f inR" x (0,0),
u(x,0) = wup(x) firxeR™
Beweis. Einen Beweis finden Sie z.B. in [10]. O

Wir wollen uns im letzten Teil dieses Kapitels nun mit der Existenz von Losungen von gemischten
Problemen auf einer beschrinkten, offenen Teilmenge (2 C R” beschiftigen. Der Einfachheit halber
betrachten wir nur den homogenen Fall mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen, d.h. das
gemischte Problem

Wu = 0 in  Qr,
(Q) u = 0 auf 002 x[0,T),
u(x,0) = up(x) fir xeQ.
Man beachte, dass Anfangs- und Randbedingung nur dann konsistent sind, wenn |30 = 0 gilt.

Als Losungsansatz verwenden wir nun die sogenannte Methode der Trennung der Variablen,
versuchen also Losungen der Form
u(x,t) =o(t) - w(x)

zu finden.
Lemma 3.24. Sei Q) C R" offen und 0 < T < co. Ferner sei v € C'(0,T), w € C>(Q) und
u(x, t) :=v(H)w(x), (xt)€Qr

sei nicht die Nullfunktion. Dann sind dquivalent:
(a) Wu =0 in QT.
(b) Es existieren C,A € R,C # 0, mit

Vt€ (0,T): o(t) = CeM
und
Vxe Q: Aw(x) = Aw(x),
d.h. w ist Eigenfunktion des Laplace-Operators A zum Eigenwert A.
Beweis. (b) = (a): Es gilt fur alle (x,t) € Qr
Wu(x,t) =o' (t)w(x) — v(t)Aw(x) = Av(t)w(x) — Av(t)w(x) = 0.

(a) = (b): Aus Wu = 0 folgt

v (Hw(x) = v(t)Aw(x)
fir alle (x,t) € Q7. Nach Annahme existiert nun ein (xo, tg) € Qr mit u(xo, tg) = v(to)w(xp) # 0.
Damit folgt insbesondere

o () = <Aw(x0)>v(t), te (0,T),

w(xo)
%,—/

=:A
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also v(t) = CeM,t € (0,T), fiir ein C # 0 (denn v(ty) # 0). Weiterhin folgt dann auch

Aw(x) = w(x) = Aw(x), x€Q.

O

Die Funktion u(x,t) = v(t)w(x) kann also nur dann eine Losung von (¥) sein, wenn w eine
Eigenfunktion des Laplace-Operators A ist. Um auch die homogene Dirichlet-Randbedingung zu
erfiillen, ist es hierbei sinnvoll, nur solche Eigenfunktionen w zu betrachten, die auf dem Rand von
) verschwinden. Im Folgenden machen wir daher die Annahme, dass

w € CG5(Q) = {f € C*(Q) : flag = 0}.

Man beachte, dass wir hierbei zunéchst leicht tiber die Eigenschaften einer klassischen Losung
hinausgehen (dies wiirde der Forderung w € C2(Q) N Cy(Q)) entsprechen), damit wir im Folgenden
die Greenschen Formeln anwenden kénnen.

Das nidchste Lemma zeigt zwei Eigenschaften von solchen Eigenfunktionen von A.

Lemma 3.25. Sei O C R” offen und beschrinkt mit C'-Rand.
(i) Ist w € C5(Q) \ {0}, so gilt fiir A € R die Implikation

Aw=Awauf Q) = A<O0.

(ii) Sind A, u € R,A # u, und w, w € C3(Q) mit Aw = Aw, Aw = uw, so gilt
K K 0 i g
(w,w) := / w(x)w(x) dx = 0.
o)

Beweis. (i) Aus der 1. Greenschen Formel (siehe Satz 2.10) mit f = ¢ = w folgt wegen w|yn = 0,
dass

0= [_aw@u()ds() :/Q(\vm(x)\2+w(x)/;w(x)) dx:/ﬂ(yw(x)yzu(w(x))z) dx,

also )
_JalVe(x)|” dx -

2
[l

Wire A = 0, so wiirde der Gradient von w identisch verschwinden, d.h. w wére auf jeder Zusam-
menhangskomponente von () konstant, miisste also wegen w|yn = 0 identisch verschwinden,
im Gegensatz zur Voraussetzung.

(ii) Aus der 2. Greenschen Formel folgt wegen w|yn = W[y = 0, dass
0= [ @@ABE) - Do) dofz) = [ (w(x)AD(x) - B(x)Aw(x) dx
= (p —A)/Qw(x)zz(x) dx.

O

Das Lemma zeigt uns also, dass die Eigenwerte des Laplace-Operators A auf C3(Q)) strikt negativ
und Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten orthgonal beziiglich des L,-Skalarproduktes
sind.
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Beispiel 3.26. Es seien wy,...,w, € C% (ﬁ) Eigenfunktionen von A zu den paarweise verschie-
denen Eigenwerten Aq,..., A, € (—o0,0). Ohne Einschriankung konnen wir annehmen, dass
|wk|l, =1 fiir alle 1 < k < n. Gilt dann fiir die Anfangsdaten

n
ug(x) = Y cawe(x), x€Q,
k=1

SO ist

u(x, t) := icket/\kwk(x), (x,t) € QO x [0, 00)
k=1

eine Losung des gemischten Problems

Wu = 0 in  Qx(0,00),
u =0 auf 00 x [0,00),
u(x,0) = up(x) fir xe€Q.

Beachte: In diesem Fall gilt ¢; = (uo, w;) = [, to(y)wi(y) dy fiir 1 < I < n, denn aus der
Linearitdt des Skalarproduktes folgt

n

(uo,wy) =Y exwg, wy) = ¢y,
=1

da die wy paarweise orthogonal sind und (wy, we) = |Jwi||3 = 1 gilt.

Leider ist es eher selten der Fall, dass ug als endliche Linearkombination von Eigenfunktionen
von A darstellbar ist. Lassen wir jedoch auch unendliche Linearkombinationen zu (falls so viele
Eigenfunktionen existieren), sieht die Lage unter Umstdnden schon besser aus.

Erinnerung 3.27. (i) Ist (%, (.,.)) ein Hilbert-Raum, so heift eine Familie (e, )¢ in A ein Orthonormalsystem (ONS),
falls

e (ey,en) =0 fiir alle n # m, d.h. die e, sind paarweise orthogonal, und
¢ |lex|| =1 fiir alle n.

In diesem Fall gilt die Besselsche Ungleichung
2
Lifenl®  <IfIP, fer.

nel
———

2
=iSUPEC]endl, LneF [{f.en)]

(ii) Ist das ONS (ey ), total, d.h. die lineare Hiille der e, ist dicht in H, so nennen wir es eine Orthonormalbasis
(ONB) von H. In diesem Fall gilt fiir jedes f € H die Parsevalsche Identitit

L (fren) = If1?

nel
und die Fourier-Entwicklung
= , d.h. inf = P =0].
f k;(f e )ex ( —— kEZFU ek ) ek )

(iil) Fiir den Spezialfall H = L,((0,27), C) bilden beispielsweise die Funktionen e (t) := \/% exp(ikt), k € Z, eine
ONB.

Bildet die Familie der Eigenfunktionen von A also sogar eine ONB von L,(Q)), so erhalten wir mit
dem Ansatz aus Beispiel 3.26 einen Losungskandidaten fiir das gemischte Problem.
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Proposition 3.28. Sei Q) C R? offen und beschrankt und uy € £,(Q). Ferner sei (wy)ren eine
Folge in C3(Q)) bestehend aus Eigenfunktionen von A und Ay < 0 sei der zu wy zugehorige Ei-
genwert. Ist dann (wy )k eine ONB von Ly (Q)), wobei wir wie iiblich Funktion und zugehdorige
Aquivalenzklasse identifizieren, so ist die Reihe

Y e (ug, wie)wy
k=1
fiir jedes t > 0 in L,(Q)) konvergent und es gilt

=0.
2

Ug — Z EMk Llo, wk> Wy
k=1

lim
N0

Beweis. (i) Wir zeigen fiir t > 0, dass s, := Y e (ug, wy)wy eine Cauchy-Folge im Hilbert-
Raum L,(Q)) ist. Tatsdchlich gilt fiir n > m mit der Parsevalschen Identitit (Satz von Pythagoras):

2

n
lsn —smlz = || Y= €™ (uo, we)uwy
k=m+1 2
! A 2 ! 2
Yo M (ug,wi) [T <Y [(uo, wie) |
k=m+1 k=m+1

Aufgrund der Besselschen Ungleichung konvergiert die rechte Seite hier fiir m,n — oo gegen 0.
(ii) Es gilt up = Y 3> 1 (1o, wy)wy und daher mit der Parsevalschen Identitét

2 2

Ze”\k {(uo, wi)w
k=1

i oA
’ K

[ee]
2 (1 — ™) (ug, wi)wy

2 2

MO, wk> ’2

Da ‘1 — etM |2 — 0 fiir t \ O folgt die Behauptung dann mit dominierter Konvergenz. O

Fassen wir zusammen: Ist (wy ) eine Folge von Eigenfunktionen von A aus C3(Q}), die eine ONB
von Ly (Q2) bildet, und sind Ay < 0 die zugehorigen Eigenwerte, so erhalten wir mit dem Ansatz

u(x,t) Zemk (1o, wr)wi(x), (x,t) € Q x [0,00)
k=1

einen Kandidaten fiir eine Losung des gemischten Problems

Wu = 0 in Q x (0,00),
u = 0 auf 9Q x [0,00),
u(x,0) = wup(x) fir xe€Q.

Vorsicht: Hierbei ist a priori noch nicht einmal klar, ob die obige Reihe iiberhaupt punktweise
konvergiert, geschweige denn, dass es sich um eine Losung von Wu = 0 handelt.

Jedoch: Was gesagt werden kann, ist, dass die Reihe fiir festes t > 0 im L,-Sinne konvergiert und,
ebenfalls im L,-Sinne, fiir t \, 0 die Anfangsdaten 1y € £,(()) annimmt.

Wir sehen uns nun ein einfaches Beispiel an, wo dieses Vorgehen tatsdachlich zum Erfolg fiihrt.
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Proposition 3.29. Sei QO = (0,771) C R.

(i) Der Operator A = 92 besitzt auf C3([0, 77]) die negativen Eigenwerte A, = —k? k € IN, mit
zugehorigen Eigenfunktionen x — sin(kx).

(ii) Die Funktionen
wi(x) := \/zsin(kx), x€(0,t), keN,
bilden eine ONB von £,((0, 77)).
Beweis. (i) Fiir k > 0 gilt
K =2w=w" < w(x)=Asin(kx)+ Bcos(kx), x € (0,7),
fiir Konstanten A, B € R. Da w(0) = w(7t) = 0 gelten miissen, folgt
0=w(0) =B und damit 0= w(mr) = Asin(kn),

also A #0und k € N.

(ii) Dass ||wy|, = 1 und (w,, wy,) = 0,n # m, verifiziert man sofort. Weiterhin ist aus den

Grundvorlesungen bekannt, dass die Funktionen \/%eikx,k € Z, eine ONB von L,((0,27),C)

bilden. Durch Ubergang zu Real- und Imaginérteil zeigt dies, dass durch

o) = \/;TT ) = \}Ecos(kx), ) = \}Esin(kx), keN

eine ONB von L} := Ly(—m, ) gebildet wird. Ist nun ¢ € £,((0,7)), so kénnen wir die
Funktion durch ¢(—x) := —¢(x),x € (—m,0), ungerade auf (—r, 71) fortsetzen und erhalten
tiir die fortgesetzte Funktion die Fourier-Darstellung

[ole] (oo} (oo}

=) Ao fidsfr + ;<¢1gk>L§gk =Y (9 818k

k=0 =1 k=1

wobei die Reihen im Lj-Sinne konvergieren. Fiir die letzte Gleichheit benutzten wir, dass
(@, fr)r; = 0 ftir alle k € Ny, da ¢ - f; ungerade ist. Ferner ist

2 7 .
(9,815 = [ 9(x)sin(kx)dx = V(g wk) 1500
und somit folgt (da g = wy/ V2 auf (0, 7))

N N 1 N
H(P_kz<§0rwk>L2(O,n)wkH%2(0,n) = qu—;wfgkh;gklliz(o,n)=EIM)—kZ<90,gk>L;ngiz(_m-
=1 =il =1

Hier konvergiert die rechte Seite fiir N — oo gegen 0.
O

Um zu zeigen, dass der Ansatz aus Proposition 3.28 fiir ) = (0, 7r) zum Erfolgt fiihrt, benttigen wir
noch ein Lemma.
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Lemma 3.30. (i) Sei (bg)ken € loo(IN). Dann konvergiert die Reihe
u(x, t) ==Y bee ¥t sin(kx)
k=1

fur jedes ty > 0 (samt aller Ableitungen) absolut und gleichméfig auf [0, 7r] x [ty, o0). Insbe-
sondere ist u € C®([0, 7] x (0,00)) und die Ableitungen von u kénnen durch Vertauschen von
Ableitung und Summe berechnet werden.

(i1) Ist (bx)kenw € 11(IN), so konvergiert die Reihe auch absolut und gleichméfig auf [0, 7t] x [0, o).
Insbesondere ist u € C([0, 7t] x [0, 0)).

Vorsicht: In Teil (ii) behaupten wir nicht, dass auch die Reihe der Ableitungen konvergiert.
Beweis. (i) Man beachte, dass die Ableitungen der Summanden von der Form

k"e Kty f (kx)
mit m € Ny, f € {sin, cos} sind. Zunichst gilt hier

sup b (k)] < oo
x€[0,7t] k€N, f€{sin,cos}

Ferner gilt fiir alle t > tp > 0 und m € INp, k € IN, dass

2 g2 1 2
0 < k™e ktgkme kty 7km+28 ktO.
2 N —

—0 fir k—oo

Also existiert fiir alle m € INg ein C = C(tp,m) > 0, so dass

€

sup kme*kztbkf(kx) < 2

xe(0,7],t>to,f €{sin,cos}

k € IN.

Da ) % < oo, folgt hieraus die Behauptung.

(ii) Im Falle (b;) € I1(IN) argumentieren wir wie in Teil (i) unter Verwendung der Abschitzung

et sin(kx)| < |by|, x € [0,m],t>0keN.

Satz 3.31. Sei ug € £,((0, 7)) und

2 7T
by == ~ / up(y) sin(ky) dy, k€N,
0

die Folge der Fourier-Sinus-Koeffizienten von 1. Ferner sei

u(x, t) == i bee'® sin(kx), (x,t) € [0, 7] x (0,0).
k=1
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(i) Es ist u € C*([0, 7r] x (0,00)) und

Wu = 0 auf [0, 7] x (0, o0)
u(0,t) = u(rm,t) = 0 fiir alle ¢ € (0, o).

Ferner gilt
7T

lim [ |u(x,t) — ug(x)|* dx = 0.
t—0.J0

(ii) Ist ug € C3([0, 7t]), so lasst sich u durch u(x,0) := ug(x), x € [0, 7t] stetig auf C([0, 7] x [0, 00))
fortsetzen und ist damit die eindeutige klassische Losung von

Wu = 0 auf [0, 7] x (0, o0)
u(0,t) = u(rm,t) =0 fiir alle t € (0,00).
u(x,0) = up(x) fiir alle x € [0, 7.

/2
bk = —_ <1/l(), wk>/ ke N/
7T

so dass aus der Parsevalschen Gleichung und Proposition 3.29 folgt, dass (b )ken € L2(IN) C
loo(IN). Nach Lemma 3.30 ist also

Beweis. (i) Es gilt

u(x, t) =Y e (ug, w)wi (x) = ) bee™ sin(kx)
k=1 k=1

fiir alle (x,t) € [0, 7] x (0, c0) definiert und es gilt u € C*([0, 7r] x (0,00)) und u(0,t) = u(m, t) =
0 fiir alle £ > 0. Da jeder Summand der Reihe die homogene Warmeleitungsgleichung 16st, folgt
aus Lemma 3.30 ferner, dass Wu = 0 auf [0, 7r] x (0, 00) gilt. SchliefSlich zeigt Proposition 3.28,

dass
7T

li ) — 2 dx = 0.
Ly, lu(x, t) —uo(x)|" dx

(ii) Aus der Forderung ug € C(Z)([O, mt]) folgt zundchst, dass die Fourier-Sinus-Reihe von ug
punktweise gegen 1 konvergiert, d.h.

up(x) = i besin(kx), x € [0, 7]
k=1

Einen Beweis hierzu findet man etwa in [8]. Ferner zeigt zweifache partielle Integration, dass
eine Konstante C > 0 existiert, so dass

|b[—2/nu()sin(k)d <£ ke N
k_ﬂ 0 Oy ]/ y_kzl .

Also gilt auch (by)ren € I1(IN). Aus Lemma 3.30 (i) folgt damit die Behauptung. O

Beispiel 3.32. Sei ug(x) = x(7t — x), x € [0, 7], d.h. ug € C3([0, 7]). Die Fourier-Sinus-Koeffizienten
von Uy bestimmen sich zu

2 0, k gerade,

fh = E/o up(x) sin(kx)dx = { 73(3/ k ungerade,

k € IN.
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Wir erhalten also aus dem vorherigen Beispiel, dass

8 1 42 .
u(x, t) = p ) e Ft sin(kx)
k ungerade

das gemischte Problem
Wu = 0 auf [0, 7] x (0, o)
u(0,t) = u(rm,t) =0 fiir alle t € (0, c0)
u(x,0) = up(x) fiir alle x € [0, 7]

16st. Man beachte, dass aus dem parabolischen Maximumprinzip (angewandt auf u und —u)

sofort folgt, dass u > 0 und u < ”Tz, obwohl dies aus obiger Formel nicht so ohne weiteres klar
ist.

Fiir den Gesamtwarmeinhalt zur Zeit t erhalten wir schliefSlich noch

. 7T 8 1 7k2 & . 16 1 7k2
W(t) .:/0 u(x,t)yde ==Y 3¢ t/o sin(kx)dx=— )| e t

Uy ungerade Tk ungerade

d.h. W(t) ~ Le~! fiir t — co. Die ,Kithlung” am Rand des Intervalls sorgt dafiir, dass W(t) fiir
t — co exponentiell abfallt.

Bemerkung 3.33. Damit die Methode der Trennung der Variablen auch fiir allgemeine () C IR"
zum Erfolg fiihrt, miissen wir zeigen, dass zum Laplace-Operator A stets eine Folge von
Eigenfunktionen (wy)ren aus C3(Q)) existiert, so dass

* (wy)ken €ine ONB von L,(Q)) bildet, und

® limy o Ay = —oo fiir die zugehorige Folge der Eigenwerte gilt (das wurde auch in Lemma
3.30 verwendet).

Hierauf werden wir in Kapitel 7 ndher eingehen.
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4. Die Wellengleichung

Stichpunkte. Wellengleichung, d’Alembert-Operator, klassische Losungen, Cauchy- und gemischtes Problem, Ener-
giemethoden, Abhéngigkeitskegel, endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, d’Alembertsche Losung, Methode der
sphérischen Mittel, Trennung der Variablen, schwache Losungen

In diesem kurzen Abschnitt geht es um die sogenannte Wellengleichung
7u — Ayu=f

fiir eine gegebene Funktion f : Qr = Q x (0, T) — R und eine gesuchte Funktion u : Q1 — R. Unter
Verwendung des (linearen) d’Alembert-Operators®

0:=07 — A,

konnen wir die Wellengleichung kurz in der Form [Ju = f schreiben. Die Gleichung beschreibt
die Ausbreitung von Wellen (z.B. mechanische, elektromagnetische oder Schallwellen) in () C R".
Fir O = (4,b) C R konnen wir etwa an eine schwingende Saite denken. Hierbei wiirde u(x, t) die
Auslenkung der Saite zur Zeit t an der Stelle x beschreiben und f wére eine zusatzliche externe auf
die Saite wirkende Kraft.2

u@:-,.)

Um die Bewegung einer schwingenden Saite zu beschreiben, miissen wir die Anfangsauslenkung und
die Anfangsgeschwindigkeit der Saite festlegen. Diese Beobachtung spiegelt sich in nachfolgender
Definition wieder.

Definition 4.1. Sei ) C R" offen, 0 < T < co und f € C(Qr).

(i) Eine (klassische) Losung der Wellengleichung ist eine Funktion u € C?(Qr) die
Ou(x, t) = f(x,t)

fur alle (x,t) € Qr erfillt.

(i) Sind ug, vy € C(Q2), so besteht das zugehorige Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung im
Auffinden einer klassischen Losung u € C?(Qr) N CH(Q x [0, T)) mit

Ou = fin Qr
(%) u(x,0) = up(x) fir x € Q
diu(x,0) = vo(x) fir x € Q.

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, 1717-1783
?In Anhang A.3 wird die Herleitung der eindimensionalen Wellengleichung kurz beschrieben.
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Im Falle f = 0 heifit das Cauchy-Problem homogen, sonst inhomogen.

(iii) Ist Q # R" und ug € C(9Q) x [0, T)), so besteht das gemischte Rand- und Anfangswertpro-
blem fiir die Wellengleichung im Auffinden einer Losung u € C2(Qr) NCH(Q x [0, T)) N C(Q x
[0,T)) von (%), die die Dirichlet-Randbedingung

u =ug auf 9Q) x [0, T)
erfillt.
Bemerkung 4.2. (i) Damit das gemischte Problem losbar ist, miissen Anfangs- und Rand-
bedingung wieder konsistent sein, d.h. es muss gelten

Vz€adQ): ug(z,0) = lim wup(x).

O3x—z
(ii) Unter Verwendung des parabolischen Randes 0*Qr = (Q x {0}) U (9Q2 x [0, T)) und mit

'O - R g(x,0) :=up(x), fallsxe€Q
¢ ! " gz t) :=ur(zt), fallsze€aQ,tel0,T)

konnen wir das gemischte Problem wieder etwas kiirzer schreiben als

Ou = f in QT
(0) u = gauf 9" Qr
911 (x,0) = vo(x) fir x € Q.

Wir schauen nun wieder zundchst auf die Eindeutigkeit von Losungen. Dies hatten wir bei der
elliptischen Poisson-Gleichung und bei der parabolischen Warmeleitungsgleichung mit Hilfe von
Maximumprinzipien gewonnen. Leider existieren solche fiir die hyperbolische3 Wellengleichung
nicht mehr, wie wir unten sehen werden. Stattdessen verwendet man sogenannte Energiemethoden.
Dazu sei

E(t) = E(u,t) := ;/Q (@ru(x, £))2 + |Vu(x, £)[2) dx

das sogenannte Energiefunktional fiir u. Dieses beschreibt die Summe aus kinetischer und po-
tentieller Energie des durch u beschriebenen Systems, also dessen Gesamtenergie, zur Zeit t. Aus
physikalischer Sicht sollte diese fiir ein geschlossenes System zeitlich konstant sein. Dies machen wir
uns im Beweis des nachfolgenden Resultates zunutze.

Satz 4.3.Sei 0 < T < oo und Q C R” sei offen und beschrankt und besitze einen C'-Rand.
Ferner sei f € C(Qr),g € C(0"Qr) und vy € C(Q). Dann besitzt das gemischte Problem (¢)
hochstens eine Losung u € C2(Q x [0,T)).

"Hier fordern wir wieder etwas mehr, als fiir eine klassische Losung notig wire, damit wir die Greenschen Formeln
anwenden konnen.

Beweis. Seien u1,u; € C*(Q x [0,T)) zwei Losungen und u := uy — up, d.h. u erfiillt (Q)
mit f = 0,¢ = 0 und vy = 0. Da auch u € C*>(Q x [0,T)) ist dann E(t) = E(u,t) in [0, T)

3Die Terminologie werden wir im néchsten Kapitel erklaren.
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differenzierbar mit
/Q 31 ((Bu)? + | Vyul?) dx

((97u)dsu + (Vu, V(1)) dx

Il
\N\»—\

(@)
_ /Q ((Axu)dgu + (Vu, Vo (941))) d,

wobei wir nutzten, dass afu = A,yu. Nun wenden wir die > erste Greensche Formel (siehe Satz
2.10) mit f(.) := u(.,t) € C>(U) und g(.) := dsu(.,t) € C}(Q) an. Da u = 0 auf 9Q x [0, T) und
damit auch o;u(x,t) = 0 fiir x € 9Q), t € [0, T), folgt hieraus

E'() = /a (@), dor(x) = 0.
Also ist E konstant auf [0, T). Da E(0) = 0 aufgrund der Anfangsbedingungen, gilt also
1
E() =5 [ (Gu(x, )+ [Vau(x, ) dx = 0
fur alle t € [0,T). Aber dies impliziert o;u = |V u| = 0 auf Q x [0,T), d.h. u ist auf jeder

Zusammenhangskomponente dieser Menge konstant. Da u(x,0) = 0 fiir alle x € ), folgt
schlieflich u = 0 auf ganz Q x [0, T). Also ist 17 = uy. O

Auch das Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung in IR" ist eindeutig l6sbar. Als Vorbereitung fiir
dieses Resultat zeigen wir zunéchst, dass die Losung u(xo, ty) zur Zeit tp > 0 im Punkt xy € R”"
nur von den Anfangswerten in der Kugel B(x, fp) abhéngt. Zu diesem Zweck betrachten wir den
sogenannten Abhdngigkeitskegel

C(X(),to) = {(x,t) € Rn+1 08t <ty,x € B(XO,tO — t)}

Wir setzen C|xo, to] := C(xo, to).

R+

C(x., k)

Bb‘hl{o)

IR"

Abhiingigkeitskegel von (xo, tp).

Satz 4.4. Sei u € C?(C[xo, t]) und es gelte Ju = 0 in C(xo, ). Gilt u(x,0) = 9;u(x,0) = 0 fiir
alle x € B(xo, to), so gilt u = 0 auf Clxo, to].
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Beweis. Wir betrachten das Energiefunktional von u in By, := B(xg, ty — t) zur Zeit t € [0, fp):

1

F(t) := =
0=5],

((@eu(x, 1)) + | Viu(x, t)[?) dx.

Diese Funktion ist stetig, differenzierbar (siehe unten) und nichtnegativ mit F(0) = 0 (aufgrund
der verschwindenden Anfangswerte). Wir wollen nun zeigen, dass F'(t) < 0 fiir t € [0, o). Dies
hitte zur Folge, dass F = 0 in ganz [0, tp), d.-h. 9;u = 0 und V,u = 0 in C(xo, tp). Also wire u
konstant in C(xy, fp) und somit, aufgrund der Anfangswerte, identisch 0.

Um zu sehen, dass F differenzierbar ist und um die Ableitung zu berechnen, betrachten wir die
Funktion

0(r,0) =3 [ (@ux, ) + Vol D) d,

definiert fiir 0 < f < tg und 0 < r < ty — t. Diese Funktion ist nach ¢t differenzierbar und wie im
Beweis von Satz 4.3 sehen wir, dass

ao(rt) = /B (@) @ra) + (Vo Vodou)) dx = /aBr(atu)(aV(x)u)dU(x).

Insbesondere ist d;¢ auch stetig. Da

(010) Bugay10) < 190]| Vit < 5 (@) + | Vf?),

N[ =

erhalten wir ferner

(¥) N t) < % /a (@ + Vo) do(x).

r

Stellen wir andererseits ¢ mittels Zwiebelintegration (vgl. Erinnerung 1.7) dar als

o) =5 [ ( [, (@t + s, 0)P) da(x)) ds,

so sehen wir, dass ¢ auch nach r stetig differenzierbar ist und dass

(%)
orp(r,t) = ;/BB, ((atu<x,t))2 + \qu(x,t)‘Z) do(x) > 0g(r,t).

Insgesamt folgt, dass auch die Funktion F(t) = ¢(ty — t,t) differenzierbar ist und mit der
Kettenregel erhalten wir

F'(t) = —0,¢(to — t,t) + drp(to — t,t) < 0.

Dies komplettiert den Beweis. OJ

Als Korollar erhalten wir nicht nur die Eindeutigkeit des Cauchy-Problems fiir die Wellengleichung
auf R" sondern auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen.

Korollar 4.5.5ei0 < T < oo, f € C(R"” x (0,T)) und up, vy € C(R").
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(i) Eindeutigkeit auf IR": Das Cauchy-Problem

Ou=finR" x (0,T)
u(x,0) = up(x) fir x € R"
91u(x,0) = vo(x) fiir x € R"
besitzt hochstens eine Losung u € C2(R" x [0, T)).

(ii) Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit: Gilt
supp(up) € B[0,R] und supp(vp) C B[O, R],
so folgt fiir jede Losung u € C2(R" x [0, T)) des Cauchy-Problems, dass

Vte€ (0,T): supp(u) C B[O,R+1].

Beweis. (i) Seien uq,uy € C2(R" x [0,T)) zwei Losungen und u := u; — up. Wihle beliebige
xo € R",tg € (0,T). Da u(x,0) = d;u(x,0) = 0 fiir alle x € R", erhalten wir aus Satz 4.4, dass
u = 0 im Abhéngigkeitskegel C(xo, tp), d.h. insbesondere gilt u(xo, fp) = 0. Also ist u = 0 auf
R" x [0, T) und die Behauptung folgt.

(i) Sei tp € (0, T) und xp ¢ B[O, R + tp]. Dann sind die Kugeln B[0, R] und B|xy, to] disjunkt, d.h.
1o, vy verschwinden in B(xo, ). Aus Satz 4.4 folgt also, dass u im Abhéngigkeitskegel C(x0, to)
verschwindet. Es folgt u(xo, tp) = 0 und daher supp(u(., to)) C B[O, R + to]. O

Man beachte die Unterschiede zur Warmeleitungsgleichung;:

(i) Die Eindeutigkeit der Losung des Cauchy-Problems zur Wellengleichung auf IR"” erhalten wir,
ohne Wachstums- oder Beschranktheitsanforderungen an die Losung stellen zu miissen.

(ii) Bei der Warmeleitungsgleichung hatten wir es mit einer unendlichen Ausbreitungsgeschwin-
digkeit zu tun, vergleiche Bemerkung 3.21.

Im restlichen Teil dieses Kapitels wollen wir nun noch kurz auf die Existenz von Losungen eingehen.
Hierbei behandeln wir nur den eindimensionalen Fall noch etwas ausfiihrlicher. Aufierdem be-
schranken wir uns auf den homogenen Fall (f = 0). Die inhomogene Wellengleichung kann, analog
zur Warmeleitungsgleichung, dann mit einer Version der Duhamelschen Formel geldst werden
(vergleiche Satz 3.23 und dessen Motivation).

Lemma 4.6. Fiir u € C>(R x (0, 0)) sind dquivalent:
(i) Ou(x,t) =0 fur alle (x,t) € R x (0,0).

(ii) Es existieren F,G € C?(IR), so dass u(x,t) = F(x —t) + G(x + ) fiir alle (x,t) € R x (0, c0),
d.h. u ist eine Uberlagerung von nach rechts bzw. links laufenden Wellen.

Insbesondere lisst sich jede Losung von [u = 0 auf R x (0,00) zu einer Losung auf R x R
fortsetzen.

Beweis. Ubung. O

Ubungsblatt 9
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Wir verwenden Lemma 4.6 nun, um eine klassische Losung u € C*(R x (0,00)) N C'(R x [0,00)) der
eindimensionalen homogenen Wellengleichung zu gewinnen, die fiir 1y € C*(R) und u; € C'(R)
die Anfangsbedingungen

u(x,0) =up(x) und Jwu(x,0) = vo(x)

fiir x € R” erfiillt. Nach dem Lemma ist u € C?>(R x (0,0)) genau dann eine Lésung von [Cu = 0,
wenn F,G € C%(R) existieren, so dass

u(x,t) =F(x —t)+G(x+1), (x,f) € R x (0,00).

Insbesondere ist u € C?(R x [0,00)) und die Anfangsbedingungen werden genau dann erfiillt,
wenn

uo(x) = F(x) +G(x)

vo(x) = —F'(x)+G'(x).
Nun integrieren wir die zweite Gleichung und erhalten, dass dieses System genau dann erfiillt wird,
wenn

up(x) = F(x)+G(x)
Jo vo(y)dy = —F(x)+G(x) + (F(0) — G(0)).

Dieses lineare System fiir F, G hat die Losungen

Fx) = 5 (1000~ [ ou(wdy) + 3 (FO) = G(0))

und

6(x) = 5 (w000 + [ w(wdy) - 3F0) - G(0)).

Hiermit erhalten wir dann auch sofort eine Formel fiir u(x,t) = F(x —t) + G(x + t). Wir haben
damit den folgenden Satz gezeigt.

Satz 4.7 (D'Alembert). Seien ug € C2(R),vp € C}(R) und

1 x—+t

o= ) Fuole+ D)+ [ wol)dy, (5 €RE

u(x,t) =
(x,t) 2 )

Dann ist u € C?(R?) und es gilt (u = 0 auf R%. Ferner ist U|Rx[0,00) die eindeutige klassische
Losung des Cauchy-Problems [Ju = 0 auf R” x (0, c0) und

u(x,0) = up(x), 9u(x,0) =vp(x), x€R".

Bemerkung 4.8. (a) Im Vergleich zum Cauchy-Problem fiir die Warmeleitungsgleichung fallen
wieder ein paar Unterschiede auf:

(i) Wir erhalten sogar eine Losung auf ganz RR?. Bei zeitumkehr (x,t) — (x,—t) bleibt
dies eine Losung. Bei der Warmeleitungsgleichung ist dies nicht der Fall, denn gilt
(0 —32)u = 0 auf R x (0,00), so 16st v(x, t) := u(x, —t) zwar die Gleichung (9; + 92)v =0
aber nicht die Gleichung (9; — 92)v = 0.

(ii) Die Losung u ist nicht glatter als der Anfangswert 1 (keine Glittung).

(iii) Die Losung erfiillt kein Maximumprinzip. Zum Beispiel ist u im Falle vg = 0 und ug
periodisch sowohl zeit- als auch ortsperiodisch.
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(b) Das Cauchy-Problem ist auch im Falle n > 2 stets 1osbar und kann mittels der sogenannten
Methode der sphidrischen Mittel auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt werden: Ist
u € C2(R" x (0,00)) eine Losung von Cu = 0, so setzt man

1
Uu(t,r,x):= Sl,(_,t)(x,r) = m /33(x,r) u(y, t) dy

und zeigt, dass U die Euler-Poisson-Darboux Differentialgleichung

n—1

ofU = 97U +
r

3,

16st (man vergleiche Lfmma ﬂ). Im Falle n = 3 liefert dann die Substitution Cl(t, r,x) =
rU(t,r, x) direkt, dass U die eindimensionale Wellengleichung

02U = o’U

16st, d.h. mittels des d’Alembertschen Satzes kann eine Formel fiir U und somit U erhalten
werden und damit auch fiir u(x, ) = lim,_,o U(f,7,x). In anderen Dimensionen wird dhnlich
argumentiert, siehe z.B. [10].

Wir werfen auch noch einen Blick auf die Existenz von Losungen fiir gemischte Probleme auf be-
schrankten Teilmengen (2 C IR". Exemplarisch soll das folgende homogene Problem mit homogenen
Dirichlet-Randwerten betrachtet werden:

Ou = 0 in Q x (0,0),
u = 0 auf 0Q) x [0, o),
0) = up(x) fiurxeq,

0) = ovo(x) furxeQ.

u(x,
oru(x,

Beachte: Die Konsistenz der Rand- und Anfangsbedingungen erfordert, dass uo|3n = volaq = 0.

Unsere Methode der Wahl ist hier, wie bei der Warmeleitungsgleichung, die Trennung der Variablen,
d.h. wir machen den Ansatz u(x,t) = v(t)w(x). Um die Randbedingung zu erfiillen, fordern wir
hier wieder, dass w € C3(Q)).

Lemma 4.9. Sei () C R" offen und beschrénkt mit C!-Rand. Ferner seien v € C2(0,00),w €
C%(Q)) und
u(x,t) :=ov(Hw(x), (x,t) € Qx(0,00)

sei nicht die Nullfunktion. Dann sind dquivalent:
(i) Ou=01in Q x (0, 00).
(ii) Es existieren C1,C; € R, C% + C% > 0, und A > 0, so dass
Vxe Q: Aw(x)=—Aw(x),
d.h. —A ist negativer Eigenwert von A zur Eigenfunktion w, und

Vt>0: o(t) = Cjcos(VAL) 4+ Casin(VAL).

Beweis. (ii) = (i): Beachten wir, dass obiges v die allgemeine Losung von v” = —Av ist, folgt
sofort fiir alle (x,f) € Q x (0,00), dass

Ou(x, t) = 0" (Hw(x) — o(t) Aw(x) = —Av(t)w(x) + Av(t)w(x) = 0.
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(i) = (ii): Aus Ou = 0 folgt

und
woo [ Dw(xo) — ap
v'(t) = < w(x0) )v(t) = —Av(t), t>0.

Hieraus folgt die Behauptung unter Beachtung der Tatsache, dass die Eigenwerte von A in C3(Q))
nach Lemma 3.25 negativ sind. O

Mittels Fourierentwicklung erhalten wir nun wie im Falle der Warmeleitungsgleichung einen
Losungsansatz fiir unser gemischtes Problem, sofern wir eine ONB von Eigenfunktionen des Laplace-

Operators kennen.

Proposition 4.10. Sei () C R" offen und beschrénkt mit C!-Rand. Weiterhin seien uy € C3(Q)
und vy € £2(Q)). Schlielich sei (wy)ren eine Folge in C3(Q)) bestehend aus Eigenfunktionen
von A zum Eigenwert —A; mit Ay > 0 und limy_,o, Ay = oo. Ist dann (wy )ken eine ONB von
L,(Q)), so konvergieren die Reihen

(oo

(Q) u(x,t) =Y (cos(\/)Tkt)(uo, wy) + \/17\7 sin(\/)Tkt)(vo,wk)> wi(x)

k=1

und (dessen formale Zeitableitung)

o(x, t) = i (—\/Xk sin(/Axt) (11, wi) + cos(+/Axt) (vo, wk>> wy(x)

k=1

fiir jedes t > 0in L(Q)) und es gilt

li S t) — =0 d 1l S t) — =0.
im (. ) ~ woll, =0 und Lim (. £) ~ vl

Beweis. Im L,-Sinne gilt

(o] (o]

Uy = Z<‘I,{0, '(,Uk>ZUk und 0 = Z<UOI wk>wk'
k=1 k=1

Insbesondere (Parsevalsche Identitit) sind die Folgen ((uo, wk) )ken und ((vo, wi) )ken in l2(IN).

Wie im Beweis von Proposition 3.28 folgt die Konvergenz von u(x, t), sobald wir gezeigt haben,

dass auch die Koeffizientenfolge ( cos(/Axt) (uo, wi) + \/%7 sin(y/Agt) (vo, wk>>k N in I,(IN) liegt.
S

Aber dies folgt wegen |[sin(x)/x| < 1 aus der Abschitzung

2
< (|<ug,wk)] +t’<UOrwk>D2

o5l M), ) == \/1/\7 ealle W)

<2 (\(uo,wkﬂz + 2 |{vg, wk>\2) )
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Analog wird die Konvergenz von v(x, t) gezeigt: Hierbei wird jedoch noch verwendet, dass ein
ko € IN existiert, so dass Ay > 1 fiir k > ko und dass aufgrund der 2. Greenschen Formel (da wy
und 1y auf dQ) verschwinden) gilt, dass

’\/ Ak<”0/wk>‘ < |Ax(uo, wi)| = [(uo, Awyg)| = |(Auo, wy)|, k > ko.

Die noch zu zeigenden Konvergenzaussagen folgen nun wie im Beweis von Proposition 3.28 mit
dominierter Konvergenz. O

Unter den Voraussetzungen der Proposition haben wir also mittels (©) wieder einen Kandidaten
fiir eine Losung unseres gemischten Problems erhalten. Fiir konkretere Situationen muss dann
gezeigt werden, dass es sich tatsdchlich um eine klassische Losung handelt. Wie im Falle der
Wairmeleitungsgleichung hingt das Verfahren auch hier davon ab, dass man Informationen tiber
die Eigenwerte des Laplace-Operators auf C3(Q)) erhalten kann. Dies wird spéter wieder thematisiert.

Wir betrachten exemplarisch noch den einfachen eindimensionalen Fall Q) = (0, 7r), d.h.

?u = 02u  in (0,7) x (0,00),
ty = 0 fur t € [0,00),
0) = up(x) furxe]l0,m],
0) = wvo(x) fiirxe]l0,m].
Aus Proposition 3.29 wissen wir schon, dass A, = a§ in diesem Fall die Eigenwerte —k%,k € N, mit

zugehdrigen Ly-normierten Eigenfunktionen wy(x) = \/% sin(kx) besitzt. Der Ansatz (O) hat in
diesem Fall also die Form

[ee]

(ox) u(x,t) =Y <ak cos(kt) + %;cksin(kt)) sin(kx),

k=1

mit den Fourier-Sinus-Koeffizienten

:2/ up(x)sin(kx) dx und bk:2/ vo(x) sin(kx) dx.
7T Jo 7T Jo

Satz 4.11. Es sei up € C3([0, 7t]) und vy € C3([0, 7]). Dann ist die durch (**) definiert Funktion
u € C%([0, 7] x [0,00)) und u ist die eindeutige klassische Losung des gemischten Problems ().

Beweis (Skizze). Wie im Beweis von Satz 3.31 zeigt partielle Integration, dass

21

& /! g 1 2
_Eﬁ/o vp (x) sin(kx) dx = 2 <7’0/wk>

d.h. aus der Cauchy-Schwarz und Besselschen Ungleichung folgern wir, dass

IIENER s ANIE f(z,}) (2\ ot w0 )m<oo.

Analog zeigt man

by =

[e0]
Y Kag| < oo
=1

Mit einer analogen Argumentation wie in Lemma 3.30 folgt hieraus die Behauptung. O
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Zum Abschluss dieses Kapitels schauen wir noch einmal auf die d’Alembertsche Losung des Cauchy-
Problems zur Wellengleichung auf IR, die die Schwingungen einer (unendlich langen) Saite beschreibt.
Ist die Anfangsgeschwindigkeit vy = 0, so wird die Schwingung der Saite beschrieben durch

() ulxt) =3 (olx— ) +up(x +1),

wobei 1y € C2(IR) die Anfangsauslenkung der Saite beschreibt. Denken wir an eine gezupfte Saite, so
ist es physikalisch durchaus sinnvoll, eine Anfangsauslenkung der folgenden Form zu betrachten:

Hierbei handelt es sich jedoch nur um eine stetige Funktion, die nicht auf ganz R (zweimal stetig)
differenzierbar ist. Insbesondere erhalten wir dann durch (x) keine Losung im klassischen Sinne.
Wollen wir also solche Anfangsprofile zulassen, miissen wir unseren Losungsbegriff abschwéachen.
Hierzu bendtigen wir zunéchst ein technisches Resultat.

Lemma 4.12 (partielle Integration). Sei Q C R” offen, f € C¥(Q) und g € C¥(Q). Dann gilt fiir
jedes w € INj mit |a| := &y + ... +a, <k, dass

/Qf(x)a"‘g(x) dx = (—1) /Q O f(x)g(x) dx.

Beweis. Sei i € C}(Q)) und H die Nullfortsetzung von & auf R". Dann gilt H € C}(IR"). Nun
wihle R > 0 so grof3, dass supp(H) € (=R, R)". Dann zeigt der Satz von Fubini, dass

R
/ d1h(x) dx = d1H(x) dx z/ (/ d1H (x1,x") dx1> dx’'
Q R" Rr-1 \J-R

:/ (H(R,x’) H(R,x’)) dx' = 0.
R\ e N———~
=0

=0

Analog folgt [, 0jh(x)dx = 0 fiir alle 1 < j < n. Angewandt auf i = f - ¢ liefert dies mit der
Produktregel, dass

| F9ig(x) dx = = [ 3f(x)g(x) dx

Induktion tiber |«| liefert dann die allgemeine Behauptung. O

Mittels partieller Integration konnen wir nun eine Funktion u als Losung der homogenen Wellenglei-
chung identifizieren, ohne die Ableitungen von u zu nutzen.

Proposition 4.13. Fiir u € C?(R?) sind dquivalent:
(i) Ou = 0 auf R?.
(ii) Fiir alle ¢ € C°(R?) gilt

/le u(x, 0¢(x, £) d(x, £) = 0.
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Beweis. Aus Lemma 4.12 folgt, dass

(©) [, uxt)0p(x, 1) d(x,t) = [

L Clu(x, t)p(x,t) d(x, t).

fiir alle ¢ € CX(R?).

(i) = (ii): Folgt nun sofort aus ().

(ii) = (i): Nehmen wir an, Cu(xo, tp) # O fiir ein (xo,t9) € R?. Ohne Einschrankung kénnen
wir annehmen, dass up := Ou(xg, tp) > 0. Da Ou nach Annahme stetig ist, existiert dann eine
Kugel B := B((xo, to),¢) so dass Ou > % auf B. Nun sei ¢ € C®(RR?) ein Gldttungskern auf B
(siehe Definition 1.16). Dann folgt unter Verwendung der Annahme und von (<)), dass

0= /Rzu(x,t)ﬂp(x/f)d(xft)
= ]RZDu(x,t)q)(x,t)d(xrt)
= [ Butx, (1) d(x,1)

Up Uup
> — = — .
Z 5 Fq)(x,t)d(x,t) 5 >0

Wir erhalten also einen Widerspruch. Dies zeigt, dass Cu = 0 auf R?. O

Mit dieser Proposition haben wir also einen Weg gefunden, klassische Losungen der homogenen Wel-
lengleichung ohne Ableitungen zu charakterisieren. Dies verwenden wir nun, um den Losungsbegriff
abzuschwéchen.

Definition 4.14. Sei u € £1°°(R?). Dann heif}t u eine schwache oder distributionelle Lésung
der homogenen Wellengleichung, falls Folgendes gilt:

Vo € C2(IR?) : /R w(x, )0 (x, 1) dxdt =0 ().

Man sagt in diesem Fall auch, es gilt [Ju = 0 im schwachen oder distributionellen Sinne.

Bemerkung 4.15. (i) Da u € L°(IR?), sind die Integrale in (%) definiert:

[, G 8, H] 4 1) < Bl [ Julx8)]d(x,t) < oo.
IR? supp(¢)

(ii) Ist v € L’ll”c (le) und giltv = u A2-fast sicher, so ist mit # auch v eine schwache Losung, denn
die entsprechenden Integrale stimmen iiberein. Es wiirde daher Sinn machen, zu den Aquiva-
lenzklassen {iberzugehen und ein Element u € L!°°(IR?) als schwache Losung zu bezeichnen,
falls (%) fiir einen und damit jeden Reprisentanten der Aquivalenzklasse erfiillt ist (dies werden
wir spéter in einem allgemeineren Kontext so handhaben).

(iii) Nach Proposition 4.13 gilt die Aquivalenz

u ist schwache Lsg. und u € C> < u ist eine klassische Losung.

(iv) Die schwachen Losungen der Wellengl. bilden einen Unterraum von £1°°(R?) (bzw. LI*°(R2)).

Es bleibt noch zu zeigen, dass es schwache (nicht klassische) Losungen tiberhaupt gibt.
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Proposition 4.16. (i) Sei (ux)ren eine Folge schwacher Losungen der Wellengleichung auf IR.
Ferner sei u € L£°(IR?) eine Funktion, so dass u; — u gleichmafig auf kompakten Teilmengen
von IR2. Dann ist auch u eine schwache Losung der Wellengleichung.

(ii) Seien F, G € Cy(R). Dann wird durch
u(x,t) :=F(x—t) +G(x+1), (x1t)€R?

eine schwache Losung der Wellengleichung auf IR? definiert.

Diese Losungen sind im Falle F, G ¢ C?(R) insbesondere keine klassischen Losungen der Wellenglei-
chung. Ein Beispiel wire die oben angesprochene angezupfte Saite.

Beweis. (i) Es gilt fiir alle ¢ € C°(R?)

/]R u(x, H0p(x, 1) d(x, 1) = / ERCDEREDECY

= lim up(x, )0 (x,t) d(x,t) =0
ko0 Jsupp(g)

=0

(ii) Nach Bemerkung 4.15 (iv) geniigt es zu zeigen, dass (x,t) — f(x,t) := F(x —t) eine
schwache Losung ist. Hierbei ist klar, dass f € C,(R?) C £1°°(R?). Nun sei ¢ € C®(IR?) beliebig.
Es ist zu zeigen, dass

0= /]Rz F(x —t)Og(x,t) d(x,t) = /supp((,,) F(x — H)Og(x, t) d(x, t).

Dazu sei (¢n)nen eine glatte Approximation der Eins auf R (vergleiche Beispiel 3.17 (ii)) und
F, := @ » F. Dann folgt aus Satz 1.15, dass F, € C*(R) und aus Lemma 3.18 folgt, dass F, — F

fiir n — co gleichméfiig auf kompakten Teilmengen von IR. Nun wihlen wir R > 0 so grofs, dass
supp(¢) C [—R, R]?. Dann folgt, dass

sup |Fu(x —t) —F(x—t)| < sup |F.(y)—F(y)|—0 (n — o0).
(x,t)esupp(¢) YE€[—2R,2R]

Dies zeigt, dass

/ F(x — H)0g(x, ) d(x,t) = lim Fu(x — )0g(x, £) d(x, 1)
supp(¢) n= Jsupp(g)

= nl1_1;ro1° L Fy(x —t)O¢(x,t)d(x,t) =0,
wobei wir in der letzten Gleichung ausgenutzt haben, dass die Funktionen (x,t) — F,(x —t)
nach Lemma 4.6 klassische (und damit schwache) Losungen der Wellengleichung sind. O

Bemerkung 4.17. Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass die Aussage von Teil (ii)
giiltig bleibt, wenn F, G € £!°°(R). Tatséchlich gilt sogar eine Verallgemeinerung von Lemma
4.6: u € LI°(R?) ist genau dann eine schwache Losung der homogenen Wellengleichung, falls
F,G € LI(R) existieren, so dass u(x,t) = F(x — t) + G(x + t).
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5. Distributionen

Stichpunkte. Testfunktionen, Distributionen, Fundamentallemma der Variationsrechnung, regulare Distributionen,
Delta-Distribution, distributionelle Ableitung, schwache Ableitung, Konvergenz von Distributionen, Dirac-Folgen vs.
Delta-Distribution, lineare Differentialoperatoren, klassische/distributionelle/schwache Losungen, Fundamentalls-
sungen, Hypoelliptizitat, Weylsches Lemma, Klassifizierung von Operatoren 2. Ordnung

Bei der Diskussion schwacher Losungen der Wellengleichung haben wir gesehen, dass es Sinn
machen kann, einen Differentialoperator auf eine nicht-differenzierbare Funktion (in dem Fall aus
L) anzuwenden. In diesem Abschnitt wollen wir uns diesem Thema nun etwas systematischer
widmen. Dazu miissen wir zunédchst die Klasse der sogenannten verallgemeinerten Funktionen bzw.
Distributionen einfiihren. Diese sind genau die Objekte, auf denen wir unsere Differentialoperatoren
spdter wirken lassen wollen.

Zunichst benétigen wir dazu allerdings einen Konvergenzbegriff auf dem IR-Vektorraum CZ°.

Definition 5.1. Es sei Q) C R? offen?

(a) Wir setzen
D) :=C(Q)

und sprechen von nun an vom Raum der Testfunktionen auf Qf Auf diesem fiihren wir wie
folgt eine Folgenkonvergenz ein: Eine Folge (¢,),en aus D(Q)) konvergiert gegen ¢y € D(Q}),

geschrieben

Pn oy po bzw. D(Q)— lim ¢, = ¢,

n—y00

falls die folgenden beiden Punkte erfiillt sind:

(i) Es existiert eine kompakte Teilmenge K C (), so dass

VneN: supp(¢,) CK.

(ii) Fiir alle « € IN? gilt
¢, — "o gleichmiaBig auf Q.

Man beachte, dass dann auch supp(¢o) C K.

(b) Eine lineare Abbildung u : D(Q)) — R heifit eine Distribution oder verallgemeinerte
Funktion auf ), falls sie folgenstetig ist, d.h. fiir jede Folge (¢n)sen in D(Q) und jedes
Qo € 'D(Q) gﬂt
D(Q)
¢n = 9o = ulgn) = u(go)-

Der R-Vektorraum aller Distributionen auf Q) wird mit D’(Q)) bezeichnet.

"Da wir in diesem Abschnitt viel tiber Folgen sprechen werden, schreiben wir R? statt R”, damit wir ,n“ als
Folgenindex verwenden konnen.
’Die Terminologie wird unten etwas klarer werden.

Wir wollen nun zundchst zeigen, dass wir jede lokal-integrierbare Funktion (bzw. die zugehorige
Aquivalenzklasse) als Distribution auffassen konnen.
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Satz 5.2. Sei Q C R offen und f € LY¢(Q). Ferner sei

ur:DQ) =R, up(p):= /Qf(x)q)(x) dx.
Dann gilt:

(i) ur € D'(Q), d.h. uy ist eine Distribution.

(ii) Die Abbildung
[:1Y°(Q) = D'(Q), f+u

ist linear und injektiv.

Bemerkung 5.3. (a) Man nennt eine Distribution u € D'(Q) regulir, falls f € L1*°(Q) existiert,
so dass u = uy. Nach Satz 5.2 ist dieses f dann eindeutig bestimmt. Wir werden unten sehen,
dass nicht jede Distribution regulér ist.

(b) Um zu sehen, ob die Distribution u mit der reguldren Distribution uy tibereinstimmt (d.h.
u = uy gilt), testen wir, ob u(¢) = [ f(x)p(x) dx fiir alle ¢ € D(Q) erfiillt ist. Dies ist
zumindest eine kleine Motivation fiir den Namen Testfunktionen.

(c) Aufgrund von Teil (ii) des Satzes ist es {iblich, die zu f € L{*(Q) zugehérige Distribution
u auch einfach mit f zu bezeichnen und so Li(Q) als Unterraum von D’(Q)) zu betrachten.
Dann macht es also etwa Sinn zu fragen, ob u = f fiir eine Distribution u und ein f € Li°(Q)
(und meint einfach, ob u = u; gilt).

Beweis (von Satz 5.2). (i) Es ist klar, dass uy korrekt definiert und linear ist. Aufgrund der
Linearitit geniigt es, die Folgenstetigkeit von iy in der 0 zu zeigen. Sei also (¢, )nen eine Folge

in D(Q) mit ¢, P& 0. Es ist zu zeigen, dass u(¢,) — 0. Nach Definition existiert K C )

kompakt, so dass supp(¢,) C K fiir alle n € N und ¢, — 0 gleichmifig auf Q). Es folgt

ur(pn)| < [ 1F(x)pu(x)] dx <suplou(x)| [ If()] dx >0 (n— co)

xeK
Also gilt uy € D'(Q).

(ii) Die Linearitat von I folgt wieder aus der Linearitdt des Integrals. Fiir die Injektivitdt gentigt
es daher zu zeigen, dass fiir f € LI°°(Q) die folgende Implikation gilt

I(f)=u;=0 = f=0.
Dies wiederum folgt, wenn wir zeigen konnen
(Vq) e D(Q) : / F(x)g(x) dx = 0) )
Q

Aber dies folgt aus dem sogenannten Fundamentallemma der Variationsrechnung. O

Lemma 5.4 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei Q C RY offen und f € LY°(Q).
Ferner gelte

Yo € D(Q): /Qf(x)(p(x) dx = 0.

Dann gilt f = 0 (d.h. jeder Reprasentant der Aquivalenzklasse f ist fast sicher gleich 0).
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Beweis. Es sei f € £1°°(Q) und es gelte
(%) Vo e D(Q): /Qf(x)q)(x) dx = 0.

Es ist zu zeigen, dass f = 0 A“-fast sicher.”
1. Schritt: Fiir alle ¢ € D(Q) gilt f - ¢ = 0 A%-fast sicher.

Dazu setzen wir

x)p(x), fallsx e Q
o(x) = LS PP d
0, falls x € R*\ Q.
Dann ist ¢ € £1(IR?) mit

Il < llgll [, 1] dx.

supp(¢

Sei nun (¢,)qen eine glatte Approximation der Eins auf R? (vergleiche Beispiel 3.17 (ii)). Dann
gilt |9, * ¢ — g|l; — 0 nach Lemma 3.18. Aber fiir x € R?,n € IN, gilt auch

(u8)() = [ @u(x=v)3W) dy= [ F()- (p(r) - gulx—v)) dy =0,

wobei wir (x) mit der Testfunktion y — ¢(y)@,(x —y) € D(Q)) angewendet haben. Also ist
@n * ¢ = 0 auf RY und es folgt

Iglly = 1§ — @ *gll; = O.

Damit ist ||g||; = 0, d.h. auch f - ¢ = 0 A9-fast sicher.
2. Schritt: Fiir jede kompakte Teilmenge K C Q) gilt f - 1x = 0 A%-fast sicher.

In den Ubungen zeigen Sie, dass eine Testfunktion ¢ € D(Q) mit 0 < ¢ < 1 und ¢|x = 1
existiert. Mit Schritt 1 folgt Ubungsblatt 10

OS/QIf-llK\ dx=/K|f-(p\ dxs/0|f-¢| dx =0,

was die Behauptung impliziert.

3. und letzter Schritt: Sei (K,,)ncn eine kompakte Ausschopfung von (, d.h. die K,, sind
kompakte Teilmengen von () mit

Kn CKut1 €Q und  Upen Ky =Q

(die Existenz solcher Ausschopfungen wird in den Ubungen bewiesen). Dann gilt Ubungsblatt 10
0<|fl< ) Ifl- Tk
meN

d.h. aus monotoner Konvergenz und Schritt 2 folgt

/Q\f\ dx< Y /Kmm =)

melN

O

TWire f stetig, konnte man einfach wie im Beweis von (ii) = (i) von Proposition 4.13 argumentieren. Fiir den
allgemeinen Fall muss man genauer hinschauen.
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Schauen wir uns nun ein Beispiel einer nicht-reguldren (sogenannten singuldren) Distribution an.

Beispiel 5.5. Sei p : B(Q)) — [0, o] ein lokal-endliches Borel-Mas8, d.h. j(K) < oo fiir alle K C Q)
kompakt. Dann ist

ue: D) SR, wlg) i= [ g(x) du(x)

korrekt definiert und linear. Ist supp(¢,) C K mit K C Q) kompakt und gilt ¢, — 0 gleichméfig
auf (), so folgt

[u(gn)] < [ Iga()] dp(x) < sup |gu(x)]- p(K) — 0.

xeK

Also gilt auch hier u, € D'(Q)).

* Auch hier kann gezeigt werden, dass die lineare Abbildung y — u,, injektiv ist, weswegen
man oft einfach y statt u;, schreibt.

e Ist u nicht absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafes, so ist die Distribution u, nicht
reguldr. Einen wichtigen Spezialfall erhalten wir mit dem Dirac-Maf i = Jy, auf Q = R?

und fiir xp € RY, also
0, fallsxy ¢ A,
5xy(A) = ’
1, falls xg e A.

In diesem Fall gilt
Oxy (@) := us, (¢) = ¢(x0)

und man spricht auch von der Dirac- oder Delta-Distribution J,.

Wir wollen nun zeigen, dass sich jeder Distribution auf sinnvolle Art eine Ableitung zuordnen lésst.
Dieser, noch zu definierende, Ableitungsbegriff sollte natiirlich im Falle einer differenzierbaren
Funktion mit dem ,normalen” Ableitungsbegriff zusammenfallen, d.h. ist f € C¥(Q) C Ll**(Q)) und
|a| <k, so sollte gelten

(%) f=¢g << us=uy.
Um zu sehen, wie dies erreicht werden kann, rechnen wir mit partieller Integration (Lemma ﬁ) fiir
¢ € D(Q):
oy (9) = [ 0 ()p(x)dx = (<D [ f(x)3p(x) dx = (=1)"us(@9).

Um (%) zu erhalten, miissen wir also definieren 0"u¢(¢) := (—1)lely 7(0%¢). Dies verallgemeinern
wir nun auf allgemeine Distributionen.

Proposition 5.6. Sei Q C R? offen und u € D’'(Q). Ferner sei « € N und
u:D(Q) =R, (3%u)(p):= (—1)*u(a%¢).
Dann gilt:

(i) 0*u € D'(Q)) und wird distributionelle (x-)Ableitung von u genannt.
(i) Fir f € CK(Q),g € C(Q) und |a| < k gilt

0" f = g (im klassischen Sinne) & 9"uy = u,

Insbesondere ist also jede Distribution (im distributionellen) Sinne unendlich oft differenzierbar.
Identifizieren wir eine reguldre Distribution u; mit f € Ll¢(Q), und ist f hinreichend glatt, so
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stimmen ferner die klassischen und die distributionellen Ableitungen iiberein.

Beweis. (i) Da mit ¢ auch 0*¢ eine Testfunktion ist, ist 9*u(¢) korrekt definiert. Die Linearitit
von 9*u folgt sofort aus der Linearitdt von u bzw. 9*. Ist schliefSlich (¢, ),cn eine Folge in D(Q)

mit ¢y, Py @0, so gilt auch 0* ¢, @

O u(gn) = (1)@ pu) — (=1)"*u(8"g0) = 3"u(go).

0% @p und aus der Folgenstetigkeit von u folgt

(ii) Wie oben sehen wir mittels partieller Integration und dem Fundamentallemma

tur=u; < VoecDQ) |"“/ f(x)o"p dx—/ g(x)p(x) dx

& VgeD(Q): /Q<a“ﬂx> —g(0)p(x) dx =0
& YxeQ: 9*f(x)—g(x)=0.

Im letzten Schritt haben wir auch genutzt, dass stetige Funktionen, die fast sicher tibereinstim-
men, sogar iiberall tibereinstimmen miissen (warum?). O

Teil (ii) der Proposition fithrt uns noch zu folgender Definition.

Definition 5.7. Sei f € L(Q) und &« € IN4.

(i) Wir schreiben die distributionelle Ableitung von f auch als

9 f = .

(i) Existiert ¢ € Ll°(Q)), so dass
f =g dh  us=u,

so heifit f schwach (a-)differenzierbar und g die schwache (x-)Ableitung von f. Dies ist genau
dann der Fall, wenn

Vo € D(Q): “"'/ f(x)o"p dx—/ g(x)p(x) dx.

Bemerkung 5.8. (a) Mit Teil (ii) von Proposition 5.6 ist also jede (klassisch) differenzierbare
Funktion f € CK(Q) fiir |a| < k auch schwach a-differenzierbar und klassische und schwache
Ableitung stimmen iiberein.

(b) Aus dem Fundamentallemma folgt wieder, dass die schwache Ableitung eindeutig ist.

(c) Jedes f € Lll"c(ﬂ) ist im distributionellen Sinne (beliebig oft) differenzierbar, muss aber nicht
schwach differenzierbar sein (siehe die folgenden Beispiele).

Bevor wir uns Beispiele ansehen, ist es hilfreich, noch eine Schreibweise einzufiihren.

Definition 5.9. Fir u € D'(Q)) und ¢ € D(Q) setzten wir

(u, @) == u(g).
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Insbesondere konnen wir dann fiir f € L1°(Q) schreiben

(f.9) = usle) = [ flx und  (@f,9) = (=1)"I(f,2%).

Beispiel 5.10. (i) Sei O = R und H = 1(g ) die sogenannte Heaviside-Funktion.” Wir berechnen
die distributionelle Ableitung H’ dieser nicht-differenzierbaren Funktion (genauer, aber auch
umstandlicher: die Ableitung der zu H zugehorigen Aquivalenzklasse von Funktionen). Fiir
¢ € D(R) gilt nach Definition

<H/f ¢> = _<H/ (PI> = = /]RH(X)QO%X) dx
=~ [" ) dx = —o()fz0 = 9(0) = [ ¢ = (3n0).

Die distributionelle Ableitung der Heaviside-Funktion H ist also die Delta-Distribution (das
Mafl) &y, d.h. H' = §;. Insbesondere ist H nicht schwach differenzierbar.

(i) Sei Q@ =Rund f : R — R, f(x) = |x| die Betragsfunktion. Setzen wir

() = —1, fallsx <0
J o 1, falls x > 0,

so gilt fiir die distributionelle Ableitung f’, dass f’ = g im schwachen Sinne, denn fiir ¢ € D(R)
gilt

(F9) =~ 9" = - ( [ 00+ [ xpl(x) ax)

= — —x(p 0 o +/ x) dx + x¢(x)| 7 —/ @(x) dx
————— 0
-0

:/0 dx-l—/ dx—/g(x)(p(x) dx = (8, 9).

“QOliver Heaviside, 1850-1925

Nicht nur diirfen Distributionen stets beliebig oft differenziert werden, man darf auch konvergente
Folgen von Distributionen stets mit Ableitungen vertauschen (bei Ableitungen von Funktionenfolgen
ist dies bekanntlich nicht so ohne weiteres moglich). Hierzu miissen wir den Konvergenzbegriff fiir
Distributionen allerdings zunédchst noch einfiihren.

Definition 5.11. Sei (u,)nen eine Folge in D'(Q)) und u € D'(Q)). Dann nennen wir u, konver-

DL(Q) u oder D'(Q)) — limy, 0 Uy, = u, falls

Vo e D(Q):  (un, @) — (u, ).

gent gegen u und schreiben u,

Betrachten wir zunéchst ein paar Beispiele. Das zweite wirft ein neues Licht auf die von uns schon
benutzten Dirac-Folgen, siehe Definition 3.16.

Beispiel 5.12. (i) Sei (fu)nen eine Folge in LI°°(Q) und f € LI°(Q), so dass ||(fu — f)1k|l; — 0

fiir jede kompakte Teilmenge K C (). Dann gilt f, g f.


https://w.wiki/AN6f
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Beweis: Ist ¢ € D(Q) und Ky := supp(¢), so gilt
[(fw @) = (fr9)] < /KO [fn(x) = F() ()] dx < @l [ (fr = HUkolly = 0.

/(RA
(ii) Sei (¢4)nen eine Dirac-Folge aus £1(IRY), siehe Definition 3.16. Dann gilt ¢, DQ} ) do. Jede
Dirac-Folge konvergiert also als Distribution gegen die Delta-Distribution d.

Beweis: Seien ¢ € D(IR?) und & > 0 beliebig. Da ¢ gleichmagig stetig ist, existiert » > 0, so dass
Vry R x—y[<r = [p(x) —gy) <e
Wir konnen daher wie folgt abschédtzen
(00 ) = 9(0)] =| [, #0(2)0(0) d = 9(0)| = | [ u(3)p(x) ~ 9(0)) i

= /B(O,r) ¢n(x)|9(x) — @(0)| dx + /]R ¢n(x)|9(x) — 9(0)| dx

“\B(0,r)
<ef o dx+2lole [ on(x) dx
—_———
=1 —0 fiir n—o0

Da € > 0 beliebig war, folgt also (¢n, ) — ¢(0) = (o, ¢).

Die Vertauschbarkeit von Ableitung und Grenzwert folgt nun unmittelbar aus der Definition.

/

Lemma 5.13. Sei (u,),en eine Folge in D'(Q) und u € D'(Q) mit u, " 4. Dann gilt

o, 5 a0 fiir alle a € N,

Beweis. Fiir ¢ € D(Q) gilt (0%u,, @) = (—1)1*1(u,,0%@) — (—1)1*(u,0%p) = (3*u, ¢). O

Wir wollen als néchstes erkldren, wie ein Differentialoperator |, <, @« (x)0" auf einer Distribution
wirken soll. Dazu miissen wir zundchst noch Produkte von glatten Funktionen und Distributionen
betrachten. Ist f € LI°(Q)) und g € C*(Q), so ist auch ¢f € LI°(Q) und definiert damit eine
reguldre Distribution fiir die

(f,9) = [ s(x)f(x)g(x)dx, ¢ € D(OQ)

Q

erfiillt ist. Andererseits ist auch g € D(Q)), d.h. durch vertauschen der Integranden erhalten wir
auch

(af,9) = | Fx)g(x)o(x) dx = (f.g0).
Diese Gleichung verwenden wir fiir allgemeine Distributionen nun als Definition.
Lemma 5.14. Sei u € D'(Q) und ¢ € C*(Q). Dann wird durch

gu:D(Q) =R, (gu,¢):=(u,8¢)
eine Distribution definiert. Ferner ist die Abbildung

C®(Q) xD'(Q) = D'(Q), (g u)r—gu
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bilinear und es gilt die verallgemeinerte Leibnizregel

O (gu) =), (;) g a*Fu,

p<a

wobei ( ) e=T0E, (”") und B < a bedeutet, dass ; < «; firi =1, ..., d.

Beweis. Ubung. O

Damit ist die Wirkung eines Differentialoperators festgelegt: Fiir glatte Funktionen a, € C®(Q}) und
u € D'(Q) erhalten wir schrittweise

( Z a,0"u, ) = Z (a,0%u, p) = Z (0"u, a,p)

o] <m |a|<m la|<m
—HZ 1), 0% (ang)) = (u, lE (=1)"0% (aug))-

Dies halten wir nun noch einmal in einer Definition fest und fithren den Begriff des linearen
Differentialoperators dabei auch noch einmal formal ein.

Definition 5.15. Sei O C R? offen und fiir m € N und « € IN% mit |«| < m seien a, € C(Q)
gegebene stetige Funktionen.

(i) Wir nennen den formalen Ausdruck

T:= ) a.(x)o"

|| <m

einen linearen Differentialoperator (DOP) mit stetigen Koeffizienten auf (). Sind alle a, glatt
bzw. konstant, so heifst T entsprechend ein DOP mit glatten bzw. konstanten Koeffizienten.
Ferner heifst T von der Ordnung m, falls ein xy € () existiert, so dass

Y. laa(x0)| # 0,

|a|=m
d.h. mindestens eine Ableitung hochster Ordnung tragt zum Operator bei.

(ii) T kann einerseits als lineare Abbildung T : C"(Q)) — C(Q) aufgefasst werden, indem wir

definieren
= ) au(x)0*u(x), ueC™(Q), xeq.

la|<m

Sind die Koeffizienten a, glatt, kann T andererseits auch als lineare Abbildung T : D'(Q)) —
D' (Q) betrachtet werden. In diesem Fall setzt man

(Tu, ) = (u, T"¢) ¢ € D(Q),
wobei T* : D(Q) — D(Q) durch
T'p:= Y, (~1)10"(aup)

|a[<m
definiert ist und der zu T (formal) adjungierte Operator genannt wird.

(iii) Die zu T und gegebenem f zugehorige lineare partielle Differentialgleichung (PDG)

Ubungsblatt 11
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besteht im Auffinden einer Losung u von Tu = f. Diese Gleichung heifit homogen, falls f = 0,
sonst inhomogen. Hierbei werden unterschiedliche Losungsbegriffe verwendet:

(a) Ist f € C(Q), so heifit eine Funktion u € C™(Q)) eine klassische Lésung, sofern
(Tu)(x) = f(x), x € Q.

(b) Ist f € D'(Q)) und hat T glatte Koeffizienten, so heifit eine Distribution u € D'(Q)) eine
distributionelle Losung, sofern Tu = f im distributionellen Sinne, d.h.

Yo eD(Q):  (Tu¢) = (u,T ) = (f,¢).

(c) Ist in Fall (b) sogar f € L(Q) C D'(Q) und u € LY°(Q) C D'(Q), so heifit u eine
schwache Losung. In diesem Fall muss also gelten

o eD(Q): [ u@)(T'p)x) dx= [ f(x)p(x) dx.

Bemerkung 5.16. (i) Mit dem Laplace-Operator A, dem Warmeleitungsoperator W und dem
d’Alembert-Operator [1 haben wir bislang drei Beispiele von linearen DOP 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten kennengelernt. Hierbei wirkten W und [J auf Teilmengen von R%+! =
R? x R, deren Elemente man als (x,t) mit t € R notierte. In diesen Fallen gilt

A=A W'=-0—-A, und 0O =01

Insbesondere stimmt der oben definierte schwache Losungsbegriff fiir die homogene Wellenglei-
chung mit der in Definition 4.14 gegebenen {iberein.

(ii) Identifizieren wir wie {iblich eine Funktion mit der zugehorigen Aquivalenzklasse und
diese mit der zugehorigen reguldren Distribution, so ist jede klassische Losung eine schwache
Losung und jede schwache Losung eine distributionelle Losung (aber im Allgemeinen nicht
umgekehrt). Natiirlich hat man die Hoffnung, dass distributionelle Losungen von PDG leichter
gefunden/konstruiert werden kénnen, als klassische oder schwache. Wir werden unten sehen,
dass dies tatsdchlich der Fall ist.

(iif) Wegen der Linearitdt von T bilden die klassischen/schwachen/distributionellen Losungen
der homogenen Gleichung einen Unterraum von C"(Q))/LY¢(Q)/D’'(Q). Zwei Losungen der
inhomogenen Gleichung unterscheiden sich stets nur um eine Losung der homogenen Gleichung.

(iv) Nattirlich gibt es auch nichtlineare DOP und PDG, etwa die Eikonalgleichung
(01u)? + ...+ (0qu)* =1
aus der geometrischen Optik. In dieser Vorlesung betrachten wir jedoch nur lineare DOP und

PDG.

Beispiel 5.17. (i) Sei O = R%,d > 2 und

5 In|x], falls d = 2
Lx) = ek, fallsd >3

7d)(7d71 |x|d—2/

L:RY\ {0} = R,

sei die Fundamentallosung des Laplace-Operators (bzw. der Laplace-Gleichung), vergleiche
Definition 2.11. Insbesondere gilt nach Lemma 2.12, dass L € £I°°(R?), d.h. AL ist im distribu-
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tionellen Sinne definiert.
Behauptung: Es gilt AL = Jp im distributionellen Sinne.

Beweis: Es sei ¢ € D(R?) und R > 0 so grof8 gewihlt, dass supp(¢) C B(0, R). Dann verschwin-
den in der Greenschen Darstellungsformel (Satz 2.13), angewandt auf u = ¢, die Randintegrale
und man erhalt

o() = [ LE=y)8el) dy= [ Lly—x)Ag(y) dy.

Fiir x = 0 folgt insbesondere, dass
(AL g) = (L&) = (L,Ag) = [ L)Bg(y) dy = 9(0) = (60, 9)

(ii) Sei Q) = R und schreibe dessen Elemente als (x,t) mit x € R? und t € R. Ferner sei
@ : R"! — R definiert durch

S 6) 1 x[?
Pt = o O Gpyarz ©P =y )1

d.h. @ ist die Nullerweiterung der zunichst auf R? x (0,c0) definierten Fundamentallsung ®
des Wiarmeleitungsoperators W = d; — A, (vergleiche Definition 3.11).

Behauptung: Es ist ® € £/°°(R%*!) und es gilt W® = &) im distributionellen Sinne.

Beweisskizze: Die lokale Integrierbarkeit ist leicht zu sehen. Weiterhin gilt fiir ¢ € D(R¥*+!) mit
dem Satz von Fubini

(W, 9) = (& W) = [ Bl t) (=31 — Bl 1) dx, 1)
-/ </OOOCI>(x,t)(—at ~ADP(x, 1) dt) dx.

Ist nun (#;) C (0,00) eine Nullfolge, so folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz und
dem Satz von Fubini

(W, p) = lim /}Rd </°° O (x,t)(—orp(x, t)) dt> dx — /: (/Rdcb(x,t)Axlp(x,t) dx> dt |,

k—ro0 te

:(D(x,tk)lp(x,tk)-i-ftzo 9D (x, ) y(x,t)dt tp(”t)e:D(]Rd)f]Rd At p(nt) d

also

(W®, 9) = lim /R D(x, ti)p(x, t) dx + /R ) / (3 — A)D(x, )p(x, t) dt | dx

I
k— o0 d ty

=W (x,t)=0

= ki b .
k1_>1£1O - (x, i) (x, ty) dx

Nun beachten wir, dass (®(., tx))ren nach Beispiel 3.17 eine beschrankte Dirac-Folge ist. Daher
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erhalten wir mit Beispiel 5.12 (ii), dass

(W, ) = hm/ (x, ) (x,0) dx + hm/ (%, 1) (9(x, 1) — P(x,0)) dx
=9(0,0) + hm / (x, te) (P(x, tr) — p(x,0)) dx
Unter Verwendung der Eigenschaften der Dirac-Folge und der gleichmafSigen Stetigkeit von

sieht man schliefllich noch, dass der verbliebene Grenzwert gleich 0 ist, vergleiche den Beweis
von Beispiel 5.12 (ii).

Warmeleitungs- und Laplace-Operator sind Beispiele von linearen Differentialoperatoren mit kon-
stanten Koeffizienten. Definieren wir die Polynome

Pa(x):=x3+...+x3 und Pw(y):=ya1 — (Y2 +...+v3),
so konnen wir formal schreiben
A:PA(a) :PA(al,...,ad) und szw(al,...,ad,at).

Allgemein lésst sich jeder lineare Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a, € RR, also
T = Yja|<m 320", schreiben als T = P(9d) mit dem Polynom

= ) a.x"
|| <m
In diesem Fall gilt T* = P(d) mit
P(x)= ) (—1)* g, x*.

o] <m

Fiir solche Operatoren wollen wir nun den Begriff einer Fundamentallosung allgemein definieren.

Definition 5.18. Es sei P € R[x, ..., x4]. Dann heifit F € D’(R?) eine Fundamentallésung fiir
P(0), falls P(9)F = .

Bemerkung 5.19. (i) Fundamentallosungen sind nicht eindeutig, denn mit F ist auch F + u fiir
jedes u € D'(IRY) mit P(d)u = 0 eine solche.

(ii) Wir kennen aus den Belsplelen 5.17 und 5.10 die Fundamentallosungen L von A auf RY,
® von W auf R**! und H von d auf R (denn n H = 609). Man beachte, dass wir in den ersten
beiden Féllen stets von , der” Fundamentallosung des Operators gesprochen haben, obwohl es
sich nach (i) jeweils nur um eine spezielle handelt.

(iii) Nach Lemma 2.16 ist u = L * f = f * L fiir f € C*(R") eine klassische Losung von Au = f.

(iv) Betrachten wir ® aus Beispiel 5.17 (ii). Sei f : R? x (0,00) — R eine Funktion. Wir erweitern
sie auf R mittels f(x,t) := 0 fiir t < 0. Dann kénnen wir formal rechnen

u(x ) i= (@5 )0 t) = [ Bx =yt =5)f(w,9)d(y,9)

t (o]
= | | fu2mpt =) dy | ds = (@ f () ds
=@ry) =)
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Laut Duhamelscher Formel (Satz 3.23) ist dies unter geeigneten Voraussetzungen an f eine
klassische Losung von Wu = f

Die Beispiele in Teil (iii) und (iv) der Bemerkung stehen exemplarisch fiir die Rolle, die Fundamen-
tallosungen spielen: man kann mittels Faltung aus einer Fundamentallosung von P(9) stets eine
Losung der zugehorigen inhomogenen PDG erhalten.

Proposition 5.20. Sei P € R[xy, ..., x4] und F € LI°°(R?) sei eine Fundamentallosung von P(9).
Dann ist u := f  F fiir jedes f € C.(IR%) eine distributionelle Lésung von P(d)u = f.

Beweis. Nach Satz 1.15 ist u korrekt definiert und u € C (RY) C £¢(RY). Ferner giltu = f*F =
F * f. Damit folgt fiir ¢ € D(RRY)

~

(P)u, ) = (u,P(3)g) = (F* f,P(3)g)
= [ (Fx @ P@)9)() dx = [

R4 R

’ </w Flx=y)f(y) dy) (P(3)g)(x) dx.

Mit der Substitution z = x —y, dem Satz von Fubini und der Setzung ¢, := ¢(. +y) € D(RY)
folgt also wegen (P(9)gy,)(z) = (P(9)¢)(z +y), dass

@9y = [, ( [ FOODF =y dx) f) dy = [ ([ P@O)+1FG) ) £5) dy

= [ ([ FE@E)@ d=) ) dy = [ (F @) 1) dy

- Rd(P(a)F,q)y)f(y) dy = /IR (00, 9y) f(y) dy

= ) Py(0)f(y) dy = Ad¢<y)f(y) dy = (f, ¢).

Also ist u eine distributionelle (sogar schwache) Losung von P(d)u = f. O

Bemerkung 5.21. (i) Die Voraussetzungen der Proposition lassen sich abschwéchen: Sie bleibt
auch fiir allgemeine Fundamentallosungen F € D'(Q)) und , kompakt getragene” Distributionen
f € D'(Q) giiltig. Um dies zu zeigen, miissten wir den Faltungsbegriff auf Distributionen
ausweiten, was hier zu weit fithren wiirde.

(ii) Die Proposition sichert also eine distributionelle Losung von P(d)u = f, sofern eine Fun-
damentallésung von P () existiert. Nun sagt der Satz von Malgrange-Ehrenpreis”, dass fiir
jeden linearen partiellen Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten P(d), mit P # 0,
stets eine Fundamentallgsung existiert. Die PDG P(0)u = f ist also fiir jede kompakt getragene
Distribution f im distributionellen Sinne stets 16sbar.

“Bernard Malgrange, 1928-2024,Leon Ehrenpreis, 1930-2010

Hat man erst einmal eine distributionelle Losung von P(d)u = f gefunden, kann man versuchen
zu zeigen, dass es sich tatsdchlich um eine klassische Losung handelt. Eine wichtige Klasse von
Operatoren, fiir die dies der Fall ist nennt man hypoelliptisch.

Definition 5.22. Sei P € R[xj, ..., x;]. Dann nennt man P(9) hypoelliptisch, falls fiir jede offene
Menge Q C R? und alle u € L{*(Q) die folgende Implikation gilt:

POueC(Q) = uecCQ)


https://w.wiki/ApSh
https://w.wiki/ApSe
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Hierbei bedeutet die Annahme natiirlich, dass die Distribution P(d)u reguldr ist und durch eine
glatte Funktion dargestellt werden kann und die Folgerung, dass u einen glatten Reprdsentanten
besitzt.

Bemerkung 5.23. (i) Ist also f € C®(Q) und u € L°(Q) eine distributionelle (d.h. schwache)
Losung von P(d)u = f, so besitzt u einen glatten Reprasentanten uy € C*(Q)) und aus dem
Fundamentallemma folgt sofort, dass P(d)up = f im klassischen Sinne erfiillt ist. Man sagt in
diesem Fall auch einfach, dass u € D'(Q)) N C®(Q) selbst eine klassische Losung ist. Dieser
Terminologie werden wir uns im Folgenden anschliefsen.

(ii) Insbesondere folgt fiir hypoelliptisches P(9) also
POu=0 = ueCQ),

denn die Nullfunktion auf () ist glatt.

(iii) In der Literatur wird in der Definition hypoelliptischer Operatoren die Giiltigkeit der
Implikation in der Regel sogar fiir beliebige u € D'(Q)) gefordert. Wir haben dies hier etwas
abgeschwicht.

Wie konnen wir feststellen, ob ein gegebenes P(0) hypoelliptisch ist? Nehmen wir einmal an, dies sei
der Fall. Nehmen wir ferner an, dass P(9) eine Fundamentallosung F € L¢(IR?) besitzt. Dann gilt
fir alle ¢ € D(R?\ {0}), dass

(P(9)F, ¢) = (b0, ) = ¢(0) =0,

d.h. es gilt P(9)F = 0 auf Q = IR¥\ {0}. Aus der Hypoelliptizitit folgt damit, dass F € C®(R?\ {0}).
Der néchste Satz zeigt, dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 5.24. Sei P € R|xy,...,x;] und zu P(0) existiere eine Fundamentallosung

F € LP(RY) N C®(RY \ {0}).

Dann ist P(9) hypoelliptisch.

Bevor wir zum Beweis kommen, betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 5.25. (i) Die Fundamentallosung L des Laplace-Operators A auf R4, d > 2, erfiillt die
Voraussetzungen des Satzes, d.h. A ist hypoelliptisch (vergleiche Bemerkung 2.19). Insbesondere

folgt: Ist QO C RY offen und u € LI°°(Q) mit Au = 0 im distributiven Sinne, d.h.

Vo € D(Q) : /Qu(x)A(p(x) dx=0, (%)

so gilt u € C*(Q)) und Au = 0 im klassischen Sinne. Man nennt Funktionen, die (%) erfiillen
auch schwach harmonisch. Damit sind schwach harmonische Funktionen also (genau wie
harmonische Funktionen) automatisch glatt und damit selbst harmonisch. Dies nennt man auch
das Weylsche Lemma.

(ii) Es lasst sich leicht zeigen, dass auch die Fundamentallosung ® des Warmeleitungsoperators
W die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, d.h. auch W ist hypoelliptisch.

Teil (ii) hat noch eine interessante Verallgemeinerung des Weylschen Lemmas zur Folge.
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Korollar 5.26 (Eigenfunktionen von A in LI°(Q)) sind glatt). Sei Q C R? offen, A € R und
u € L¢(Q) eine distributionelle (d.h. schwache) Losung von Au = Au. Dann ist u € C*(Q) und
Au = Au im klassischen Sinne.

Beweis. Die Funktion
7:0x(0,00) >R, ii(x,t):=e Mu(x)

ist in LI°°(Q) x (0,00)) und erfiillt Wii = 0 im schwachen Sinne, wie man leicht nachrechnet. Da
W hypoelliptisch ist, folgt i € C®(Q x (0,00)), d.h. auch die Funktion

(x,t) = eMii(x,t) = u(x)

ist glatt auf Q) x (0, 00) und damit auch u auf Q. O

Fiir den Beweis von Satz 5.24 miissen wir noch einmal iiber Faltungen sprechen. Hierzu sei

L1 (RY) := {h € Ly (RY) : 3K C R? kompakt mit hlge = 0},
d.h. h € L1 .(RY) ist integrierbar und verschwindet auerhalb einer kompakten Menge. Es gilt
Ce(R?) C Lic(RY) C Li(IRY) C L*(RY).

Lemma 5.27. Es sei h € L1 .(R%) und f € C(R?). Dann gilt:

(i) Die Faltungen h x f und f * h sind auf ganz R? definiert und & * f = f * h. Ferner ist h * f
stetig und hat f kompakten Trédger, so auch / * f. Genauer: Gilt hlg. = 0, so ist

supp(h * f) C K+ supp(f).

(i) Ist f € C®(R?), so gilt auch h * f € C*(RY) und
*(h*f)=h*3"f, ac N
Insbesondere ist i * f € D(R?), falls f € D(R?).
(iii) Fiir alle ¢ € D(R?) gilt

y\ falls feC

(h* f, @) = (f, @) (h, @ f),

wobei fi(x) := h(—x) und (,.) die Paarung zwischen Distribution und Testfunktion

bezeichnet.
/(R4
(iv) Ist (fu)nen eine Folge in C(IRY) mit f, Y f, so gilt auch
/(R4
h* f, D(%]R ) hxf.
/(R4
(v) Sei f € C.(R%) und (h,)nen eine Folge in L; .(IRY) mit h, P&}, Dann gilt auch
/(R
Bt f U8 s £,

Beweis. Es sei K C R? kompakt mit hlge = 0.
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(i) Fiir x € R folgt mit der Stetigkeit von z — fy(z) := f(x — 2):

| mG=nf@)ldy = [ 1f(x=2)h(z)]| dz
—/|fx—z \dz<max|fx |/|h )| dz < oo,

d.h. b+ f und f * h sind auf RY definiert. Dass h x f = f  h folgt per Substitution im Integral.
Sind xp € R%, 7 > 0 beliebig, so ist die Abbildung

B:= B[xp, 1] > x — f(x —z)h(z)
fiir jedes z € K stetigund da B— K = {b —k : b € B,k € K} kompakt ist, gilt auch

vz €Ki sup|h(z)f(x —2)| < max |f(t)] - |h(z)|.

X€B

Da h € L1(K), folgt die Stetigkeit von

Blxo,7] 2 x — (hx f)(x) = (f xh)(x) = /Kf(x—z)h(z) dz

nun mit dem Satz tiber Parameterintegrale (siehe Satz A.2). Ist schliefSlich x ¢ K + supp(f), so
ist f(x —z) = 0 fuir alle z € K, woraus die letzte Aussage folgt.

(ii) Folgt analog wie (i) aus dem Satz {iber Parameterintegrale und Induktion tiber |«/|.

(iii) Zunachst ist h x f € C(R?) C LY*(R?) nach (i), ¢ * i = i ¢ € D(R?) nach (ii) und, im
Falle f € C.(R%), auch ¢ % f € D(IRY). Alle drei Ausdriicke unter (iii) sind also definiert. Ferner
gilt mit dem Satz von Tonelli, dass mit Ky := supp(¢):

Lo = nf@e@lay = [ 1)~ 2)g(x)]d(x,2)
= [ JH@f =20 d(x2) < max 170 [Lxagl, Ixkl < oo

d.h. im Folgenden diirfen wir die Integrationsreihenfolgen beliebig vertauschen:
(e ,0) = [, (1= 0)f ) dy) o) d
= [ ([ =)o) dx) £y = [ (e ) ) dy = if < )
R? \J/R R
und genauso

(hxf, o) = / x—z)dz)(p(x)dx

(e
/ ( flx—z) dx) h(z)dz
(h, f

= (b, ¢ xf).

(iv) und (v): Fiir ¢ € D(IRY) gilt mit Teil (iii) und (ii):

(B fu, @) = (fa, @ xh) = (f,@xh) = (hx f, )
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und
(hu* f, @) = (hn, 9% f) = (h,@x f) = (hx £, ).
0

Damit kénnen wir den Beweis von Satz 5.24 angehen. Im Beweis ist es zweckmifig fiir offene
Mengen B C O C R? auch D(B) C D(Q) C D(RY) als Teilmengen zu betrachten, indem wir
etwa f € D(B) durch 0 zu einer Funktion auf Q und ¢ € D(Q) durch 0 zu einer Funktion auf R?
fortsetzen (tatsdchlich haben wir das oben im Text vor Satz 5.24 auch schon einmal so gehandhabit).

Beweis (von Satz 5.24). Sei F € LI°(R%) N C*(R?\ {0}) mit P(d)F = &. Ferner sei Q C R?
offen, u € LY°(Q)) und es gelte P(d)u =: f € C*(Q). Es ist zu zeigen, dass u € C®(Q). Wir
unterteilen den Beweis in zwei Teile und diese wiederum in mehrere Schritte.

Teil a) Wir zeigen, dass die Aussage lokal gilt, d.h. ist xo € Q) beliebig, so existiert eine offene
Kugel um xo auf der u glatt ist.

1. Wir wéhlen x, € D(RY) mit 0 < x, < 1, x, = 1 auf B(0,7) und supp(x,) C B[0,2r] (siche
Ubungsaufgabe 40).

2. Wir setzen F, := Fx, und G, := F(1 — x,). Dann gilt
F=F+G,.
Ferner ist F, = 0 auf R¥ \ B[0,2r] und somit
F € C°(R?\ {0}) N Ly (RY).
Weiterhin ist G, = 0 auf B(0, ), d.h. die Singularitit von f in 0 spielt keine Rolle und
G, € C®(RY).
SchlieBlich gilt fiir alle ¢ € D(R?\ B[0,2r]):

XrBjo.2re =0 ( .

(P(3)Gy, @) = (G, P(9)@) = ((1— x)F, P(3)g) F,P(9)¢)

= (P()F, ¢) = (b0, ) = ¢(0) = 0.
Also gilt supp(P(9)G,) C B[0,2r], d.h. P(9)G, hat kompakten Tréager.
3. Die Idee des Beweises ist nun wie folgt: Wir mochten u lokal darstellen als
u=fxF+uxP(d)G."

Da hier f und P(9)G, glatt sind, wire dann auch u glatt. Natiirlich muss dies alles rechtfertigt
werden.
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4. Es sei xg € () und r > 0 so gewdhlt, dass
B := B(x,3r) C B(xp,4r) C Q.

Wir setzen

u(x), fallsxeB
uB(x) = d
0, falls x € R*\ B.

Dann gilt up € Ly .(IR?). Ist ferner ¢ € D(B) C D(IR?), so folgt

v

(P()us, @) = (up, P(d)9) = (u, P()g) = (P)u, ¢) = (f, ¢).

5. Es sei (@n)nen eine glatte Approximation der Eins auf R? (vergleiche Beispiel 3.17 (ii)) und

Lem.5.27 (ii) d
Uy :=@uxug € D(R").

d
Dann gilt mit Lemma 3.18, dass u, Llﬁ ) ug, also mit Beispiel 5.12 (ii) auch
D' (RY)
Uy, — UB.
Mit Lemma 5.13 gilt dann ferner
/(TRd
P@)un "5 P(3)uz

6. Nach Proposition 5.20 gilt u, = P(9)(u, * F) und damit wegen F = F, + G, auch

tn = P(3)(ttn % E) + P(3) (1t % Gy) """ ZE (P@)it  E,) + (1 % P(9)Gy).

7. Nach 2. gilt P(9)G, € CP(R), d.h. aus 5. und Lemma 5.27 (v) folgt

8. Wir betrachten B(xo,7) C B = B(xo,3r) und ¢ € D(B(xo,7)) € D(R?). Dann gilt
supp(¢ * F;) C B(xo,7) + B[0,2r] C B(xo,3r) = B,
also wegen 5. und Lemma 5.27 (iii) auch

(P)un * F, @) = (P@)un, ¢+ E) "= (PQ)up, ¢ + E) = (f, @+ E) = (f+ F,, 9).

9. Aus 5. bis 8. folgt damit fiir alle ¢ € D(B(xo,r)):
(u, @) = (up, @) = D' — lim (uy, ¢) = (f x F;, @) + (up  P(9) Gy, )
Aus dem Fundamentallemma folgt also, dass

u’B(xo,r) - (f * Fr +up * P(a>Gr) ‘B(xo,r)~

Da f und P(0)G, glatt sind, ist nach Lemma 5.27 die rechte Seite eine glatte Funktion und damit
ein glatter Représentant von u| B(xor)*
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Teil b): u ist glatt auf ).

Seien xg,x1 € Q,xp # x1. Nach Teil a) existieren offene Kugeln xo € By, x1 € By, so dass u|p,
und u|p, glatt sind. Sind vy, v1 entsprechende glatte Reprasentanten und ist By N By # @, so
stimmen vy und v auf By N By fast sicher tiberein, denn beide reprisentieren u|p,np,. Da die
Funktionen stetig sind, folgt sogar vg|p,np, = v1|B,nB,- Wir konnen also vy und v; mittels

o(x) = vo(x), falls x € By
' v1(x), fallsx € By

zu einer glatten Funktion auf By U B; zusammensetzen. Stellen wir nun () als abzdhlbare
Vereinigung von solchen offenen Kugeln dar () = |J,,cy By, so konnen wir die zugehorigen v,
genauso zu einer Funktion v € C*(()) zusammensetzen. Diese ist ein glatter Reprisentant von
u. ]

?Auf diese Formel kann man mit einer formalen Rechnung kommen:

u="P0)(uxF)=P0)(uxF)+P0O)(uxG,) = (PQ)uxF)+ (u*xP()G;) = (f x F)+ (uxP(9)G;),

wobei wir in der ersten Gleichung formal Proposition 5.20 genutzt haben.

— Nachtrag —

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal auf die weitere Klassifizierung von
linearen Differentialoperatoren 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten eingehen. Ein solcher
Operator

T:C*(Q) — C(Q)

hat die Gestalt

d d
(Tu)(x) = Y apdjpu(x) + Y bjoju(x) + cu(x), x e,
jk=1 j=1

mit A = (ajk)?,kzl € R4\ {0},b = (by,...,b;)! € R? und ¢ € R. Hierbei kann ohne Einschrankung

angenommen werden, dass die Matrix A symmetrisch ist (sonst setze j := 3(aj + a5) und
verwende den Satz von Schwarz, d.h. djx = dy;).

Nun sei M € R4 invertierbar. Wir betrachten M als lineare Koordinatentransformation
M:Q — M(Q)=:0Q

und versuchen M nun so zu wahlen, dass T in den neuen Koordinaten y := Mx eine moglichst
einfache Gestalt hat. Dazu sei

v s CHQ) = C(Q),  (jmu)(y) = u(M'y) = u(x).

Stellen wir T in den neuen Koordinaten dar, d.h. betrachten wir Ty : C2(Q)) — C(Q) definiert
durch

Tm=jmoTojy =jmoTojy,
so zeigt eine kurze Rechnung, dass

d

(Tmo) (y) = kZ (MAM")jdiv(y) + Y _(Mb);dj0(y) + co(y).
k=1 =1

U

Aus der linearen Algebra wissen Sie, dass wir die symmetrische Matrix A € R%*? durch eine
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orthogonale Matrix M in Diagonalgestalt iiberfiihren konnen, d.h. wir konnen erreichen, dass
MAM"' = diag(Aq,...,Ay)

mit Ay, ..., A; € R. Man beachte, dass dies genau die Eigenwerte von A sind (mit ihrer algebraischen
Vielfachheit gezéhlt). Mit dieser Wahl von M gilt dann also

d d
TM = Z /\kéi + Z(Mb)]a] +c.
k=1 j=1

Diese Darstellung fiihrt nun zu folgender Klassifizierung: Wir ignorieren die Terme niedrigerer
Ordnung und nennen T

(i) elliptisch, falls alle Eigenwerte von A (oder von —A) positiv sind,

(ii) hyperbolisch, falls A (oder —A) genau (d — 1) positive und einen negativen Eigenwert besitzt,

(iii) parabolisch, falls A (oder —A) (d — 1) positive Eigenwerte und den Eigenwert 0 besitzt. Ferner
nennen wir T parabolisch nicht-ausgeartet, falls dartiber hinaus b # 0 (also auch Mb # 0).

Bemerkung 5.28. (i) Diese Klassifizierung umfasst nur im Falle d = 2 alle moglichen Fille.

(ii) Hangen die Koeffizienten doch von x € Q) ab, betrachtet man entsprechend A(x) und b(x)
und spricht von Elliptizitdt im Punkte x, usw. In diesen Féllen kann der Typ des Operators in
verschiedenen Punkten von () natiirlich unterschiedlich sein.

(iii) Man kann zeigen, dass jeder elliptische Operator auch hypoelliptisch ist.

Betrachten wir den elliptischen Fall genauer. Transformieren wir den Operator Ty; mittels einer
weiteren Koordinatentransformation

1

1
VIMTT VI

so erhalten wir in den neuen Koordinaten, dass

N = diag( )

d
Tnom =+ ) 97 + Terme niedrigerer Ordnung = +A + Terme niedrigerer Ordnung .
k=1

Genauso konnen wir die anderen Félle behandeln und erhalten zusammengefasst:

e T ist genau dann elliptisch, wenn co, c1,...,c; € Rund ¢ € {£1} existieren, so dass T nach
einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

d
T =0cA+ ch8k+c0.
k=1

e T ist genau dann hyperbolisch, wenn ¢, c1,...,c; € Rund ¢ € {£1} existieren, so dass T
nach einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

d—1 d
T=c0 (aﬁ— Zai) + chak-i—Co.

k=1 k=1

Hierbei ist 03 — ZZ;% 07 gerade der d’Alembert-Operator in R x R mit x; = t.
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e T ist genau dann parabolisch, wenn ¢y, ¢y, ...,c; € Rund o € {£1} existieren, so dass T nach
einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

-1 d
T=o(Y ot)+) co+co
k=1

k=1

Ist T sogar nicht-ausgeartet parabolisch, so kann er auf die Gestalt

d—1 d—1
T:(T(ad—Ea%)—f-zckak-f—Co

k=1 k=1
transformiert werden. Hierbei ist d; — ZZ;% 0? gerade der Warmeleitungsoperator in R~ x R
mit x; = t.

Man nennt die hier angegebenen Darstellungen auch die Normalformen von elliptischen, paraboli-
schen und hyperbolischen Differentialoperatoren.
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6. Sobolev-Raume

Stichpunkte. Sobolev-Raume WP, W(;n P und H™, Hy', Spurabbildung, Dirichlet-Problem fiir Poisson-Gleichung in
H', Variationsproblem, Poincaré-Ungleichung, elliptische Randwertprobleme in H!

Sei ) C R? offen und p € [1,00]. Dann ist L,(Q)) C L*(Q)(C D’'(Q2)), denn mit der Holderschen
Ungleichung gilt mit g~! + p~! = 1, dass

VK C O kompakt: [ |f] dx < |f]], - (A(K))T < co.
K

Also ist jedes f € L,(Q) beliebig oft distributionell ableitbar und fiir jedes a € INg ist 9" f € D'(Q)
wieder eine Distribution. Nun werden wir fordern, dass diese Ableitungen sogar im schwachen
Sinne existieren (vergleiche Definition 5.7 (ii)) also ein f, € Lll"c(Q) existiert, so dass f, = 0" f, d.h.

Vo eD(Q):  (F,9) = (~1)I(f,%) = (f, 9)

bzw.

vpeD(): ()" [ f)2 () dx = [ filx)g(x) dx

Fordern wir noch zusitzlich, dass die f, wieder ein Element von L?(Q)) sind, gelangen wir zu den
sogenannten Sobolev-Rdumen.

Definition 6.1. Sei Q) C R offen, p € [1,00] und m € INy. Dann heif3t
W™P(Q) := {f € L,(Q) : 3*f € L,(Q) fiir alle « € N& mit |a| < m}
der Sobolev®-Raum der Differentiationsordnung m und Integrationsordnung p auf (). Weiter-

hin sei fiir f € W™?(Q) im Falle 1 < p < o

I£1

1/p
m,p = Hf”m,p,() = ( Z HaafHZ>

la|<m

und im Falle p = oo
[0 = 1S l,00,0 1= max [0°f || -
|oc|<m

“Sergei Lwowitsch Sobolev, 1908-1989

Beispiel 6.2. (i) Fur f: (—-1,1) — R, f(x) = |x| gilt nach Beispiel 5.10 (ii), dass
=101 — L1y

und somit f € WL ((=1,1)). Da f" = 26y ¢ L!°¢ gilt ferner f ¢ W2®((—1,1
1 &

(ii) Ist f € C([a,b]) (d.h. insbesondere gilt auch f, f' € L«((a,b))), so wissen wir aus den
Ubungen, dass |f|" = sign(f)f’, d.h. |f| € W ((a,b)).
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Bemerkung 6.3. (i) Es ist W"?(Q)) C L,(Q) ein linearer Unterraum. Ferner ist WO7 (Q)) = L, (Q)
und
WmHkP(Q) € W™P(Q), ke N.

Ist A4(Q) < o0, so gilt wegen L, (Q) C L,(Q) auch

WP (Q) C W™ (Q)), 1<g<p<oco

(i) Da fir 1 < p < oo durch [(x1,...,xu)[, == (Ti \xk|p)1/p eine Norm auf R" definiert wird

und
£l = |19 F1 i

sehen wir sofort, dass auch ||.,, , die Dreiecksungleichung erfiillt und somit eine Norm auf
WP(Q)) definiert (man beachte, dass ||f||,,, = 0 wegen |/f|[,, , > [|f]|, auch f = 0 impliziert).
Analog kann man im Falle p = co argumentieren.

7

Die Wichtigkeit der Sobolev-Rdume ist im nachfolgenden Satz begriindet.

Satz 6.4. Sei QO C RY offen, m € Ny und p € [1,c0]. Dann ist (W7 (Q)), [[-II,,,) vollstandig, also
ein Banach-Raum.

Beweis. Nur die Vollstindigkeit von W™ (Q)) ist zu zeigen. Sei also (f,)nen eine Cauchy-Folge

in (W™P(Q), ||-l],,)- Es ist zu zeigen, dass diese in W™ ((2) konvergiert.

Nun gilt fiir jedes « € INZ mit |«| < m, dass

18 Cfo = Ml < 1fi = fillw-

Daher ist (0" fu)new auch eine Cauchy-Folge in (Ly(€2), ||.|[,,). Da dieser Raum vollstandig ist,

existiert also fy € Ly(C2) mit [|9"f, — full, — 0. Aus Beispiel 5.12 (i) folgt damit &, "5 fy,

d.h. fiir alle ¢ € D(Q) gilt

forg) = Jim (2%, ¢) = (<D lim ( fu ,9) = (~1)"{fo,29) = (2*fo, )

n—oo

=30f,
Fiir alle « € N? mit |a| < m gilt also 9 fo = fo € Lp(Q). Also ist fo € W™#(Q) und es gilt
lim — foll?, , = lim 9" fy — " =0.
n—>oo||fn fOHm,p n%ooa;mu f” fOHP
:f“
Besonders gute Eigenschaften haben die Sobolev-Raume im Falle p = 2.

Proposition 6.5. Es sei Q C R? offen und m € INj. Ferner sei

H™(Q) := W"™?(Q).
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Dann wird fiir f,¢ € H"(Q) durch

(Fremai= T @f0%) = ¥ [ 0f(x)*s(x) dx

la|<m la|<m
ein Skalarprodukt auf H"(Q)) definiert. Ferner gilt | f]|,,, = \/(f, f)m2 und
(H™(Q), (s )m2)

ist ein Hilbert-Raum.%

“D.h. mit der durch das Skalarprodukt induzierten Norm vollstandig.

Beweis. Dass (.,.)m 2 ein Skalarprodukt auf H"(Q)) definiert, folgt sofort aus den Skalarprodukt-
eigenschaften von (.,.) auf Ly(Q2). Dass HHiz = (.,.)m,z ist klar. Die Vollstdndigkeit ist dann ein
Spezialfall von Satz 6.4. O

Wir wollen nun auf u € W™ (Q) einen linearen Differentialoperator wirken lassen.

Lemma 6.6. Sei QO C RY offen, p € [1,00], m € Np und a, € Lo(Q) fiir |a| < m. Dann ist der
lineare DOP
T:W"™(Q) = Lp(Q), Tu= ) a0

|a|<m

korrekt definiert, linear und stetig.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir jeden der beteiligten Summanden zu zeigen. Sei also
u € WP (Q)) und |a| < m. Dann ist 0*u € L,(Q) und

1a20%ul[, < [|aullo [10%ull, < llaallo ll4]],, p 5

d.h. die lineare Abbildung W7 (Q)) > u + a,0"u € L,(Q) ist korrekt definiert und stetig. [

Nun kénnen wir fiir gegebenes f € L,(Q2) also nach der Existenz von Losungen u € W™7(Q)) der
PDG

Z a,0"u = f

|a|<m

fragen und man hat zumindest die Hoffnung, dass Wissen iiber beschrénkte lineare Operatoren auf
Banach-Rdumen (etwa aus Vorlesungen tiber Funktionalanalysis oder iiber Hilbert-Raume) beim
Auffinden dieser Losungen von Nutzen sein konnen. Bevor wir hierauf ein wenig eingehen werden,
miissen wir noch iiber die Vorgabe von Randwerten sprechen. Dies ist nicht trivial, da tiberhaupt
nicht klar ist, was der Wert der Aquivalenzklasse u € W™7(Q) auf 9Q) (zumeist eine A?-Nullmenge!)
tiberhaupt sein soll.

Bemerkung 6.7. Es sei Q C RY offen und beschrinkt und besitze einen C'-Rand.

(@) Ist u € C(Q) NWP(Q), so ist u|yn definiert und
ulyn € C(0Q) C Leo(0Q),0) C Ly(0Q),0),
wobei wir fiir die letzten beiden Inklusionen die Kompaktheit von d() benutzen. Die Abbildung

C(Q)NWY(Q) = L,(0Q,0), u+— uls
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ist natiirlich linear. Mit einigem technischen Aufwand lésst sich nun zeigen, dass diese Abbildung
sogar stetig ist und sich auf eindeutige Art zu einer linearen stetigen Abbildung

tr: W (Q) — L, (0Q, 0)

erweitern ldsst. Fiir diese sogenannte Spurabbildung (englisch: Spur = trace) gilt dann also

insbesondere, dass
Yu € CQ)NWYP(Q):  tr(u) = ulyqg.

Damit macht es fiir eine gegebene Funktion g € L,(d(2,0) nun also Sinn zu fordern, dass
u € W'(Q) auf dem Rand von () den Wert ¢ annehmen soll. Dies bedeutet einfach, dass
tr(u) = g gelten soll.

(b) Von besonderem Interesse fiir uns sind die Funktionen u € W'?(Q)), die auf dem Rand
von Q) verschwinden. Jede Testfunktion u € D(Q)) C W'?(Q) hat natiirlich diese Eigenschaft.
Tatsichlich sind fiir u € W?(Q) dquivalent:

(i) tr(u) =0.

(i) Es existiert eine Folge (¢y)nen in D(Q) mit [|¢y — u||; , — 0.

Auch hier miissen wir auf den recht aufwendigen Beweis verzichten (siehe etwa [7]).

Die letzte Bemerkung fiihrt uns nun direkt zur folgenden Definition.

Definition 6.8. Fiir Q C R? offen, p € [1, 0] und m € Ny sei

W(;n’p(Q) o W(W'H/P(Q),II-Hm,p)/

d.h. man betrachtet den Abschluss von D(Q)) im normierten Raum (W ((Q}) . Ferner sei

Al p)

H Q) := W7 (Q).

Bemerkung 6.9. (i) Als abgeschlossener Unterraum des Banach-Raums W™(Q)) ist auch
W, "(Q) ein Banach-Raum. Genauso ist HJ'(Q2) ein Hilbert-Raum.

(ii) Man beachte, dass die Definition von W, " (Q) keine Anforderungen an Q erforderte. Gilt

aber, dass () beschrinkt ist und einen C!-Rand besitzt, so ist nach Bemerkung 6.7u€ Wg P(Q)
genau dann, wenn tr(u) = 0.

Damit kénnen wir nun also auch sinnvoll Randwertprobleme formulieren. Etwa folgendes: Fiir
gegebene a2, € Loo(Q)) und f € L,(Q) und g € W™P(Q)) ist ein u € W™ (Q)) gesucht, so dass

Y ad*u=f und u-geW;"(Q).

la[<m

Die Randbedingung ist hierbei im Falle p = 1 gleichbedeutend mit tr(u — g) = 0, also tr(u) = tr(g).
Man beachte, dass unsere ,Randfunktion” g hier auf ganz () vorgegeben wird, obwohl wir streng
genommen nur an ihren ,Werten” auf dem Rand von Q) interessiert sind.

Genauso hitte man das Randwertproblem auch, in etwas schwécherer Form, in W7 (Q) betrachten
konnen (d.h. man sucht in einem grofleren Raum nach Losungen). Dann wére also bei vorgegebenem
feL,(Q)und g € WP(Q) einu € WP (Q)) gesucht, sodass u — g € Wy? () und Yja|<m Aa0"U = f.
In diesem Fall wére die linke Seite der PDG zunéchst nur als Distribution definiert und Teil der
Losung wire es zu zeigen, dass diese Distribution regular ist und mit f € L,(()) tibereinstimmt.
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In dieser Form wollen wir das Randwertproblem nun fiir einen wichtigen Spezialfall, nimlich eine
Verallgemeinerung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung, wirklich 16sen. Wir schranken
uns hierbei auf den Hilbert-Raum-Fall p = 2 ein und nutzen die Schreibweise

d

(Vu(x)[? =Y [9ju(x)

=1

2
, x €0,

fiir eine kiirzere Darstellung der Resultate.

Satz 6.10. Es sei Q) C R? offen und beschrénkt. Ferner sei f € L,(Q) und g € H'(Q) und wir
betrachten das folgende Randwertproblem in H!(Q)):

Au=f und u-geHQ) (%)
Dann gilt:
(a) (%) besitzt eine eindeutige Losung ug € H'(Q).
(b) Es sei
E(u) == /Q Vie(x) 2 dx+2/0f(x)u(x) dx, ueH\(Q).
Dann gilt fiir alle u € H'(Q) mit u — ¢ € H}(Q), dass
E(ug) < E(u),
d.h. ug ist der eindeutige Minimierer des Variationsproblems

E(u) = min,e g )
u—g € H}(Q).

Bemerkung 6.11. Mit Teil (b) bekommt man eine Moglichkeit, die Losung ug tatsdchlich zu
berechnen, indem man das zugehorige Variationsproblem 16st. Dies ist die Basis von einigen
numerischen Verfahren zur Losung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung.

Fiir den Beweis von Satz 6.10 ist es zunichst hilfreich, die Norm

d 1/2 1/2
112 = <||f1|§+];H3ij§> = ( JIF@P e+ [ 9F0f dx)

auf H}(Q) durch eine dquivalenten Norm zu ersetzen.
Lemma 6.12 (Poincaré-Ungleichung). * Es sei QO C R? offen und beschrinkt. Dann ex. C =
C(Q) > 0 mit
2 2
VfERNQ): IfIf.<C [ VAP dx.

Insbesondere wird durch 1/2
Al = ([, 197 ax)
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eine zu ||.||; , 4quivalente Norm definiert, die von folgendem Skalarprodukt erzeugt wird:

d
Q)1 = , dx = 9;f (x)3;g(x) dx.
(8= [(V0) V() dei= 1o [ 9 (005500) d

"Henri Poincaré, 1854-1912

Beweis. Fiir p € D(Q) und 1 < j < n gilt

p.l.+0ixj=1
0< g3 = [ 1-¢2(0) dx "L — [ x0,(9%(x) ax
alles >0
= —Z/ij(p(x)aj(p(x) dx 'e2 2’/ij(p(x)8j(p(x) dx

C.—S.
§2-sug[x|/0|§0(x)\ 9j9(x)| dx < 2D||g|l, ||9j¢], -
xei.D/

Es folgt also ||¢||, < 2D Hajgon fur alle 1 < j < d und damit

d
2
951l
=1

d
2 2
loliz = llolz + X 13591l < 1 +4D%)
12 2 ]; i®ll2 ~—
fiiralle ¢ € D(Q2). Da D(Q) € Hy(Q) dicht ist und die Abbildungen v — |[v[|; , und v — |97,
stetig auf Hj(Q)) sind®, folgt

vFe @) Wiy <CY[flE=C [ IVFCof ax
=1 o

“Es gilt

lollyz = ool 2| < o =20l und [[[3se]|, =[50, | < [[370 =300 |, < o= ollyz-

Wir benétigen ein weiteres Lemma fiir den Beweis von Satz 6.10.

Lemma 6.13. Sei Q C R? offen, u € H'(Q) und f € L»(Q). Dann gilt:
(i) Die linearen Abbildungen

H{(Q) 20w (f,0) = /Qf(x)v(x) dx € R

und
HYQ) 50 (1,0) = /Q<w(x),w(x)> dx € R

sind stetig.

(ii) Esist Au = f im distributionellen (d.h. schwachen) Sinne genau dann, wenn

Yoe HY(Q): (u,0)1 = —(f,0),
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d.h.
Yo € H}(Q) : /Q(Vu(x),Vv(x)) dx = — /Qf(x)v(x) dx

Beweis. (i) Unter zweimaliger Verwendung von Cauchy-Schwarz folgt

d d
vo e H(Q): || < ) [ ()] ()] dx < ) fojull, ool
j=1

j=1
d 1/2 d 1/2
< (; H%uHi) (; Ha]-v\@) = Nallullioll < Melly ol
= j=

d.h. die lineare Abbildung v — (u,v); ist auf H}(Q) stetig. Genauso gilt

’/f ) dx

d.h. auch die lineare Abbildung v — [ f(x)v(x) dx ist auf H}(Q) stetig.

< [Ifllz 1ol < 1f1l2 1oll2

(ii) Nach Definition der distributionellen Ab1e1tungen gilt (mit der tiblichen Paarung (.,.)
zwischen Distribution und Testfunktion)

d
Mi=f & VoeD(Q): Y (%ug) =(f09)

j=1
d
& VYoeD(Q): —)Y (0u,09) = (f, ¢)
j=1
Da dju, f € Lo(Q)) ist dies dquivalent zu
Vo € D(Q /au dip(x) dx = — /f (%)

:<WP>1

Aber damit folgt die Aquivalenz von (x) und (%) aus Teil (i) und der Dichtheit von D(Q) in
H}(Q)). O

Nun kénnen wir Satz 6.10 mit Hilfe des Rieszschen' Darstellungssatzes beweisen.

Erinnerung 6.14 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei (#, (.,.)) ein Hilbert-Raum. Dann gilt:

(i) Ist u € H, so ist die Abbildung
D, :HD>0— (v,u) €R

linear und stetig.
(i) Ist umgekehrt ® : H — R linear und stetig, so existiert ein eindeutiges u# € H, so dass ® = ®;, d.h.
®(0) = (o, 1)
fur alle v € H.

Einen Beweis finden Sie in Anhang ﬂ

'Frigyes Riesz, 1880-1956
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Beweis (von Satz 6.10). (a) Es sei u € H(Q), f € L,(Q) und ¢ € H'(Q). Wir betrachten H}(Q)
mit der zu |||, , dquivalenten Norm |||.[[[; = 1/{.,.)1. Dann zeigt zundchst Lemma 6.13, dass das
lineare Funktional ® : H}(Q)) — R,

d
®(0) = ~{f,oh = g0 = = [ F0l) s = 1 [ Big(s)3o() o

stetig ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert also ein eindeutiges i € H}(Q)) mit
Yo H(Q): @(v) = (v,i)1 = (&, v)1.
Einsetzen von @ liefert also
Yo e Hy(Q): —(f,v) = (iL,0); + (g,0)1 = (i + g 0)1.

Nach Lemma 6.13 (ii) ist also ug := ## + g € H'(Q) eine Lésung von Au = f mitug— g =1 €
HA(Q). Ist w € H(Q) eine weitere Losung von Aw = f mit w — g € H}(Q), so folgt wieder mit
Lemma 6.13:

Vo€ Hy(Q):  (w—gv)1=(wo)1~(g0h=~(f0) (301 =)

Aus der Eindeutigkeit im Rieszschen Darstellungssatz folgt also, dass w — ¢ = u, dh. w =
U+ g = up.

(b) Wir konnen schreiben

E(u) = |lulli +2(f,u),  ueH(Q).
Nun sei u € HY(Q) mit u — g € H}(Q) und u # ug. Fiir w := u — ug gilt dann w = (u — g) +
(g —uo) € Hy(Q) \ {0}. Aus der Poincaré-Ungleichung (Lemma 6.12) folgt damit auch

d
2 2 — 2
llwllf = Y- [ ol dx > ), > o
j=1

Weiterhin folgt

£(u) = E(w+ug) = [l + uoll +2(f, w + uo)
= (w ~+ ug, w + ug)1 + 2(f, w) + 2(f, uo)
= lwll + lluollf + 2(uo, w)1 + 2(f, w) + 2(f, uo)
= E(uo) + |wllf + 2 ((uo, w)1 + (f,w)).

Aber nach Lemma 6.13 (ii) gilt (1o, w)1 + (f,w) = 0, da Aug = f, d.h. es folgt
E(u) = E(up) + [[w||3 > € (uo).
Il

Bemerkung 6.15. Ist f € C®(Q) N Ly(Q2), so folgt aus der Hypoelliptizitiat von A, dass ug €
C*(Q) und dass Auy = f auch im klassischen Sinne erfiillt ist.

Fiir spatere Zwecke betrachten wir noch den Spezialfall g = 0.
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Korollar 6.16. Sei QO C RY offen und beschréankt und f € L,(Q). Dann besitzt die Poisson-
Gleichung Au = f in H}(Q) eine eindeutige Losung.

Beweis. Laut Satz 6.10 existiert genau ein 1 € H'(Q) mit Au = fundu =u —0 € H}(Q). O

Wir wollen Satz 6.10 nun noch auf allgemeinere sogenannte elliptische Randwertprobleme verallge-
meinern. Dazu betrachten wir zunédchst eine matrixwertige Funktion A = (a]-k)}ik:l 1 Q) — R die
drei Bedingungen erfiillen soll:

(B) V1<jk<d: aj€Llo(Q)
(S) V1 §],k§d ajk:akj

(E) Jy>0VxeQVy e R : Za]k yky]>7!y|
jk=1

Insbesondere ist A(x) = (a(x))?,_; € R™? also wegen (S) fiir jedes x € () eine symmetrische
Matrix, deren Eigenwerte wegen (E) allesamt grofier ¢ > 0 sind. Bei (E) handelt es sich um eine
gleichméflige Elliptizitdtsanforderung an A im Sinne des letzten Kapitels.

Nehmen wir nun temporér zusétzlich an, dass die aj; stetig differenzierbar sind. Dann kénnen wir
folgenden linearen Differentialoperator T : C*(Q)) — C(Q) betrachten:

d d f d
Tu := —div(AVu) := —div ((Z Ayl - ., Y adkaku> ) — Y 9j(ajdyu).
k=1 k=1 k=1

Bemerkung 6.17. (i) Im Falle A = —E liefert dies gerade T = A.

(ii) Man nennt solche Operatoren von Divergenzform. Fiir allgemeine Koeffizienten aj; beschrei-
ben diese Operatoren etwa die Warmeleitung in einem inhomogenen Medium.

Lemma 6.18. Sei aj € C'(Q) fiir alle 1 < j,k < d. Dann sind fiir u € C*(Q) und f € C(Q)
dquivalent:

(i) —div(AVu) = f.
(ii) Fur alle ¢ € D(Q) gilt
]kZ:l/a]k x)0ku(x)0;p(x dx—/f

bzw. in abgekiirzter Schreibweise

(A Tu(), Vo) dx = [ fx)p(x)d

Beweis. Fundamentallemma und partielle Integration. ]

Diese Aquivalenz wollen wir nun zum Anlass nehmen, wieder einen schwachen Losungsbegriff fiir

die Gleichung
—div(AVu) = f
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einzufithren. Um diesen moglichst kompakt darzustellen, ist allerdings noch ein weiteres Hilfsresultat
notig.

Lemma 6.19. Die Funktion A = (ajk)?,kzl : Q) — R erfiille die Voraussetzungen (B), (S) und
(E). Ferner sei ¢ € Lo (Q) und ¢ > 0. Dann ist die Abbildung

(,)ac: H(Q) x H}(Q) = R, (u,0) — /()(A(x)Vu(x),Vv(x)) dx + /Qc(x)u(x)v(x) dx

korrekt definiert und ein Skalarprodukt auf Hj(Q)). Ferner ist die assoziierte Norm ||| , . =
V/ () ac dquivalent zur Norm |||.[[|; (und damit zur Norm |[.[|; ,).

Beweis. Dass die Abbildung korrekt definiert ist, ist klar, denn das Produkt zweier L,-Funktionen
liegt mit Holder in L1 und das Produkt einer Li- mit einer L.-Funktion ist wieder eine Li-
Funktion, d.h. die Integrale

/ ajx Oku Jkv dx und /cuv dx
Q N Y Q

~
€L el, €L,

existieren. Auch die Bilinearitdt von (., .) 4 . ist klar.

Die positive Definitheit folgt aus folgender Rechnung:

Vue HiQ) . (uu)a, = /Q ({A@) Vu(x), Vu(x) +clu(x)P) dx

c>0

VI

/ (A Vu(x), Vu(x) dx > / (Vu(x)[? dx
Q Q

d
2
=¥ [ 13 dx = pllull} = i, .
=1

Nun machen wir eine kurze Nebenrechnung: Fiir y € R? und x € Q gilt

i /[ d 2 d d d
A< ¥ (z >ajk<x>yk|) < (z \afk<x>>2) (2 w) < (z H%ﬂ\i) oP
=1 \k=1 jk=1 k=1 jk=1

und damit fiir alle x € ), dass

(A, )] < JA@)Y] ly| < alyl.

Damit kénnen wir fiir u € H}(Q) nun noch folgende Abschétzung zur obigen hinzufiigen:

el < Nl = (w,uhae = (1) ac]
< [ KA@)Vu(x), V)| +le(x)| |u(x)* dx
< max(a, ell.) [ (1Tl + u(x)?) dx
= max(a, ||c[|,) [[]73, -

Da die Normen |||.|[[; und |[.[; , &quivalent sind, sind mit obigen Rechnungen dann auch beide
dquivalent zu ||| 5 - O
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Definition 6.20. Sei A = (a]-k)?,k:1 mit den obigen Voraussetzungen (B), (S) und (E) und c €
Leo(Q) mit ¢ > 0. Ferner sei f € Ly(Q)). Dann heilt u € H'(Q) eine schwache Lésung von
—div(AVu) + cu = f, falls

Vo€ HY(Q): (u,0)a. = (f,0). (%)

Fiir gegebenes ¢ € H!(Q) besteht das zugehorige elliptische Randwertproblem in H!(Q) im
Auffinden einer solchen schwachen Losung u € H'(Q) mit u — g € H}(Q).

Bemerkung 6.21. (i) Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts (., .) 4 - auf H (Q) ist (x) genau
dann fiir alle v € H}(Q) erfiillt, wenn es fiir alle Testfunktionen v € D(Q) erfiillt ist. Im Falle
ag € C1(Q),c =0und f € C(Q) sind die Lésungen von (%) nach Lemma 6.18 also gerade die
klassischen Losungen von — div(AVu) = f.

(i) Fir A= —Eund c=0ist (.,.)ac = —(,,.)1, d.h. (x) ist in diesem Fall mit Lemma 6.13 (ii)
gerade dquivalent dazu, dass Au = f im distributionellen Sinne.

Satz 6.22. Unter den obigen Voraussetzungen besitzt das elliptische Randwertproblem genau
eine Losung uy € H'(Q).

Beweis. Wir statten Hj(Q)) mit der dquivalenten Norm ||.|, . aus und betrachten die lineare
Abbildung
O:HNQ) =R, v —(g0)ac+ (f,0).

Diese ist stetig, d.h. mit dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ## € H}(Q)) mit
Yo € H{(Q) : P(v) = (v,U)ac = (U, V) A
also
Yo e Hy(Q): (f,0) = (H+g,0)a

Setzen wir ug := i + g, so gilt ug — g = il € H}(Q) und 1 ist eine Lésung von (*). Dass es die
einzige Losung ist, sieht man wie im Beweis von Satz 6.10. O



7. Eigenwertprobleme fiir den Laplace-Operator 103

7. Eigenwertprobleme fiir den Laplace-Operator

Stichpunkte. Dirichlet-Laplace-Operator und dessen Inverse, Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren,
Einbettung Hé — Ly kompakt, Sdtze von Rellich-Kondrachov und Kolmogorov-Riesz-Fréchet

Im Folgenden sei QO C R? offen und beschrankt. Bei der Methode der Trennung der Variablen
fur die Warme- bzw. Wellengleichung haben wir stets vorausgesetzt, dass eine Folge (wy)ren von
Funktionen () — R mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) Fiir alle k € N ist wy € C3(Q).

(ii) Fur alle k € IN existiert Ay > 0 mit Awy, = —A wg. D.h. wy ist Eigenfunktion des Laplace-
Operators zu einem negativen Eigenwert —Ay.

(iii) Es gilt Ay — oo fiir k — oo.
(iv) Die Folge (wy)ren ist eine ONB von Ly (Q)).

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz einer solchen Folge, mit leicht schwécheren Eigenschaf-
ten, tatsdchlich beweisen. Hierbei ersetzen wir die Forderungen (i) und (ii) durch

(i) Fiir alle k € N ist wy € H}(Q).
(ii)” Fir alle k € IN existiert Ay > 0 mit Awy = —Ajwy im distributionellen Sinne.

Mit Korollar 5.26 folgt hieraus dann sogar wy € C®(Q) und dass Awy = —A wy sogar im klassischen
Sinne gilt. Nur dass wy sich (inklusive seiner Ableitungen) stetig bis auf den Rand fortsetzen lasst,
werden wir nicht zeigen konnen (aber es sei gesagt, dass diese Aussage fiir gentigend glatten Rand
tatsdchlich auch wabhr ist).

Wir werden (i)', (ii)’, (iii) und (iv) zeigen konnen, indem wir Resultate iiber lineare Operatoren im
Hilbert-Raum L,(Q)) zu Hilfe nehmen.
Definition 7.1. Sei Q C R¥ offen und beschrankt. Wir definieren einen linearen Operator
A:D(A) CLy(Q) — La(Q))
wie folgt:
(a) Der Operator sei definiert auf
D(A) :={u € H{(Q) : Au € L,(Q)}.

Dies ist ein linearer Unterraum von H} (Q) C L,(Q). Esist u € H}(Q)) genau dann Element
von D(A), wenn die Distribution Au reguldr und ein Element von Ly (Q) ist.
(b) Fiir u € D(A) setze man
Au = —Au € Ly(Q).

Man nennt den Operator A auch den Dirichlet-Laplace-Operator in L, ().
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Da wir das Minuszeichen in die Definition von A eingebaut haben, sind wir nun also interessiert an
Eigenfunktionen w € D(A) mit Aw = Aw fiir ein A > 0. Das nédchste Lemma zeigt, dass es gentigt,
die Eigenfunktionen des zu A inversen Operators zu betrachten.

Lemma 7.2. (i) Der Dirichlet-Laplace-Operator A : D(A) C Ly(Q) — L(Q) ist bijektiv, d.h. der
inverse Operator
G:=A1:1,(Q) = D(A) C Ly(Q)

existiert und ist linear.
(i) Fir A € R\ {0} und w € L,(Q) gilt:
w € D(A) und Aw = Aw & Gw = A" w.
Beweis. (i) Sei f € L,(Q) beliebig. Dann sind dquivalent:
0)) NueD(A): Au=f
@M FueHQ): Au=-—f.

Aber (II) ist nach Korollar 6.16 wahr. Also ist A : D(A) — Ly(Q) bijektiv. Dass A~! = G dann
ebenfalls linear ist, ist klar (warum?).

(ii) Gilt Gw = A~'w, so ist w = AGw € D(A) und Aw = AAGw = Aw. Ist umgekehrt w € D(A)
und Aw = Aw, so folgt w = GAw = AGw, also Gw = A lw. O

Der inverse Operator G = A~! hat bessere Eigenschaften als der Operator A. Zum Beispiel ist er
stetig.

Erinnerung 7.3. (i) Es seien (X;, ||.||;),i = 1,2, 3 normierte Rdume. Dann sei
B(X1,Xp) :={T: X; — X, | T ist linear und stetig}
und B(X;y) := B(Xj, X1). Man beachte, dass T € B(X1, Xp) auf ganz X; definiert ist.
(ii) Ein linearer Operator T : X; — X» ist genau dann stetig, wenn er beschrankt ist, d.h.
AC>0vVxeXy: ||Tx|, < Clx];-
Das Infimum aller solcher Konstanten C wird die Operatornorm von T genannt und mit || T|| bezeichnet.

(iii) Gilt T € B(X1, X;) und S € B(Xp, X3), so gilt ST € B(Xy,X3) (und ||ST|| < [IS]|||T]).

Um zu zeigen, dass G = A~ € B(L,(Q)) gilt, machen wir uns zunutze, dass der Wertebereich von
G gleich D(A) C H}(Q) ist. Also kénnen wir G auch als Operator von L(Q) — H]}(Q)) auffassen,
den wir wie folgt notieren:

Gy : L(Q) — HY{Q), Guu:= Gu.

Betrachten wir weiterhin die Einbettung
J:Hy(Q) = Lr(Q), Ju=u,

so gilt also G = Gy, d.h. das folgende Diagramm kommutiert

L.(py —> L.(R)
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Lemma 7.4. Es gilt ] € B(H}(Q), L2(Q)) und Gy € B(L2(Q), H3(Q)). Insbesondere folgt auch
G= ]Gl € B(Lz(Q))

Beweis. (i) Fiir u € Hj(Q) gilt ||Jull, = |lull, < [|u]l,-

(i) Es sei u € D(A) C Hj(Q) und Au =: f € L»(Q)). Dann gilt Au = —f, d.h. mit Lemma 6.13,
Teil (ii), folgt fiir alle v € H}(Q)), dass

(u,v)1 = (f,v) bzw. ausgeschrieben /Q Vu(x)Vo(x) dx = /Qf(x)v(x) dx.

Fiir v = u folgt mit Cauchy-Schwarz

ol == (b = (F, ) < WAl Nl < Fll2 Moty < VEIF Il el

wobei wir in der letzten Abschidtzung die Poincarésche Ungleichung und die dort vorkommende
Konstante C = C(Q)) > 0 verwendet haben (Lemma 6.12). Insgesamt erhalten wir also

lulll, < VCIIf],-
Da Au = f,istu = A~1f = Gf, d.h. es folgt
IGAIl; < VCIAlly,  f € La(€),

und somit ist der lineare Operator G : (L2(Q), ||.l,) — (H3(Q), |||.l;) beschrénkt, also stetig.
Zuletzt erinnere man sich noch, dass |||.|[; und die urspriingliche Norm ||.,, auf Hj(Q)
dquivalent sind. O

Der inverse Operator G = A~! hat eine weitere wichtige Eigenschaft.

Lemma 7.5. G = A~! ist selbstadjungiert, d.h.

VigelaQ): (Gfg)=(f Gg),
und positiv, d.h.
Vel (Q)\{0}: (Gf, f)>0.

Insbesondere sind dann auch alle Eigenwerte von G positiv.

Beweis. Seien f,g € Ly(Q) beliebig. Ferner sei Gf =: v € D(A) C H}(Q und Gg =: u €
D(A) C H{(Q). Dann gilt also Av = —Av = —f und Au = —Au = —g. Mit zweimaliger
Anwendung von Lemma 6.13, Teil (ii), folgt also

(Gf,8) = (v.8) = (&0) = (W)
und
(f,Gg) = (f,u) = (v,u)r = (u,v)1,

d.h. beide Terme sind gleich. Genauso folgt mit Lemma 6.13 und der Poincaréschen Ungleichung,
dass

(Gf.f) = (v.f) = (v,o)1 = |0} = C|jo|I}, >0,
falls v # 0. Aber es ist v # 0 genau dann, wenn f # 0, da G invertierbar ist. O

Damit wissen wir also, dass alle Eigenwerte von G positiv sind. Dass tiberhaupt Eigenwerte existieren,
ist aber noch nicht gezeigt. Zusammen mit allen weiteren fehlenden Eigenschaften wird dies aus der
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Tatsache folgen, dass G ein kompakter Operator auf L, (Q2) ist.

Erinnerung 7.6. (i) Ein linearer Operator K : (X, ||.||x) — (Y, ||.||y) heift kompakt, geschrieben K € (X, Y), falls das
Bild jeder beschrankten Menge aus X in Y relativ kompakt ist, d.h.

YU C X: U beschrankt = (U) C Y kompakt .

Da jede beschrédnkte Menge in einer Kugel Bx[0,7] = rBx[0, 1] enthalten ist, ist K genau dann kompakt, wenn das
Bild der (abgeschlossenen) Einheitskugel aus X in Y relativ kompakt ist, d.h.

K(Bx[0,1]) C Y ist kompakt.

Dies ist insbesondere der Fall, falls K endlich-dimensionales Bild in Y besitzt (d.h. sogenannte Operatoren von
endlichem Rang sind kompakt).

(i) Esgilt C(X,Y) CB(X,Y). Ist K€ K(X,Y),R € B(Xy,X),L € B(Y,Y1), so ist auch LKR : Xy — Y; kompakt.

(iii) Ist K € B(H1,Hz) mit Hilbert-Rdumen H;,i = 1,2, so ist K genau dann kompakt, wenn er sich in der
Operatornorm beliebig genau durch Operatoren endlichen Ranges approximieren lasst.

Fiir uns sind kompakte Operatoren aufgrund des folgenden Satzes wichtig.

Satz 7.7 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Sei (#, (.,.}#) ein Hilbert-Raum
und K € B(H) sei kompakt und selbstadjungiert. Dann existiert M C IN, eine Familie (yy)nem
in R\ {0} (mit #, — 0 falls M nicht endlich ist) und ein ONS (wy,),epm von H, so dass

VxeH: Krx= Y pu(x, wn)ywn.
nemMm

Insbesondere ist jedes w, eine Eigenfunktion von K zum Eigenwert y,, d.h. Kw, = p,w;,.

Beweis. Siehe zum Beispiel [12] oder [13]. O

Korollar 7.8. Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 7.7 sei H unendlich-dimensional und
K injektiv. Dann ist M unendlich, kann also ohne Einschrankung = IN gewihlt werden, und die
Familie (w;),eN ist eine ONB von H.

Beweis. Es gilt
{x e H|Kx =0} ={x € H|(x,wy)y =0 fiir alle n € M} =: {wn}#eM.
Da K injektiv ist, folgt also
{0} = {wn Yrrems

dh. -
H ={0}" = {wa}iem = Lin({wn}nem)-

Dies zeigt, dass (w,)nem eine ONB von H ist (siehe Erinnerung 3.27). Da A unendlich-
dimensional ist, kann M insbesondere nicht endlich sein. O

Damit bleibt fiir uns also zu zeigen, dass G € B(L,(Q2)) kompakt ist. Die Injektivitit, Selbstadjun-
giertheit und Positivitit von G liefert dann mit dem vorherigen Korollar, dass eine ONB (wy,),eN
von Ly(Q2) und eine Folge (y,)nen in (0, c0) existiert, so dass

Gw, = ppw, und r}grolo Uy = 0.
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Aus Lemma 7.2 folgte dann w;, € D(A) und, mit A, := y;l,

Aw, = —Aw, = A,w,, und 1i_r>n Ay = o0,
n—00

Wie zeigen wir nun die Kompaktheit von G? Dazu schauen wir erneut auf das kommutierende
Diagramm

G
LLC Ry —> L~ Cﬂ)
/}
S
N2 )
und erinnern, dass G; : Ly(Q)) — H}(Q) beschrénkt ist. Die Kompaktheit von G folgt also, sobald

wir die Kompaktheit der Einbettung J : H}(Q)) — L2(Q) gezeigt haben. Dies ist ein Spezialfall des
folgenden Satzes.

Satz 7.9 (von Rellich-Kondrachov). ” Sei Q) C R? offen und beschrankt und 1 < p < co. Dann ist
die Einbettung

Jp: Wo(Q) = Lp(Q), Jof = f
kompakt.

“Franz Rellich, 1906-1955, Vladimir Kondrashov, 1909-1971

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir also zeigen, dass |, die abgeschlossene Einheitskugel von

Wé’p(ﬂ) in eine relativ kompakte Teilmenge von L,(()) abbildet. Es ist dazu ratsam, noch einmal
daran zu erinnern, wie kompakte bzw. relativ kompakte Mengen in metrischen Raumen iiberhaupt
charakterisiert werden konnen.

Erinnerung 7.10. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Es sind dquivalent:
(i) X ist kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
(ii) Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) X ist vollstindig und total beschrankt (d.h. fiir jedes € > 0 existieren endlich viele e-Kugeln, die X {iberdecken).

Ferner heifit M C X kompakt, falls (M, d|pxp1) kompakt ist.

Wir haben es hier aber nicht mit allgemeinen metrischen Rdumen zu tun, sondern mit Funktionen-
raumen. Das Paradebeispiel eines Kompaktheitsresultats ist hier das folgende.

Satz 7.11 (von Arzela-Ascoli). * Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und M C C(X), d.h.
jedes f € M ist eine stetige Funktion f : X — R. Ist dann M

(i) beschrankt, d.h. sup;.y, [|f|le < o0, und

(ii) gleichgradig stetig, d.h.

Ve>036 >0VfeMVx,ye X: dx,y)<d = |f(x)—f(y)|<e

so ist M relativ kompakt in (C(Q), ||.||)-

“Cesare Arzela, 1847-1912, Giulio Ascoli, 1843-1896
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Beweis. Dieser Satz wird oft in Vorlesungen tiber gewohnliche Differentialgleichungen bewiesen
(und dann im Beweis des Satzes von Peano benutzt). In der Literatur ist er zum Beispiel in [13]
zu finden. n

Nun sind wir leider nicht an kompakten Teilmengen von C(X) interessiert, sondern an kompakten
Teilmengen der LP-Rdume. Hier hilft folgendes Analogon des Satzes von Arzela-Ascoli. Wir benotigen
etwas Notation: fiir f € L,(R?) und y € R? sei f, € L,(R?) definiert durch

fy(x) == f(x—y), xeR.

Satz 7.12 (von Kolmogorov-Riesz-Fréchet). “ Sei 1 < p < co und M C L,(RY) habe folgende
Eigenschaften:

(i) M ist beschrankt, d.h. sup ., [|f[[, < o, und
(i) Limyosup ey, ny —pr — O.i
Ist dann O C R? offen und beschriankt und
Mlq :={fla: f € M},

so ist M|q relativ kompakt in L, (02).

?Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov, 1903-1987, Marcel Riesz, 1886-1969, Maurice René Fréchet,1878-1973
UDies ist eine Art von gleichgradiger Stetigkeit in Lp.

Schauen wir uns zunéchst an, wie der Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet zum Beweis des Satzes
von Rellich-Kondrachov verwendet werden kann.

Beweis (des Satzes von Rellich-Kondrachov). Es sei
1,
M:={f e W, P(RY) : Hf”l,p,le <1}

Nehmen wir an, wir konnten die beiden Eigenschaften aus dem Satz von Kolmogorov-Riesz-
Fréchet fiir diese Menge zeigen. Dann wére M|n C L,(Q) relativ kompakt. Nun sei

By?10,1] == {f € Wy (Q) : [Iflly 0 < 1},

d.h. B(l)’p [0,1] ist die abgeschlossene Einheitskugel in Wol’p(Q). Es ist zu zeigen, dass diese auch
in L,(Q) relativ kompakt ist. Dazu erweitern wir f € B(l)’p [0,1] durch 0 zu einer Funktion auf
R4, d.h. wir setzen

= o ) f(x), fallsxeQ,
fwy_{a falls x ¢ Q.

In den Ubungen haben Sie gezeigt, dass f € W&’p (R?) und Hle i I fll4 pa < 1.Insbesondere  vbungbion s
P "

gilt damit fv € M und somit
f=flneMlq dh  B"[0,1] C Mlqa.

Als Teilmenge einer relativ kompakten Menge ist B(l]’p [0,1] damit selbst relativ kompakt in L, ()
(denn abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt).
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Es bleibt, die Eigenschaften (i) und (ii) aus dem Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet fiir M
nachzuweisen:

(i) Firalle f € M gilt [|f|[, < [/fll;, <1, d.h. M ist beschrénkt.

(i) Zundchst behaupten wir, dass fiir alle f € W&’p (R?) und y € R? gilt, dass

1fy = Fll, < Wl lifll,

S1 1 d g\/4
wobei ; + 4 =1und [y[, := (ijl lvj| ) bzw. |y, := maxi<j<q |-

Da D(R%) C WP (RY) dicht ist, geniiet es, dies fiir den Fall f € D(R?) zu beweisen. Hier
0 genug
gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

p
-1 = [ = —f@I ax= [ | [ S ai] ax

' dx < /]Rd </01 [y, Vf(x—ty))| dt>p dx.

Nun folgt aus der Holder-Ungleichung und % + % =1, dass

[ .96~ ) a

R4

d 1/q d 1/p
[y, V()| = < (Z;!yj\q> <Z;\3jf(2)\p> = lyl, - IVf(2)I,,
= J=

iyjaff(z)

j=1

d.h.

£y = fII} < |y|§/Rd (/01 IVf(x—ty)], dt)p dx |y|g/w (/01 Vf(x—ty)l} dt> dx
=ty [ ([ 19r= g ax) ar=yly [ ( [ 195 d2) a

: 14 14
=ty [, IVF@I} dz = Iyl (}Z J (@) dz) < 19I5 A1

Also ist () bewiesen. Aber fiir f € M folgt aus (%), dass

Ify = fll, < lyly, veR,

d.h.
Jimsup Iy = £ll, =0

Zuletzt muss nur noch der Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet bewiesen werden.

Beweis (von Satz 7.12). Wir setzen (i) und (ii) voraus, d.h. M C Lp(le) ist eine Teilmenge, so
dass zum einen

Cu := sup [|f]], < e
feM

und zum anderen, dass fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0, das wir im Folgenden zunéchst
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fixieren und spéter konkret wihlen werden, ein § = d(e) > 0 existiert, so dass

VfEM VYyeR?: |yl<é = Ify = fll, <e.

Wir miissen zeigen, dass M|q in L,(Q) kompakt ist. Da mit L,()) auch die abgeschlossene
Teilmenge M| vollstindig ist, geniigt es nach Erinnerung 7.10 zu zeigen, dass M| (und damit

auch M|q) total beschrankt ist. Als Hilfsmittel hierzu sei (¢, )qen eine glatte Approximation
der Eins auf R?, so gewdhlt, dass supp(¢,) C B(0,1/n).

1. Schritt: Ist n so grof gewahlt, dass 1 < 4, so gilt

VfeM: ||fxgu—fl, <=

Beweis: Mit den {iblichen Rechentricks fiir Dirac-Folgen konnen wir rechnen

p

Ifxgn=1lb= [ | [, Fa=1) = f)galy) dy| ax

L v ar) ([ oo a) ax

~ g (/W [f(x=y) = f()Pen(y) dy) dx

= [y #00) (f e =) = £ ) dy

= - _ £IP < P/ ; dy < P
/B(O,l/n)(P W) [l f”de =€ Pn(y) dy <e

B(0,1/n)

2. Schritt: Fiir jedes n € IN ist die Menge

My :={(f * ¢u)lq: f € M}
relativ kompakt in (C(Q), ||.||)-
Beweis: Nach Satz 1.15 ist fiir jedes f € M die Funktion
f* g € C*(RY)

und es gilt mit Holder, - + - = 1 und Annahme (i), dass

141
pq

1f * @ulleo < sup | 1f(x=y)en(y)] dy < ll@nlly Ifll, < lgully- Crr. ()

xeR4

Aus der Mittelwertungleichung folgt ferner
Y,y €RT:|(f 5 @u)(x) = (F  @u) )] < Jx =yl - sup{|V(f  @u) (x + h(y = x))| : 1 € [0,1]}
< Jx =yl -sup{|V(f * ¢u)(2)| : 2 € R}

und

)
|V (f * ¢n)(z)| < Vd max 10;(f * ¢u)(2)| = Vd max |f % (9j9n)(2)| < \/H(max |9j¢n| >Hpr,

1<j<d 1<j<d 1<j<d

= :Cn,d
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d.h.

Va,y € R |(fx @) (x) = (f * @) W] < Calx =yl Ifll, < Cua-Caar-lx =yl (%)

Die Abschitzungen (%) und (%*) zeigen, dass M, beschrankt und gleichgradig stetig ist, d.h.
die Aussage in Schritt 2 folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli.

3. Schritt: Fixiere n € IN mit 1/n < é. Nach Schritt 2 ist M, in C(Q), ||.|,,) total beschrinkt,
d.h. zu obigem ¢ > 0 existieren endlich viele e-Kugeln in (C(€), ||.||,,), die M, tiberdecken.

Es existiert also m = m(e, M,) € N und g1,...,gm € C(Q), so dass fiir jedes f € M ein
j=j(f) € {1,...,m} existiert mit

H(f* ¢n)lg — ngooﬁ < G,
also auch y
— P
[(F*pn)lg—gill,a<e (/\d(())) .
Aber dann folgt mit Schritt 1, dass
| fla —8]‘Hp,g <|Iflo = (f*eu)lall,a + |(f * ¢u) | _ngp,Q

<f = (Fxodllpmre + [ (f @)l = 8,0
< e(1+ (A1(Q)"7).

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so kénnen wir unser obiges ¢ so klein wahlen, dass ¢(1 +
(A4(Q))!/?) < € und sehen, dass

Mia € U{f € L)« |f ~gill o <.
j=1

Also ist M| total beschrankt und der Beweis komplett. O
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A. Anhang

A.1. Fakten aus der Vektoranalysis

Glatte Rander und der Divergenzsatz

Es sei (3 C R" offen und beschrankt. Wir sagen () hat einen Ck-Rand, k € N U {c0}, falls zu jedem
p € 9Q) eine offene Umgebung p € U C R" und eine Funktion h € CK(U) existiert, so dass Vi # 0
auf U und

QONU={xeU:h(x) <0}, 9QNU={xeU:h(x)=0}.

In diesem Fall ist 0Q) eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" (eine Hyperfliche).
Beispielsweise hat die offene Kugel B(x, ¢) einen C®-Rand.

«

SR

Ein Vektor v € R" heifit tangential an 9Q) in p, falls ¢ > 0 und ¢ € C!}((—¢,¢);R") existiert,
so dass (t) € 0Q fiir alle t € (—¢¢), P(0) = p und ¢'(0) = v. Die Menge T, aller solcher
Tangentialvektoren ist ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum des R". Er heifst Tangentialraum in

p.
Es existiert genau ein v(p) € R" mit |[v(p)| =1, v(p) € TpL und der Eigenschaft, dass ein ¢ > 0
existiert, so dass

p+tv(p) ¢Q (0<t<e) und p+tv(p)eQ (—e<t<O0).

Der Vektor v(p) heifit die du8ere Normale an Q) in p. Die Abbildung v : 000 — R”, p — v(p) ist
stetig.

frahjc»\iic. (-
\,g,\..*wuﬂ
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Gilt wie oben 00 NU = {x € U : h(x) = 0}, so ist

peoanu.

Satz A.1 (Divergenzsatz). Besitzt Q) einen C!-Rand, so existiert genau ein Mafl ¢ = 0y auf den
Borelmengen von 0(), so dass

| v fdr= [ (£(2),v(2)) do(2)

fiir alle f € C1(Q;R"). Dieses Maf} ¢ heifit das Oberflichenmafl auf 9Q).

Hierbei ist C!((;R") := {f € C}((;R") N C(Q);R") : Vf besitzt stetige Fortsetzung auf Q}.

A.2. Fakten aus der MaRtheorie

Parameterintegrale

Es sei (X, A, ) ein Mairaum und

E(t) = /Xf(x,t) du(x), telCR.

Hierbei ist I C R ein Intervall und f : X x I — R eine Funktion, so dass fiir jedes t € I die
Funktion
X>x— f(xt) €R

p-integrierbar ist (damit die Definition von F Sinn macht).

Satz A.2. Die Funktion F : I — R sei wie zu Beginn des Abschnitts definiert.
(i) Esseity € I und

* es existiere eine p-integrierbare Funktion ¢, so dass

VielLxeX: |f(xt)] < o(x),

e fiir alle x € X sei die Abbildung ¢ — f(x,t) stetig in fo.
Dann ist auch F stetig in fo.
(ii) Es sei
e die Abbildung t — f(x,t) fiir alle x € X differenzierbar mit Ableitung d;f(x,t), und

* es existiere eine y-integrierbare Funktion ¢, sodass

VielLxe X: |0f(x, 1) < ¢(x).

Dann ist F auf I differenzierbar, die Abbildung x +— d;f(x, t) ist u-integrierbar fiir alle
t € I und es gilt

F(t) = / 3:f (x, 1) d.
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A.3. Herleitung der eindimensionalen Wellengleichung

Wir betrachten die Schwingungen einer elastischen, biegsamen Saite mit konstanter Massendichte
p, die an zwei Enden fixiert ist. Dazu sei u = u(x,t) die vertikale Auslenkung der Saite aus der
Ruhelage in Abhéngigkeit von Ort x und Zeit t (wir beschranken uns auf Schwingungen in der
(x, u)-Ebene). Vereinfachend betrachten wir nur kleine Auslenkungen der Saite (keine Verlangerung
der Saite, keine horizontalen Bewegungen).

W

X X+ /‘L K+l|
i ? V"S(i)l X
N s rooL7 - - '.
I | | | '
l - -7 v (M)
\ l V7
I | )
a b u(x)

Im Folgenden sei S(x,t) € R? die Spannungskraft, die das Saitenstiick rechts von x zum Zeitpunkt
t auf das Saitenstiick links von x ausiibt (dann ist —S(x,t) die Spannung, die das Saitenstiick
links von x auf das Saitenstiick rechts von x ausiibt). Ferner sei s(x,t) = |S(x,t)|. Da wir eine
biegsam-elastische Saite betrachten, gehen wir davon aus, dass S(x, t) stets tangential zur Saite ist.
Wir betrachten nun einen kleinen Abschnitt der Seite zwischen x und x + h. Auf diesen wirken
(unter Vernachldssigung von Schwerkraft, Luftreibung, etc.) nur die dufleren Krifte —S(x, f) und
S(x + h,t). Um die Bewegung des Saitenstiicks zu bestimmen, betrachten wir stellvertretend den
Mittelpunkt (x + h/2,u(x 4+ h/2,t)), den wir mit der Masse des Saitenstiicks belegen, und lassen
die dufleren Krafte auf ihn wirken. Da der Mittelpunkt sich nach Annahme nur vertikal bewegt,
betrachten wir nur diese Komponente der Bewegung. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz (Kraft =
Masse - Beschleunigung), erhalten wir

s(x+h,t)sin(a(x+h,t)) —s(x, t)sin(a(x,t) = (o - h)uu(x +h/2,t),

wobei wir benutzt haben, dass sich die Masse des Saitenstiicks aufgrund der kleinen Auslenkungen
gut durch p - h approximieren lasst.

Teilen wir durch & und schicken wir h gegen 0, so folgt (unter geeigneten Annahmen an die
Funktionen)

cic (s(x,t)sin(a(x,t))) = pug(x,t).
Nun gilt tan(a(x, t)) = uy(x,t), d.h.

uy(x,t)

sin(a(x,t)) = H_u—w

und wir erhalten die folgende partielle Differentialgleichung fiir u
d uy(x, t)
— | s(x t) ————F—= | = puun(x,t).
dx ( O Arnmnz ) e

Diese enthélt noch die unbekannte Funktion s. Um diese loszuwerden, beobachten wir, dass die Span-
nung im Ruhezustand konstant ist (s(x,0) =: s). Da wir nur kleine Auslenkungen betrachten, konnen
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wir also s(x, t) durch die Konstante s ersetzen. Genauso ist \/1 + uy(x, t)? bei kleinen Auslenkungen
niherungsweise gleich 1. Mit ¢? := % erhalten wir die (eindimensionale Wellengleichung)

e (x,1) = iy (x, ).

Diese Gleichung geht zuriick auf d’Alembert (1717-1783). Die Konstante ¢ wird auch als Wellenge-
schwindigkeit bezeichnet (und oft gleich 1 gesetzt).

A.4. Der Rieszsche Darstellungssatz

Satz. Sei (H, (.,.)) ein Hilbert-Raum tiiber K € {R,C}. Dann gilt:
(i) Ist u € H, so ist die Abbildung

P,:H>3v— (vu) e K

linear und stetig.

(ii) Ist umgekehrt ® : H — K linear und stetig, so existiert ein eindeutiges u € H, so dass
@ = @u, d.h.
®(0) = (o, u)

fir alle v € H.

Beweis. (i) Dies folgt sofort aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

@y (v) — Du(V)| = |(v,u) — (v, u)| = |(v =7, u)| < |jo—"2| ||u]l.

(ii) Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.

1. vorbereitender Schritt: U C H sei ein abgeschlossener Unterraum. Ferner sei
Ut:={veH: (vu) =0firalleu € U}

das orthogonale Komplement von U. Dann ist klar, dass auch U+ ein abgeschlossener Unter-
raum von H ist. Wir zeigen nun, dass

H=UsU",

dh. H = U+ Ut und UNU* = {0}.

Die letzte Aussage ist klar, denn ist v € u+t, so gilt fiir alle u € U, dass (v, u) = 0. Gilt auch
v € U, so kénnen wir u = v wihlen und erhalten (v,v) = ||o||* = 0 also v = 0.

Jetzt sei x € H beliebig und ¢ := inf{||x — u|| : u € U}. Dann existiert eine Folge (u,),en aus U,
so dass ||x — uy,|| — 6. Nun gilt in jedem Vektorraum mit Skalarprodukt die Parallelogramm-
gleichung, d.h.

2([all* + 161%) = lla = bl* + la+bl*,  (a,b€H).

Wenden wir dies an mit a = u, — x,b = u,, — x, so folgt

2(|[ot — (| 4+ Nty = x1%) = ot — i |* + |1t + 0 = 2x|1*,  1,m € N,
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Da 5 (uy + uy) € U, folgt hieraus

2

E(u,1 +Upy) — X

< 2 |lup — x||* + 2 ||ty — x|)* — 462

1
it — 2 = 2 s = 2] 2 [t —x\\2—4]

Hier geht die rechte Seite (wegen ||u, — x|| — 6) fiir n,m — oo gegen 0, d.h. (u,),enN ist eine
Cauchy-Folge, die im vollstindigen Raum #H konvergieren muss. Wir setzen

ug := lim u,,.
n—oo

Da U abgeschlossen ist und u, € U,n € N, gilt, ist auch 1y € U. Nun sei v := x — ug, so dass
X = Ug + 0g.

Es bleibt zu zeigen, dass vy € U+ gilt. Dazu betrachten wir fiir ein beliebiges u € U und ein
noch zu wahlendes a € K die Funktion

£:10,00) = [0,00),  £(t) = flog + tau>.
Nach Definition von 1 und é hat diese Funktion ein Minimum in t = 0 (ndmlich 6%), denn
vo+tau = x — (up — tau) und  wuy— tau € U.
Also muss auch f’(0) = 0 gelten. Da
F(t) = (vo + taw, vo + taus) = |joo||* + £ a| ||u]|* + £ (e, v0) + (vo, ane))
= ||ool|* -+ £ | |jul|” + 2t Re(a (1, v0)),

gilt also
f'(0) = 2Re(a (u,v9)) = 0.

Nun wihlen wir &« = (1, v9) und sehen, dass
|{u,v0)[* =0

gilt, d.h. (u,vp) = 0. Da u € U hier beliebig war, folgt vy € U*.
2. Schritt: Eindeutigkeit

Fir u,u’ € H gelte
@(v) = (v,u) = (v, u')

fiir alle v € H. Dann folgt auch (v, u — u’) = 0 fiir alle v € H. Fiir die Wahl v = u — 1’ folgt

<u—u’,u—u/>:Hu—u/H2:0 alsoauch u—u'=0 bzw. u=u'

3. Schritt: Existenz
Ist ® = 0 die Nullabbildung, so konnen wir u = 0 wahlen. Nun sei ® # 0 und
U := Kern(®) := & 1({0}).

Aufgrund der Linearitit von @ ist dies ein Unterraum von H und aufgrund der Stetigkeit
von @ ist dieser abgeschlossen. Nach Schritt 1 gilt also H = U @ U*. Ware U+ = {0}, so
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miisste H = U, d.h. & = 0 gelten. Da wir annehmen, dass dies nicht der Fall ist, existiert also
0 # w' € U™ (fiir das dann w’ ¢ U also ®(w') # 0 gilt). Fiir w := ﬁ -w' € Ut gilt damit
aufgrund der Linearitit ®(w) = 1. Ferner folgt v — ®(v)w € U fiir alle v € H, denn

P (v—P(v)w) =P(v) — P(v)P(w) = P(v) — P(v) =0.

Da w € U™ folgt somit mit der Wahl u := ”2”2 -w fur alle v € H:
1
(o,u) = (o, w)
wl?
1
= 5 ((v —O(v)w,w) + (@(v)w,w))
N———
ol -
1
=T (@) [[wl*) = @(v)

117
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Symbolverzeichnis

° at =
¢ 9= a%i,aij = 0,0;,07 = ;i

o

o 0%:=0{'...9%" fiir einen Multiindex a = (ay,...,a,) € NZ. Hierbei ist 0%u := u.

* |a| := w1 +...+ &, - Ordnung des Multiindex & = (a1,...,ay)

o Vu:=Vyu:= (01u,...,9,u)" - Gradient von u : R* — R.

e div ¢ :=divy ¢ := YI' ; 9;¢; - Divergenz von ¢ : R" — R"

o A:=A,:=divV:=09?+...+ 9?2 - Laplace-Operator

e v(z) - dulere Normale an z € 9Q)

e dyu(z) := (Vu(z),v(z)) - Ableitung von u im Punkte z in Richtung der dufleren Normalen v(z)
e 0 = op - Oberflichenmafs auf B

e dx := dA"(x) - Integration gegen das Lebesgue-Maf

e (.,.) - Skalarprodukt. Sowohl fiir das euklidische Skalarprodukt in R” als auch fiir das Skalar-
produkt in L, (Q)) benutzt

o (f,8h:= [ Vf(x)Vg(x) dx

o |x|:=|x|, = (T{y x,%)l/2 - euklidische Norm von x = (x1,...,x,) € R"
1/p
o |xl, = (Eia i)

e B(x,r):={y € R":|x —y| < r} - offene r-Kugel um x € R”"

e Blx,r]:={y € R": |x —y| <} - abgeschlossene r-Kugel um x € R"

* wy, :=A"(B(0,1)) - Volumen der Einheitskugel im R”"

e 0(9B(0,1)) - Fliche der Einheitssphire im R”

e C(Q) - stetige Funktionen u : ) — R

e Cu(Q)) - stetige beschrénkte Funktionen u : O — R

* C(Q) - stetig auf Q) fortsetzbare Funktionen u : ) — R, Fortsetzung wird auch mit u bezeichnet

e CF(Q) - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : Q) — R, d.h. 9*u existiert und ist stetig fiir
alle € INjj mit |a| <k

e C®(Q) := MkenCF(Q) - glatte Funktionen u : O — R
k

.
@

- Vo € N2 mit |a| < k besitzt 9%u stetige Fortsetzung auf ()
Q) - Funktionen f € CK(Q) mit f|yn = 0.

(;R") - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : ) — RR"
0O;C

) - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : ) — C
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supp(¢) := {x € Q: ¢(x) # 0} - Trédger von ¢ € C(Q)

Cc(Q) := {9 € C(Q) : supp(¢) kompakt } - stetige Funktionen mit kompaktem Trager
CHQ) == C.(Q) N CrQ)

D(Q) := C(Q) - Raum der Testfunktionen

D'(Q)) - Raum der Distributionen iiber ()

L£¢(Q) :== {f : Q — R messbar | [, |f(x)|dx < oo fiir alle K C () kompakt }
us - regulére Distribution zur Funktion f € Lie(Q)

Or = {x € Q:Blx,R] C O} = {x € Q:d(x,0Q) > R} fiir O C R"

@ * f - Faltung

L - Fundamentallosung der Laplace-Gleichung

Vi(x) = [ L(x —y)f(y) dy - Newton-Potential von f : O — R

G = Gq - Greensche Funktion zu ()

W = 9d; — A, - Wéarmeleitungsoperator

C* (2 x (0,T)) - stetige Funktionen u(x,t) auf Q x (0,T), die bzgl. x zweimal und bzgl. ¢t
einmal stetig differenzierbar sind

Qr:=0Qx(0,T) - Zylinder in R" x R

O := 9? — Ay - d’Alembert Operator

C(xo, to) == {(x,t) € R""1:0 < t < to,x € B(xo,to — t)} - Abhéngigkeitskegel
(1, p) - Wirkung der Distribution u € D’(Q)) auf der Testfunktionen ¢ € D(Q)
H = 19, - Heaviside-Funktion

0o - Delta-Distribution

P(0) - lin. Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten zu P € Rx, ..., x4]
F - Fundamentallosung zu P(0)

L. - kompakt getragene Elemente aus L;

(W™P(Q),[-|l,,,,) - Sobolev-Raum der Ableitungsordnung m und Integrationsordnung p
H™(Q) = W"2(Q)

tr(u) - Spur von u € W7(Q)

Wy (o) = oy ™
Hy (Q) = Wg"(Q)

— div(AV) - Operator in Divergenzform
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