Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Sei E C C eine Menge. Eine Funktionenfolge auf E ist eine Folge { f,}°2; von Funktio-
oo

nen f,: E — C, und eine Funktionenreihe auf F ist eine Reihe der Gestalt » wu,(x)
n=1

von Funktionen u,: £ — C.
o0
Beispiel 8.1. Die Ausdriicke {2"}7°; bzw. > 2™ beschreiben eine Funktionenfolge

bzw. -reihe mit f, = u,: C — C, fy(z) = 2™ "=

8.1 Punktweise und gleichmiBige Konvergenz

Definition 8.1. Man sagt, dass eine Funktionenfolge {f,} auf E punktweise gegen
eine Funktion f: E — C konvergiert, wenn

fn(z) — f(x) Ve e FE
gilt, und dass diese Folge gleichm&fig auf E gegen f konvergiert, wenn

sup| fo(2) — £(z)] — 0

zeE
o0
gilt. Fine Funktionenreihe >, un(x) auf E konvergiert punktweise bzw. gleichmdfig, falls
n=1

dies auf die Folge ihrer Partialsummen {Sg} mit Sy = w1 + ug + - -+ + ug zutrifft. Bei
gleichmdfSiger Konvergenz schreibt man oft f, = f.

Satz 8.1. Fine auf E gleichmdf$ig konvergente Funktionenfolge oder -reihe konvergiert
auch punktweise.
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Diese Aussage ist trivial, denn gilt sup}fn(x) - f(x)} — 0, so gilt ’fn(m) - f(x)’ — 0
el
insbesondere fiir jedes einzelne x € E.

Beispiel 8.2. (1) Die Folge {f,} mit f,(x) = 2™ auf E = [0, 1] konvergiert punktweise

gegen f mit
0: z€][0,1),
y flx) =
1+ 1: z=1.
I3
fi Es liegt aber keine gleichmiBige
fa Konvergenz vor, denn es gilt
— sup ‘xn—f(x)lzl Vn 2 1.
17 z€(0,1]

1 1 1
(2) Fiir die Folge {f,} mit f,(z) = L auf £ = (0,1] gilt f,, = f mit f(z) = =
denn

z 1
sup [fu(z) = f(z)| = sup = =—-—0
2€(0,1] ze(0,] T
(3) Sei f,, wie in der Abbildung auf E = [0, 1] erklért:
Yi
n2t
I i :

Es gilt f, — 0, aber f,, = 0 ist falsch, denn

sup |fn(z) — 0| = n? — oco.
z€[0,1]

Wir haben
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o0
(4) Betrachte die Funktionenreihe Y 2" auf E = D := {z € C : |z| < 1}. Fiir die
n=0
Partialsummen dieser Funktionenreihe gilt bekanntlich
I 1
k
= D.
1-=2 1o z vee

Die Reihe konvergiert in D punktweise, aber nicht gleichméfig gegen 1le> denn

sp(z)=14+24---+2

1
1—2z

V

k _ 1|k k

= sup 12 = ‘1 k|1 :/c(l—l) — 00.

T R T (S| ;
—_————

—e~ 1

sk(z) —

sup
zeD

Firr alle z € rD := {z € C : |z| < r}, r € (0,1), liegt aber auch gleichméBige
Konvergenz vor, denn

sk(z) — !

1—2z

sup
zerD

Satz 8.2 (Majorantensatz). Es seien {c;}72, eine reelle Folge mit ¢, > 0 fir alle k,
o

ugp: B — C und gelte ‘uk(a:)’ < ¢ fir alle x € E und alle k. Ist die Reihe ) cx
konvergent, so konvergiert die Reihe Y ui(x) auf E gleichmdfSig. =1
k=1

Beweis. Betrachte die Partialsummen S, := i ¢, und fp(x) = i ug(z). Sei e > 0
gegeben. Da {S,,} konvergiert, also eine CAUC];{:\}—Folge ist, existier]g:elin N = N(e) mit
e> S, —Spl=cn+-+emy1 YnomeN:n>m=N.

Fiir diese n und m gilt dann also
a(@) = Fon(@)] = [n(@) + - + 1 (@)] £ Jun(@)] + -+« + [t (2)]
Senttomyr <e

o0
Nach Satz 8.2 konvergiert { f,(z)}, also die Reihe Y ui(z), gleichméBig. O
k=1
. . . =sin(nz) . |
Beispiel 8.3. Die Reihe Z 5— ist infolge
n=1 n
> |sin(n x) < =1
Z 2 = Z ) < 0 VreR
n=1 n=1

auf ganz R gleichméfig konvergent.
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8.2 Eigenschaften der Grenzfunktion bzw. der Summe

Seien die Funktionen f,,: E — C stetig (integrierbar oder differenzierbar) und gelte
fn — f.Ist dann f ebenfalls stetig (integrierbar oder differenzierbar)?

Zur Stetigkeit

Seien die Funktionen f,: £ — C in xg € F stetig und gelte f, — f. Dann gilt
f ist stetig in g <= lim f(x) = f(x0)
T—T0
< lim lim f,(z) = lim f,(x0)
Tr—To N—00 n—oo
<= lim lim fy(z) = lim lim f(x).

T—Ty N—00 n—00 T—TQ

Das Problem, ob f in xzqg stetig ist, ist also das Problem, ob zwei Grenzwertprozesse
vertauscht werden konnen.

Beispiel 8.4. Wir betrachten f,(z) = 2™ auf [0, 1]. Dann gilt f, — f punktweise mit

0: z€][0,1),
1: z=1,

siche Beispiel 8.2 (1). Es ist f,, auf [0, 1] stetig, f jedoch nicht.

Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge ist also zu schwach, um die Stetigkeit auf
die Grenzfunktion hiniiber zu retten.

Satz 8.3. Seien die Funktionen f,: E — C in xg € ENE' stetig. Gilt f, = [ auf E,
so ist f in xg ebenfalls stetig.

Beweis. Seien §,¢ > 0 gegeben. Wir haben

|f(@) = f(zo)| £ |f(z) = fa(@)] + | fulz) = falz0)| + | fal2o) — f(z0)]

it
. |f(@) = fa(z)] £ 5§  Va € Eundn=ng (wegen fr, = f),
| fu(xo) — f(xo)| £ 5 fiir n = ny,
|fa(@) = fu(@o)| £ 5 firn=noundVz € E: [z — z0| <.

Fiir alle € E mit |z — 0| < & ist somit | f(z) — f(20)| < e. Nach dem e-6-Kriterium
der Stetigkeit ist f also in xg stetig. O
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Korollar 8.1 (zu Satz 8.4). Seien die Funktionen u,: E — C in xg € ENE’ stetig.
oo

Konvergiert die Reihe Y un(x) gleichmdfig auf E, so ist ihre Summe s in xq stetig.
n=1

n

Beweis. Man wende Satz 8.4 auf die Folge der Partialsummen S, := ) ug(x) an. O
k=1

Zur Integrierbarkeit

Seien f,, € R[a,b] und gelte f,, — f auf [a,b]. Ist dann auch f € R[a, b] und gilt

b b

b
tin [ fo(e)do = [ f@)do = [ lim fuo)d

n—oo

a a

d. h. kann man Integration und Limesbildung vertauschen?

Beispiel 8.5. Betrachte die in der Abbildung dargestellte Funktion f,, auf [0, 1]:

Y4
a(n) T

1 x

S =

Es gilt f, — 0 punktweise auf [0, 1]. Es ist aber fiir

1 1

a(n) = n ful)de = 5 o= = [ f)dz =0,
0 0
1
a(n) = n? fn(:v)dx:%%nQZgﬁoo,
0
L n
a(n) = (—1)"n: /fn(x) der = % konvergiert nicht.

0
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Punktweise Konvergenz ist also wiederum zu schwach.

Satz 8.4. Seien f, € R[a,b] und gelte fr, = f auf [a,b]. Dann ist f € Rla,b] und es gilt

b b
/fn(x)dxﬁ/f(x)dx.

Beweis. Wir zeigen zunéichst f € Ra, b]. Dazu sei € > 0 vorgegeben. Nach dem Beweis
von Satz 7.2 reicht es zu beweisen, dass es eine Zerlegung P von [a,b] mit O(f, P) —

U(f,P) < e gibt. Sei hierzu § := ﬁ Wegen f, = f auf [a,b] gibt es ein ny mit
—a

| fao () = f(x)| < & fiir jedes z € [a,b], d.].

fro(x) =6 < f(x) < fao(x) +6  Va € la,b].
Fiir jede Zerlegung P von [a, b] folgt daraus

O(f, P) = O(fng; P) + 0 (b= a) = O(fny, P) + 3
und analog U(f, P) 2 U(fng, P) — £, d.h.

O(f, P) = U(f, P) £ O(fng, P) = U(fugs P) + %.

Wegen fn, € R[a,b] gibt es eine Zerlegung P von [a,b] mit O(fn,, P) — U(fny, P) < 5,
also
O(f,P)-U(f,P)<:+%=c.

Damit ist f € R[a, b] gezeigt. Schlieflich ist

b b b

[ @y = [ f@ras| = | [ (sula) = £(a) o] < /b Fal@) — f(2)] da

a a a

A

sup ‘fn(az) — f(:c)} (b—a)—0.
z€[a,b]



7 8.2 Figenschaften der Grenzfunktion bzw. der Summe

Korollar 8.2 (zu Satz 8.5). Seien w, Funktionen aus R[a,b] und mdge die Reihe

o0
> up(x) auf [a,b] gleichmdfig konvergieren. Dann gehdrt auch ihre Summe s zu R[a, b]

n=1
und es gilt
b o b
ftaraa=3 fute
o n=1
Beweis. Man wende Satz 8.5 auf die Partialsummen der Funktionenreihe an. O

Zur Differenzierbarkeit

Seien die Funktionen f,, in E differenzierbar und gelte f, — f. Folgt daraus schon die
Differenzierbarkeit von f und

lim if (z) :if(a;) i lim f,(z)?

n—oo dx dz dx n—oo
Es geht also um die Vertauschbarkeit eines Grenzwertprozesses mit Differentiation.

Beispiel 8.6. Fiir f,(z) = sin(n2)

giert nicht fiir jedes z € [0, 1].

auf [0, 1] gilt f,, = 0, aber f] (z) = cos(n x) konver-

Hier ist also sogar die gleichméfiige Konvergenz zu schwach.

Satz 8.5. Seien f, € Ct[a,b] und gelte
a) {fn(xg)}zozl konvergiert fir ein xo € [a,b],
b) {fl}>2, konvergiert gleichmdf$ig auf [a,b] gegen eine Funktion .
Dann gilt
1. {fn}22, konvergiert auf [a,b] gleichmifig gegen eine Funktion f € C'[a,b],

2. fl =1
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Beweis. Setze f(x) := [ ¢(t) dt. Nach Satz 8.4 ist ¢ € C[a, b] und nach dem Hauptsatz
der Differential- & Integralrechnung gilt f € Clla,b] sowie f' = . Damit ist auch
2. gezeigt. Wir haben

T

Fale) - f(@)] = /(f (1) - (1)) dt </\f (1)) dt

a

A

sup | f(t) — o(t)] (b — a) = 0(1),
te(a,b)

woraus sich 1. ergibt. ]

Satz 8.5 gilt auch, wenn man statt der stetigen Differenzierbarkeit nur die Differenzier-
barkeit der f, fordert. Dann ist der Beweis aber aufwindiger.

Korollar 8.3 (zu Satz 8.5). Seien u, € Ct[a,b] und gelte

a) Die Reihe Y un(zo) konvergiert fir ein xo € |a,b],

n=1

b) die Reihe Y ul (x) konvergiert gleichmdfig auf [a,b] und hat die Summe o.

n=1

Dann qilt

1. Die Reihe ) upn(z) konvergiert auf [a,b] gleichmdif$ig und hat die Summe s €
n=1
Clla,b),

2. i ul, (z) = §'(x) fir alle z € [a,b].

n=1

Beweis. Wende Satz 8.6 auf die Partialsummen der Reihe an. O



Fourier-Reihen

P. du Bois-Reymond

D. Jackson P. Laplace
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9.1 Der Begriff der Fourier-Reihe

Definition 9.1. Funktionen der Gestalt

a - = .
30 + ;ak cos(kx) + ;bk sin(k x) (9.1)

oder der Gestalt

n

> cpelhT (9.2)

k=—n

mit ag, b, cx, € C heiffen trigonometrische Polynome (vom Grad n).

Satz 9.1. Die Menge aller Funktionen der Gestalt (9.1) ist gleich der Menge aller Funk-
tionen der Gestalt (9.2).

Beweis. Wir haben

ikx —ikx ikx —ikx
e"" +e . et —e
cos(kx) = —y sin(kx) = —
fiir £ € Z und
eth® = cos(kx) +isin(kx), e *% = cos(kx) —isin(kz)
fiir k = 0. a

Satz 9.2. Ist f(x) durch (9.1) bzw. (9.2) gegeben, so gilt

2 2
1 1
ar = /f(l‘) cos(kx)dx, b= /f(:r:) sin(k x) dz
s s
0 0
bzw.
1 2m
ck = /f(x) e FTdg,
2m
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Beweis. Es gilt

1 T 1 n 2m 1 n 2w
%/f(m) e kT gy — Py Cg/eiecn e~ kT 34 — o Z Cg/ei(é—k)z
0 l=—n 0 {=—n 0
27
ck/cmzce e
l#£k 0
Analog zeigt man die Formeln fiir a; und by. ]

Definition 9.2. Funktionenreihen der Gestalt
+ Zak cos(kx) + Y by sin(k x) (9.3)
k=1

oder
Z ¢y eth® (9.4)
k=—0o0

mit ag, by, cr € C heiffen trigonometrische Reihen. Die Summen der Reihen (9.3)
und (9.4) definiert man als die Grenzwerte von (9.1) bzw. (9.2) fir n — oc.

Definition 9.3. Sei f € R[a,b]. Die in Satz 9.2 angegebenen komplexen Zahlen ay, by
und ¢, nennt man die FOURIER!-Koeffizienten von f und die mit diesen Koeffizienten
gebildeten Reihen (9.3) und (9.4) nennt man die FOURIER-Reihen von f in reeller
bzw. komplexer Darstellung. Man schreibt dann hdufig

oo
~ —1—2 ag cos(k x) + by sin(kz)), f(z) ~ Z cp etk
k=1 =

Wir halten folgende Analogien fest:

1Jean Baptiste Joseph FOURIER (1768 - 1830), franzosischer Mathematiker und Physiker. Beschiftigte
sich u.a. mit der Warmeausbreitung in Festkorpern. In diesbeziiglichen Abhandlungen tauchten
erstmals seine FOURIER-Reihen auf.
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(algebraische) Polynome
Potenzreihen
TAvLOR-Koeffizienten
TAYLOR-Reihen

Es stellen sich folgende Fragen:

11117

trigonometrische Polynome,
trigonometrische Reihen,
FouRrIER-Koeffizienten,
FouRrIER-Reihen.

1. Fir welche x konvergiert die FOURIER-Reihe einer Funktion f und in welchem

Sinne (punktweise, gleichmifig, etc.)?

2. Wenn die FOURIER-Reihe konvergiert, was ist ihre Summe? Ist die Summe gleich

f(x)?

Die Konvergenz von FOURIER-Reihen ist weitaus delikater als die von TAYLOR-Reihen.
Konvergenz trigonometrischer Polynome entspricht etwa der Frage nach der Konvergenz
einer Potenzreihe auf der Konvergenzkreislinie (denn 3 ay, 2¥ wird fiir z € C mit |z| =1

zu Yy ayelh?).
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9.2 Orthogonale Funktionensysteme

Wir bezeichnen mit ®L?[a, b] den linearen Raum ®[a, b] mit dem Skalarprodukt

b
(fg) = /f(sc)g(m)dx Vf.g € Ra, .

Ein System {p} von Funktionen aus ®R[a,b] heit ein Orthogonalsystem bzw. ein
Orthonormalsystem, wenn {¢;} ein solches in RL2[a, b] ist, wenn also (o, @) = O fiir
k # £ bzw. (o, pe) = Ope gilt.?

Beispiel 9.1. (1) In ®L?[a, b] sind

1 0o
{ eikx}
V2T k=—o00

(gt oo}

Orthonormalsysteme.

oder auch

oo

(2) Die LEGENDRE-Polynome {Pn(x)}n:() mit

1 dm
Pol) =5l @

(2> —1)"], =ze[-1,1],

bilden ein Orthogonalsystem in RL2[—1, 1].

Definition 9.4. Sei {¢r} ein Orthonormalsystem in ®RL%[a,b]. Fir f € ®la,b] heifen
die Zahlen

b
fio 1= (fr 00) = / f(2) on(@) dz

die FOURIER-Koeffizienten beziiglich des Systems {¢i} und die Reihe ) fi pr(x)
nennt man FOURIER-Reihe von f beziiglich des Systems {¢x}. k

Wir haben also f ~ > (f, o) vk.
k

1: i=k
20 = {0 Z y k7 bezeichnet das sogenannte KRONECKER-Symbol.
) ,
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9.3 Die Approximationseigenschaft der Fourier-Reihe

Sei {¢r }72, ein Orthonormalsystem in RL?[a, b]
und sei V;, := span(p1, ..., ¢pn) der von {@;}72
erzeugte lineare Unterraum. Fiir gegebenes f €
R[a,b] interessiert man sich fiir die bestmog-
liche Approximation durch eine Funktion aus
Vn, d.h. durch eine Linearkombination der
{vr}32, (siehe Abbildung) mit

A(f.V) = If = 1"l = inf 1f =gl

wobei || - || = \/{-;-).

Beispiel 9.2. Sei {¢1,...,0m+1} = {eim/\/QW}Z:,n- Man interessiert sich fiir die
bestmdgliche Approximation einer Funktion f € ®[a,b] durch ein trigonometrisches Po-
lynom vom Grad n.

Satz 9.3. Sei {pr}22, ein Orthonormalsystem in RL%[a,b], sei f € Rla,b] und setze

n n
Snf = > {f,or) pk- Ist pp := > Ok @i ein beliebiges Element aus Vi, so gilt
k=1 k=1

b b
/mw—&ﬂwﬁug/w@—mmfm,

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn 8, = (f, o) fir jedes k mit 1 < k < n ist.

In Bezug auf obiges Problem besagt dieser Satz, dass

Hf - San2 é Hf _pn||2 an € Vn

gilt, mit Gleichheit genau fiir p, = S, f. Also existiert f* und ist eindeutig bestimmt
durch f*=S,f.
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Beweis. Mit [ := fb und ) = i haben wir Folgendes:
a k=1
J15=palde= [(£=p) =) da
= [1sas— [ s~ [Foodo+ [l a.
[ o= [ Sgar = Y5 [ erde = S h i)
[Fode =3 0T,
/pn\Zdﬂﬁ:/pnmdxz/(Zéksok) <Z5€W> =000 (k1)
k l ke,
:Zék@7

/’f _pn‘Qde
= [P ae = Y5 o) - Y0 o + 3 0
I o) |” + > (fs o) (Fs on)

und somit

=0
- / A =S hon? + STI0 ) — o] [ on) — 0]
=/\f|2dx—Z!<f,sok>\2+2\<f,sok>—5k|2.

Fiir p, = Snf ist 0 = (f, o) fiir alle k£ und somit

17 = sufirar= [11Pas =3 |is o0l (9.5)
Also ist
J17=paPde= [17=SurPaz+ Ylison -0 2 [ 17 = SuffPdo
mit Gleichheit genau fir (f, o) = 65, 1 < k < n. 0

Aus Gleichung (9.5) folgt sofort
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Korollar 9.1. Fir f € Rla,b] gilt die BESSELsche Ungleichung

o b
SR s [ 1P ds
k=1 @

und damit das RIEMANNsche Lemma

fr — 0 fiir k — oo.

Ist das Orthonormalsystem {¢}7°, vollstandig (was das bedeutet, kommt in der Funk-
tionalanalysis), und die Orthonormalsysteme aus Beispiel 9.1 (1) sind vollstindig, so gilt
in der BEssELschen Ungleichung sogar Gleichheit, d.h., dann gilt die PARSEvVALsche
Gleichung

o b
5P = [ 12 e

Sie gilt sogar fiir f € L2(a,b). Das RIEMANNsche Lemma gilt auch fiir f € L(a,b)
(RIEMANN-LEBESGUEsches Lemma).
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9.4 Elementare Konvergenztheorie

Wir betrachten

n
D, (x) := Z ethe (DIRICHLETscher Kern),
k=—n
1 ,
K,(x) = i (Do(z) + Di(x) + - - - + Dp()) (FEJER3scher Kern).

Satz 9.4. Es gilt

B sin((n + %) a:)

1 1—cos((n+1)z)
2. K = K,(0) = 1
n(@) =" T—ema 0 Kn(0)=n+1,
™ ™
1 1
3. — | Dy(x)de = — [ Ky(z)dz =1,
2 2m

4. Kp(z) 20 Ve |[—m,m],

2 1
n+11-—-cosd

5. Ky(x) < fir0<é < |z S .

Beweis. 1. Wir haben

(eix_l)Dn(m):(eix_1)(eina:+.__+1_'_”_+ein:c)
:ei

iln—1)z 4ot ei(nJrl)x - efinz o einx — ei(n+1):p i

und Multiplikation mit e~1%/2 liefert

(eiz/2 - e_iz/2) Dy (x) = ol@tg)e _ o—(nt3)e
—

=2isin 7 =2i sin((n—i—%)x)

Dass D,,(0) = 2n + 1 gilt, ist trivial.

3Leopold FEJER (1880 - 1959), ungarischer Mathematiker. Forschte auf den Gebieten harmonische

Analysis und FOURIER-Reihen.
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2. Wir haben weiterhin
(n+1)K,(x )(ei’”—l)

n

—i _ i(k+1 —ika) [, —i
=(n+1 +12Dk —1)(e ”3—1)—;_[)(6( )T _e ) —1)
( i(nt+l)z 71nx + eln:t —e —i(n+1)z 4t ei3x - efi2:c . efi:r; + eix - 1) (efix - 1)

—eln® + el(n Dz 4t ol2e +eim +1— efi(nJrl)m _eTinz _

—i3x —i2z —ix ei(n—i—l)m _ ,—inz i3z i2x iz

— € — e — € e — ... — g —e —e
+eTInT eI ThT g T2y i g
-9 (n+1)x (n+1)
d. h.
() = 9 _ ol(ntl)z _ o—i(n+l)ax B 9 _ [ei(nJrl)x + efi(n+1)x]
n - - n =

(n+1)(e*—=1)(e*—1) (n+1)[1—(el* +e7io) +1]
22— 2cos((n+1) )
 (n+1)[2—2cosx]’

AuBerdem ergibt sich mit der Regel von DE L’HOSPITAL

K, (0) = 1 liml—cos((n—i—l)a:) R S (n—l—l)sir}((n—i-l):c)
n+1z-0 1 —cosx n+1z—-0 sin x
1 1
m(n—l— )cos((n+ 1) z) —
z—0 CcoS X
3. Mit
/Tr ik g 277: k=0,
e r = 1kz 2isin(kn
sl _mmm g, s
- -
folgt
17 1 <s T
3 [ Parde= 5= 3 [etran=n
“r k=—n_"_
und somit
/ 1 )
- d:L’ = /Dk 1=
n-|-1 271' —

4. Das ist klar wegen cos((n+1)z) <1, cosz < 1.
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1 1
5. Schliellich gilt 1 — cos((n +1) :L') < 2 und . < . 5 fir0< o6 = x| S
— oS T — cos
]

Wir bezeichnen mit Ry, die Menge der 2m-periodischen Funktionen auf R, die auf [0, 27]
RIEMANN-integrierbar sind, und mit Cy, die auf R stetigen 27-periodischen Funktionen,
z. B.

yt Y1

Ay
/]

fGRQW fGCQW

a+2m
Lemma 9.1. Fiir f € Ror ist [ f(z)dx von a unabhingig.
a

Bewets.
a+2m 0 at2m
/f(a:)dx:/f(a?)dsc—i—/ )dx + / [l
yi—a— i areng
:/ dx+/f dx+/fy+27rdy—/f
0 =fy

n .
Satz 9.5. Seien f € Rox und (Spf)(z) = Y. fre'*® die n-te Partialsumme beziiglich
k=—n
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{eikx/\/27r}zoz_oo. Dann gilt

(Snf)(x) = o= / f(z — 1) Da(t) dt.

27 iy
Beweis. Wegen fi, = 5= [ f(r)e "7 dr = & [ f(r)e 7 dr (nach Lemma 9.1) ist
0 —m

- 1 [ —ikT ikx 1 f - ik(z—T7
(Snf)(fﬁ):k_z_:n%/f(ﬂe kT dr etk :%/f(q') Z elk (T=7) 4

k=—n

:;T/f(T)Dn(ZL‘—T)dT [t:=2—7=dr =—di]

5 [ fe-Du = [ -0 Do

T+

Satz 9.5 besagt, dass S, f die Faltung von f mit dem DIRICHLETschen Kern ist:

Dy,

Satz 9.6 (RIEMANNsches Lokalisierungsprinzip). Das Konvergenzverhalten wvon
{(Snf)(x)}zozl fiir f € Rox hingt nur vom Verhalten von f in einer beliebig kleinen Um-
gebung von x ab. Prdziser: Sind f, g € Ror und gilt f(&) = g(&) fiir alle € € (x—¢e,x+¢),
so konvergieren (S, f)(x) und (Spg)(x) beide, und zwar mit demselben Grenzwert oder
beide konvergieren nicht.

Diese Tatsache ist erstaunlich, da man ja zur Berechnung der FOURIER-Koeffizienten die
Funktion f auch iiberall auflerhalb dieser Umgebung von x kennen muss.
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Beweis. Setze h := f — g. Dann ist h(z —t) = 0 fiir |t| < . Nach Satz 9.5 ist

(50)@) = (Su0)(x) = (Suh)@) = = [ hla—0) Dty

1 1
= [ -0 Dyt o / h(z — ) Dn(#) dt
ri<e e<fil<n
1 / h(z — t) Dy(t) dt
Cor . " ’
e<fil<n

0: t|<e
Setze H(t) := { h(z—t) g € Ror. Wir erhalten

sm(t/2) © € Sftf=m

L / h(z — ) Da(t) dt

2w "
<<

= QL /H(t) sin((n+ 3)t)dt (nach Satz 9.4)
T

1 i(n+3)t _ —i(n+)t
S O (0) |
2 2i
—T

_ QL H(t;.eit/Z it gy 2i / H(t);it/Q int gy
™ 1 ™ 1
-7

_ [H(t) eit/?] B

2i

H(t) e it/2
21 '

Letzteres ist die Differenz des —n-ten FOURIER-Koeffizienten von 4 H(t)e'"/? und des
1

n-ten FOURIER-Koeffizienten von - H(t) e”1*/2 die nach dem RIEMANNschen Lemma

gegen 0 strebt. 0

Satz 9.7 (Konvergenzkriterium von DINI*). Es sei f € Ron und fiir ein 6 > 0 gelte

dt < oo.

/5 F(@+1) + fl@ — 1) — 2£ ()]

t
0
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Dann gilt (S, f)(x) — f(z).

Beweis. Es gilt

(S.0)(a) = §() = o [ [Fla =) = @) Dalt) dt
o :

:%/[f(x—t)—f(x)] dt+/ fl@—1t) = f(x)]Dy(t)dt

0
(%)

- 5 [lUe—0-1@)D, / Flar+1) — f@)] Da(t) dt
0 0

— o [ [f@ 0+ 1@ =) = 2 @] Dafe) e
0 —g(2)

((): Substituiere s := —¢ und nenne s wieder ¢). Fiir ein £ mit 0 < & < § ist also
($.0)w) — £() = 5 [ o) Dat) e+ o [ o(t) Dafe)at

mit

€ £

1 L (o) t . 1

— Dy(tydt = — [ 22 1)t) dt,

o / (1) D)t = - / R CRIDL
0 0

und der Betrag hiervon ist nicht grofler als

—0 fiir e—0
mit einer Konstanten C fiir ein hinreichend kleines € = €9 = £¢(n). Setzen wir

Hb) {0: -7 <t < g,
a: t
sif(gs/)Q) D g <tsm,
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so wird das zweite Integral mit € = ¢

L [ ety Datyar= = [ H@sin(n+ 3)1)at,

€0 -7

und da H € oy, folgt, dass dieses fiir n — oo gegen 0 geht (RIEMANNsches Lemma).

Dieses Integral ist also fiir alle n 2 ng(n) betragsméfig kleiner als 3. Insgesamt ergibt

sich
[(Snf)(z) = f)| <3 +3=n  V¥nZmno(n)
fiir beliebig vorgegebenes n > 0. U

Definition 9.5. Eine Funktion f: [A, B] — C heifit HOLDER®-stetig, wenn es a €
(0,1] und M € (0,00) gibt mit

[f@) = fW) =Mz —y|* Va,yelAB]

Die Zahl o heifst HOLDER-Exponent.

Im Fall a = 1 spricht man von LIPSCHITZ%-Stetigkeit.
Seien f: [A,B] - Cund 0 < a < # < 1. Dann gilt:
f LipscHITZ-stetig = f HOLDER-stetig mit § = f HOLDER-stetig mit a« = f stetig.
In der Tat, aus | f(z) — f(y)’ < M |z —y| fiir alle z,y € [A, B] folgt
[f(@) = fW S Mz —y" Ple—ylP =M (B-A)" |z -y’
=M’
fiir alle z,y € [A, B]. Analog zeigt man die anderen Implikationen.

Geniigt f einer HOLDER-Bedingung mit « > 1, so ist f automatisch konstant, denn
|[f(@) = fy)| < Mz —y|'"* Va,ye A B
= ‘f(l‘)—f(y)' S Mz —y|*—0firz —y (y € [A, B] fixiert)
r—=y

= f'(y)=0 Vyel[A D]
—> f = const.

5Otto HOLDER (1859 - 1937), deutscher Mathematiker. Er lieferte grundlegende Beitrige zur Gruppen-
theorie.

SRudolf LipscHITZ (1832 - 1903), deutscher Mathematiker. Forschte in vielen Gebieten der reinen und
angewandten Mathematik.



9 FOURIER-Reihen 24

Beispiel 9.3. (1) Die Funktion f(z) = \/x, z € [0, 1], ist stetig, aber nicht LIPSCHITZ-
stetig. Denn wiirde f einer LiPSCHITZ-Bedingung, etwa

VE = VB £ M — o = MV + VBlVE -V

fiir alle 2,y € [0, 1], geniigen, so folgte daraus der Widerspruch

1
Mé\/fqt\/gﬂOfﬁrx,yHO.
Diese Funktion ist aber HOLDER-stetig mit o = %, denn fiir x > y gilt

0: =0
(2) Betrachte f(z) = r=0 .
1/logz|: 0<z= 3.

Geniigte sie einer HOLDER-Bedingung, so wiirde insbesondere

Diese Funktion ist nicht HOLDER-stetig.

|f(55) _f(o)‘ < M|x—0]% also < M z™

log x|

gelten, woraus sich der Widerspruch

1
Méxa [logz| — 0 fiir v — 0

ergidbe. Aber f ist natiirlich stetig.

Satz 9.8. Sei f € Rar in einer (beliebig kleinen) Umgebung von © HOLDER-stetig. Dann

gilt (Snf)(x) — f(z).

Beweis. Wir haben ‘f(tl) - f(tg)‘ < M |tp — t2|® und damit

|flx+t)+ flx—t) — 2f(2)] Uw+w—fwﬂ+kﬂ@—f@—ﬂ\
' M ¢ %M“_2M '
t * t el

A

[IA

6
dt
Wir wissen aber, dass / prrs < oo gilt. Die Behauptung folgt also aus Satz 9.7. ]
0
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Ist also f ein , bisschen“ besser als stetig, so konvergiert die FOURIER-Reihe. Stetig-
keit allein reicht nicht aus (dies wurde 1876 von DU BoIS-REYMOND’ bewiesen). Ein
funktionalanalytischer Beweis dessen:

($.0)0) = 5= [ (=0 Dafe) e

definiert ein Funktional Sy: Car — C fiir jedes n. Wére nun {(S, f)(())}:;o fiir alle
/€ Car konvergent, so wiirde nach dem Satz von BANACH-STEINHAUS sup ||.S,|| < oo

folgen. Wir haben aber n=20

/Tr sin((n—i—%)t) &

int
sin 35

1 T 1 7 1
IS0l = = [ 1Da0)]dt = [|Dato)]at =~
J / J

™

2 1/ ‘Sin((n:— %) t)‘ dt [:17 = (n + %) t}
s L
0 2
(n+%)7r (n—i—%)ﬂ
_2 / |SH;$| 11(191;:z / MY 4z — oo fiir n — oo
™ , @ n —+ 5 s ; x

Bei Funktionen, die nur stetig sind, hilft folgender Trick. Anstelle von (S, f)(z) betrach-
tet man die sogenannten FEJERschen Mittel

ruf)e) = SNETENE L+ Eu)

Der Hintergedanke ist die CESARO®-Summation:

. . artax+---+a
lim a, = a = lim " —a.
n—oo n—oo n

n

Beweisidee. Man zeigt zunéchst, dass b, = % > ap gegen 0 geht, falls a,, — 0. Gelte
k=1

dann a,, — a fiir ein beliebiges a € R, und betrachte a), := a,, — a. Dann folgt b/, :=

"David Paul Gustave bu Bois-REYMOND (1831 - 1889), deutscher Mathematiker. Theorie der Diffe-
rentialgleichungen. Zeigte in einer Arbeit aus dem Jahre 1873 die Existenz einer stetigen Funktion,
deren FOURIER-Entwicklung in einem Punkt divergiert (und widerlegte damit eine Vermutung von
DIRICHLET). Gab als erster einen strengen Beweis des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

8Ernesto CESARO (1859 - 1906), italienischer Mathematiker. Abhandlungen zu Themen aus Arithmetik,
Funktionentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Differentialgeometrie. Er interessierte sich auch
fiir Zahlentheorie und trug zur Verbreitung der MAXWELLschen Elektrodynamik bei.
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n
LS a, =b,—a—0.
k=1
a1 +az+ -+ an

Es kann aber sein, dass fir n — oo konvergiert, obwohl die Folge

n
{a,} divergiert.
o0
Beispiel 9.4. Wir betrachten die Reihe »  (-1)" = 1—-1+41— 14 ---. Die Folge
n=0
ihrer Partialsummen {1,0,1,0,...} divergiert, aber ihre CESARO-Mittel sind ungefihr
In 1
n 2 2

Satz 9.9 (FEJER). Fiir f € Cor gilt (00 f) = f auf R.

Beweis. Wir haben

1 n
ESPS (Skf)(x

1 n 1
:Qﬂ(nm_/ﬁf(x—t) kZ:ODk(t) dtz%_/ﬁf(ar—t)Kn(t)dt

~—
=(n+1)Kn (1)

(onf)(x) = n+12/fx—t Dy(t

und damit nach Satz 9.4, Punkt 4

™

/[f(x—t)—f(x)] 1 dt </\f ) f()| Kalt) dt.

™

1

[(onf)@) = F(@)| = 5

Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 mit
’f(x—t) - f(x)} < § fir [t| <6 und Vo € R,

da f auf R gleichméfig stetig ist. Es folgt

8 5
1 1
%/mwﬂamme@;%/m Jar<Sa=%
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Nach Satz 9.4, Punkt 5, ist des weiteren

1 2M
Py /|f(:r—t)—f(m)‘Kn(t)dt§2 / K, (t)dt mitM::ma]E}l(f(a:)
T i z€
[t|>0 [t]>0
M 2 1
< — — ——dt
- o / n+11-—-cosd
[t]|>d
M 2 1 €
< . (2r—-2) < -
_7rn—|—11—(:os<5(7T )<2

fiir alle n = no(e). Somit ist |(onf)(z) — f(x)| < ¢ fiir jedes z € R und fiir alle n =
no(e). O

Korollar 9.2 (zu Satz 9.9). Besitzen f,g € Cor die gleichen FOURIER-Koeffizienten, so
qgilt f =g.

Beweis. Dies folgt wegen o, f = 0,9 aus Satz 9.9 O
Korollar 9.3 (zu Satz 9.9). Ist f € Cor und gilt fr, = 0 fiir alle k € Z, so ist f = 0.
Beweis. Wende Korollar 9.2 mit g = 0 an. O

Korollar 9.4 (zu Satz 9.9). Sind f,g € Cor, so gilt

1. Konvergenz der FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel:
2
J1r@ = (Sup) @[ do =0 fir n - o
0

2. PARSEVAL?sche Gleichung:

27
o [ f@5@dz =Y fa
3 keZ
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28
und insbesondere
/\f ) do = 1Al
keZ
Beweis. 1. Nach Satz 9.3 gilt
2m
2
J17@) = @) as < /}f e f) @) da
0
und aus Satz 9.9 folgt
2m
/{f — (onf)(x ‘ dz £ max |f(z) (anf)(:c)}z/dm.
x€([0,27]
0
—0 fiir n—oo0 ~—~
=27
2. Dies folgt aus
2m
1kx _ —1kx
2 [Sah@ dw—Zf/ 7 di = ka/ (2) dz
0 k=—n k=—n
= Z i
k=—n
und
1 27 1 21
or [ F@ 5@ e o / (8.0)(@) g do < 5 [17(@) = (Suf) (@) g(a)| da
0 0
1
2 2 27 2
21 2 2
= oo | [ @) = (Suf)(@)]" da |9(z)|" dz
0 0
—0 fiir n—oo <€o
=0(1) (n — o0)
(*: Anwendung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung).
O

9Marc-Antoine PARSEVAL (1755 - 1836), franzosischer Mathematiker. Veroffentlichte seine PARSE-
VALsche Gleichung ohne Beweis, da er die Aussage fiir offensichtlich hielt.
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Die Korollare 9.2 und 9.3 gelten sogar fiir f € L(0,27), das Korollar 9.4 gilt auch fiir
f € L2(0,2m).

Schliellich noch zwei Sitze, die wir hier nicht beweisen wollen.

Satz 9.10 (DIRICHLET, JORDAN). Ist f € Roy stiickweise C*, so gilt

flx—0)+ f(z+0)

(Snf)(@) >

Vz € R.

Dieser Satz gilt auch fiir Funktionen von beschrinkter Variation. Sei f auf [a, ]
definiert und sei a = zy < 1 < -+ < x, = b eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Ist nun

die Menge aller Zahlen v mit v := > ‘ flay) = f (azi_l)‘ fiir alle moéglichen Zerlegungen
i=1

von [a,b] von oben beschrinkt, so heift f in [a,b] von beschréinkter Variation (siche
z. B. Fichtenholz, Nr. 567).

Satz 9.11 (LipscHITZ). Ist f € Ror und ist f HOLDER-stetig auf [A, B], so konvergiert
Snf gleichmdfig gegen f auf jedem Intervall [a,b] C (A, B).
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9.5 Beispiele

Ist f € Koy gerade, f(z) = f(—x), so ist b, = % f f(x)sin(nx)dz = 0, d. h. wir haben

[e.@] 1 7r
) ~ % +) ancos(nz),  an = = / f(z) cos(nz)dx
n=1 -

Gerade Funktionen lassen sich also in eine Kosinuareihe entwicklen. Fiir ungerade Funk-

tionen, f(z) = —f(—=x), aus Ro, ist a,, = f f(z)cos(nz)dr = 0 und wir erhalten eine

reine Sinusreihe

x) ~ Z by sin(n ), by, = % / f(x)sin(nx) dz
n=1 -

Beispiel 9.5. (1) f(z) =z fir -7 <z < 7.

Y
1 Die 2m-periodische
T %
Fortsetzung f von f
ist ungerade und es
1 1 L gilt f € Rox \ Cor. Sie
/ ‘ 7} g lasst sich also in eine
Sinusreihe entwickeln.
Wir haben
1 1 -
by, = — / zsin(nx)dr = —x cos(n z)
7r 7 n
—Tr
r 2 1" 2
_ o) + — [ cos(nx)dr = Jam (=D (=)™ =,
nm . N7 nm n

Fir —7m < # < 7 ist die Bedingung aus Satz 9.7 (DinI) erfiillt,

; t) t) —2 ;
/\x+ (x—t) — a;\ /Odt:O’
0

0
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9.5 Beispiele

(2)

d.h. die FOURIER-Reihe konvergiert fiir alle z € (—m, ). Wir erhalten
g9 (sinx _ sin(22) n sin(3z)  sin(4z) L. > ‘

1 2 3 4
Fir x = 7 ergibt dies

1 1

E =1 } + 1 _ 1 +

4 3 5 7 9 11
Dies zeigte LEIBNIZ 1673 (als 27-Jéhriger) auf anderem Wege. Dies faszinierte ihn
dermaflen, dass er seinen Anwaltsberuf an den Nagel hing, um sich fortan der Ma-

thematik zu widmen.

f(x)=2%fir -r <2z <

Die 27-periodische Fortset-
zung f von f ist gerade \ 7T /\ /
und aus Cor. Fiir x # 7 ist

T
<{

[(z+ )2+ (z — 1)? — 22|
t

= 2t, und fiir x = 7 ist

Flw+1t) — flz—t) — 2f — )2+ (7 —t)2 — 272
FECRR e [ Gty G e
Damit ist das Kriterium von DINI {iberall erfiillt. Fiir die FOURIER-Koeflizienten
gilt
17 9
ag = — / 22dr = =
s 3
—Tr

und fiir n = 1 ist

K s s
1 1 i 1
an = — /332 cos(nz)dr = — /m2 dM =—— [ 2zsin(nz)dz
m m n nmw
— —T -
2 2 4
=S (=) Z = (-1 =
= ()M S = (1
Also gilt

12 22 32 42

2 <cos:c cos(2x)  cos(3x) COS(4$)i...>,
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(3)

Fiir x = 7 erhalten wir

= ”2—1+1+1+1+
6 32 2

Die Frage nach der Summe von Z n% =1+ 2% + 3% + 4% + .-+ trat erstmals
n=1

1644 bei Pietro MENGOLI (1626 - 1686, italienischer Mathematiker) auf. Nachdem

o0
LEIBNIZ 1673 die Summe der Reihe ) (2n le berechnete, behauptete er 6ffentlich,

n=0
jede beliebige Reihe aufsummieren zu konnen. Dies kam auch John PELL (1611

- 1685, englischer Mathematiker) zu Ohren, welcher LEIBNIZ nach der Summe der
o

Reihe ) n% fragte. LEIBNIZ konnte das Problem nicht 16sen und zog daraufthin seine

n=
Ankiindigung, jede Reihe aufsummieren zu konnen, wieder zuriick. Erst 1733 gelang

es dem damals 25-jahrigen EULER Z %2 (allerdings auf anderem Wege) zu

zeigen.

f(z) =z fir 0 £ < 7. Man kann f zu einer geraden Funktion f € Cay fortsetzen.
Diese geniigt iiberall der DiNI-Bedingung (und ist auf ganz R sogar LIPSCHITZ-
stetig). Die FOURIER-Koeffizienten sind

/f /xdx—ﬂ'

und fiirn =21

™ ™

2 2 sin(n x 2
/xcos nx)dr = /xd() :—/sin(naz)dx
T T n nm
0 0 0
2 T 0: n gerade,
= ——cos(nz)| = 4
n‘m 0 —-2— 1 n ungerade.

Fiir 0 £ z < 7 ist also
w4 (cosx cos(3x) = cos(bx)
+ +on ).

T\ T 52

Fiir x = 7 erhalten wir

T 4( 1 1 1
”:2_7r<_12_32_52_"'>’
772_1 1 1
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1 1 1 2
1 =45 = —.
+ 5+ o3 3 + P + - 5
Im Folgenden soll dargestellt werden, wie L. EULER Z % = 1% + 2% + 3% +- .- bestimmte
n=1

(i.A. nennt man ¢(s) = {5 + 5 + 3= + - Zeta-Funktion, wir wissen (1) = o0). Wir
versuchen den Wert von ((2) durch Aufsummieren zu erraten. Summiert man die ersten
n Glieder, ergibt sich der Fehler

(0.9]
1 n 1 i dx 1
(n+1)2  (n+2)? T ) a2 x

n

Wollen wir nun ¢(2) bis auf 20 Stellen nach dem Komma berechnen, so muss % = 10%,

d.h. n = 10%° sein. Nehmen wir an, dass ein Computer in der Lage ist, pro Sekunde 10°
Summanden zu addieren, so benétigt dieser eine Rechenzeit von 10! Sekunden (3170
Jahre). Da wir nicht so viel Zeit zur Verfiigung haben, investieren wir etwas Mathematik.
Dazu betrachten wir die Reihe

i L + L + L + —1—1+1—1—|—1—1i =1
:n—i-l “1.272.373.1 1 2 2 3 3 4 -

Dann haben wir

und

n2 nmn+1)) n\n n+1) n?(n+1)
= n=1 n=1
Brechen wir jetzt die Summation nach dem n-ten Glied ab, ist der Fehler

oo
1 1 dx 1]~ 1

1P mrop )@ T Twe

n

55
n 2n

Mit # = 10% ergibt sich n = 10'9/1/2 ~ 0.7-10'° und der Computer braucht nur noch
0.7 -10'°/10” = 7 Sekunden.
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EULER besafl aber keinen Computer. Er ging stattdessen so an die Sache heran:

1 1
O N N !
Y=ty [t [ L
n=1 n=1 0 0 n=1
1424224
| s P
;/_Og(l_m)dx:/_Og(l_x)dm—i—/_Og(l_x)d:c,
x x x
0 0 1/2

*)

unter Verwendung der TAYLOR-Reihe von log(l — z) an der Stelle x. Das Integral

“log(1 —
M dz besitzt leider keine elementare Stammfunktion. Fiithrt man aber in
x
(%) die Substitution y := 1 — x aus und bezeichnet y wieder mit z, so ergibt sich
1 1/2 1/2
—log(1 — -1
/Og(x)dm:/ ngda::/—logxd[—log(l—x)]
T 11—z
1/2 0 0

1/2

= logzlog(1 — z) (1)/2 - /log(l —xz)dlogx
0

1/2
« —log(1 —
_(logé)Z_i_/og(x)dx’
x
0
unter Verwendung von *’:
1 1 1 1 1
lim log  log(1 — ) = lim log ~log(1— = ) = — lim 1 S
sy log wlog(1 =) yggoogyog( y) yggoogy< y 292 393 )

1 1
= lim logy (— +U(2>> =0
Y=o Y Yy
(der letzte Limes ist 0, da logy fiir y — oo langsamer als jede Potenz von y gegen oo

strebt).

Wir erhalten also

1 9 —log(1 —=x 9 x"”
Zﬁ:(log% +2/xdx—(1og2) +2 [ > —da
n=1 0 o n=1

o0 o0
111 1
= (log2)* +2 EgQ—n:(log2)2+ZW-
n=1 n=1
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Soll der Fehler wieder 10%0 sein, ergibt sich

7 7 (—log2)z o
1 :/ dz 1 (o) dp= = & ") L
1020 x22% = n? n? —log?2 n2log2 - 2"
n n n

Nimmt man hierin ,,~“ statt ,,<“, so erhiilt man n%log2 - 2" ~ 10%°, was fiir n = 56
oo

erfiillt ist. EULER summierte also etwa 56 Glieder der Reihe ) 7122% auf und erhielt
n=1

¢(2) = 1.644934066 848 226 4364 . ..

Er konnte die Berechnung tatséichlich so durchfithren, da er die Mittel der Differential-
und Integralrechnung (dank NEWTON und LEIBNIZ) schon zur Verfiigung hatte.

Das war Vorgeplinkel. Nun zu EULERs Beweis. Bekannt war ihm der VieTa%sche Wur-
zelsatz: Sind a, b die Nullstellen des quadratischen Polynoms z? + Az + B, so gilt
A+B=—-aund ab= B, denn 2> + Az + B = (xr —a)(xr —b) = 22 — (a + b)z + ab.
Wissen wir also, dass das quadratische Polynom z? + Az + B zwei Nullstellen a und b
hat, so kennen wir

a+b, ab und a®+b* = (a+0b)*>—2ab= A% —2B.

EULER versuchte, dies auf Polynome unendlichen Grades auszudehnen. Da diese aber
keinen hochsten Koeffizienten haben, normieren wir das Absolutglied zu 1. Fiir Polynome
dritten Grades gelingt das wie folgt. Sind a, b und ¢ (ggf. mehrfache oder komplexe)
Nullstellen von z2 + Az? + Bz + C, so gilt

2?4+ Az + Ba+C=(x—a)(zr—0)(z—c)

und (—a) (=b) (—¢) = C. Setzen wir C' # 0 voraus und dividieren obige Gleichung durch
C, so bekommen wir

T T e Ly (A Y (R Y (WA )

C C C —a b —c a b c
Setzt man noch « := g, 8= % und v := %, so ergibt sich
1+1+1 1 n 1 + 1 3 1
— — — = — e _— —_— = — = 7.
a b c " ab ac bc " abce 7

Das klappt fiir Polynome beliebigen Grades. EULER nahm den Grad oo, d. h. er betrach-
tete
l+az+pa?+ya3+---

OFrancois VIETE (1540 - 1603), franzosischer Mathematiker. Wichtige Beitrige zur Trigonometrie, wert-
volle Vorarbeiten zur Infinitesimalrechnung, beschrieb als erster 7 in Form eines unendlichen Pro-
dukts.



9 FOURIER-Reihen 36

(wir nennen das heute eine Potenzreihe) und erhielt, dass fiir die Nullstellen a, b, ¢, ...
dieses Polynoms gilt:

1 1 1 1 1 1

54_54_24_...:_05’ %4_%4_%4_...:5
und damit
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
4 4= S — 4 4 ) =a%2=25. (9.6
2 Eptat <a+b+c+ > (ab+ac+b + ) o”—=206. (96)

Als Polynom vom Grad oo wéhlte EULER

. 2 a2
1781nx:17x+§fa+ﬁq:~-. (9.7)

)

A

|
_ 9o s
2

Alle Nullstellen dieses Polynoms unendlichen Grades treten doppelt auf. Nach Gleichung
(9.6) ist also

4/1 1 1 1 )
2-<1Q+32+52+ +~->=(—1) —2.0=1,

2 72
d.h.
L1 1.1 LS
1232 52 72 -8
Wie im Beispiel 9.5 (3) ergibt sich daraus
'S L R B B
it 12022 32 6

Gegen EULERs Beweis sprechen z. B. folgende zwei Einwénde:
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1. Um den Wurzelsatz von VIETA derart auf Polynome beliebigen Grades erweitern
zu kénnen, muss man sicher sein, alle Nullstellen des Polynoms erwischt zu haben.
Insbesondere bedeutet das, dass man ggf. auch alle komplexen Nullstellen kennen
muss. Aus heutiger Sicht ist das aber kein Problem, denn fiir alle z =z +iy € C

gilt
iz —iz
sinz:lzcosz:%zo
el @HiY) 4 o=i(@HY) oY (cosx +isinz) + ¥ (cos — isinx)
— = = O
2 2
———cosT —1i———sinx =0
2
:‘;rR =:1
Letzteres ist aber genau dann 0, wenn R = I = 0 gilt. Setzt man nun R = 0,
o e’ +e Y - :
so ergibt sich wegen — % 0 fiir jedes reelle y, dass cosz = 0 sein muss.
Setzt man nun I = 0, so ergibt sich wegen sinz = /1 — cos? x cosz=0 1, dass
ey — e_y
— = 0 gelten muss, und das ist nur fiir y = 0 erfiillt.

Damit ist gezeigt, dass (9.7) nur reelle Nullstellen besitzt.

2. EULER benutzt
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
g+*+cf2+“': E‘F*‘F*‘F"' -2 —t — 4+ — 4

mit der Reihe

1 1 1 11 11
pretatTIT3 s

die nicht absolut konvergiert. IThm war aber noch nicht bekannt, welche schlimmen
Ausmafle das Rechnen mit nicht absolut konvergenten Reihen haben kann. Damit

beschiftigten sich erst spater CAUCHY und WEIERSTRASS.

1
=+
a

Diese (und andere) Einwénde dndern aber nichts an der Genialitéit des Beweises.

o0

EULER untersuchte > - = ((s) auch fiir s > 2 auf gleichem Wege. Es stellt sich heraus,
n=1

dass dies nur fiir gerade s funktioniert. Fiir ungerade s ist der Wert von ((s) bis heute

unbekannt. Man weif nur, dass ¢(3) irrational ist.

s=2n| 2 4 6 8 10 12
SO [l Nl I B BV
6 90 | 945 | 9450 | 93555 | 6825 -93555
B T T[_L[L[_L[ 5 | _®r
6 30 | 42 30 66 2730
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Welche GesetzmiiBigkeit steckt dahinter? Das sind die BERNOULLI'!-Zahlen B,,. Diese

tauchen z. B. in der TAYLOR-Entwicklung von f(z) = mx 1 auf:
e —_—
> 2n
x x
=1-= 1)+
et —1 2‘*25:( ) " (2n)!
n=1
EULER zeigte spéter
2m)2n
on) = (—1yt - ¢ :
C@n) = (=07 g P

Er nahm die Einwédnde gegen seinen Beweis sehr ernst und reparierte ihn, indem er die

smx:xH

Formel

bewies. Es gilt

n=1
Andererseits ist aber sinz =z — 5; L 23 + ... Koeffizientenvergleich liefert
[e.e] o0
1 1 I R
DD RO Uil
n=1 n=1

Spiter lieferte EULER sogar noch einen vollig anderen Beweis. Dazu betrachtete er
zunéchst die TAYLOR-Reihe von —=

Via?
1 B 2 7%_ - _1/2 _p2)n
e e = ()
wobei
() 1 R R G ) B O C R )
n n! 2" n (2n)!!
Damit ist

1 @n—11
e e

1 Jakob BERNOULLI (1654 - 1705), schweizer Mathematiker und Physiker. Trug wesentlich zur Entwick-
lung der Wahrscheinlichkeitstheorie, Variationsrechnung und zur Untersuchung von Potenzreihen
bei. Bearbeitete und verbreitete die LEIBNIZsche Infinitesimalrechnung zusammen mit seinem Bruder
Johann.
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Integrati / dr +§: (Qn_l)”/ 2 4z ergibt
ntegration — =X —_— X T ergl
g V1 —a? = (2n)! &

m — 1)” x2n+1

C.
el 2n+1

arcsinz = = + g

Setzt man darin x = 0, erhilt man C' = 0. Dividiert man nun durch 1 — 22 und
integriert von 0 bis 1, bekommt man

1 1 1
arcsin x x o 1 i
[t g [ S G
=:1 =1, ::13
Dabei ist
1 arcsin2z | 72
I = /arcsinxdsinx ==~ =2
2 0 )
0
p2n+l /2
/ ! costar = / sin2rH ¢ qp BTs 2t
(2n + )N
0 0

mit der Substitution *: x = sint = ‘é—f = cost < dx = costdt. Das Integral I ergibt
sich fiir n = 0 aus I3. Also gilt

10 ST
N 12n—i—1 12 32 52
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0.6 Glattheit der Funktion und Abfallen der

Fourier-Koeffizienten

Satz 9.12. Seien f, f',...,f" D € Cor und f™ € Rorx, m = 1. Dann gilt

I =”<|kl|m> b [ =

Beweis. Wir haben
e—ika:

2w 2
1 : 1
fi=ge [f@ye e = o [ payat
0 0
2

e—ik’x 27

—ik

=0

Ll
2rik

1
= gf(ﬂf)

/em i (@)

0
0

und fiir m = 1 liefert das die Behauptung, denn nach

2

[ r@eitas,

0

_ 1
C orik

dem RIEMANNschen Lemma gilt

2
1 —ikx
[k = %/f’(x)e R dyz — 0.
0
Fiir m = 2 ist analog
7 1
_ / —ikx _
Ji= 27rik:/f (w)e™de = 5 iy
0
2w
=...= L /f(m)(x) e kT dy
27 (k)™

Satz 9.13.
Cor.

Seien m = 2 und f, = O<\k\m

) fiir |k| — oo. Dann ist f, f',...

7f(m—2) =
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o0 .
Beweis. Setze g(x) := Y. fie'*?. Differentiation ergibt

k=—o0
s .
g(x)= Y ik fie*?,
k=—o00
s .
)= 3 (R fidh
k=—00
- 1
Wegen ‘(1 E)"=2 f e”””‘ = 6(“‘32) konvergiert die letzte Reihe nach dem Majoranten-
satz von WEIERSTRASS gleichmifig. Wir erhalten also g, ¢/, ..., f™ 2 € Cor. Aus g = f
fiir alle k € Z folgt schlieBlich f, f/,..., f™ 2 € Cox. O

Der Zusammenhang dieser beiden Sétze ist nicht perfekt. Das liegt aber in der Natur
der Sache.
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0.7 Das Gisessche Phanomen

Hat f € PC}_ (stiickweise C! und 27-periodisch) in = einen Sprung, so gilt

(Snf)(x)

 J@ =0+ f(z+0)

2

nach Satz 9.10 (DIRICHLET, JORDAN). Es ergibt sich dabei folgendes Bild:

Uberschwinger

Immer entsteht eine Beule von etwa 18 %
mal 3 Sprunghohe (Uberschwinger), die
sich mit wachsendem n auf die Sprung-
stelle zubewegt. Dies nennt man das
G1BBS'?sche Phiinomen.

Wir machen uns das an einem Beispiel
klar. Sei

|
T

r

S~ 4
Ky

Boo s oo L
TR

s

4 (sinz

Es handelt sich um eine ungerade Funk-
tion. Fiir ihre periodische Fortsetzung f
gilt nun
I
b = — / f(x)sin(k z) dzx
m
2} 2 cos(kz)|°
5 =— /sin(k z)dr = — cos(k )
%4 m 7r k -
0
B % :  k ungerade,
0:  k gerade,
d.h. f($) N %(% + Sing3$) + sin(55x) +
o ) Wir betrachten die Partialsumme
sin(3x) sin((2n — 1) z)
3 2n—1

12 Josiah Willard G1BBS (1839 - 1889), US-amerikanischer Physiker. Arbeitete in den Gebieten statistische
Mechanik, Vektoranalysis, elektromagnetische Theorie des Lichts.



43 9.7 Das GIBBSsche Phinomen

und bestimmen deren Extremwerte. Wir haben

2T, (z) = cosx + cos(3x) + - -+ + cos((2n — 1) z)

el + e iz e3iT + e 3iT e(2n—1)iaz + e—(2n—1)ix
2 2 2
el 2z 2(n—1)iz e —2iz —2(n+1)iz
=5 (e 4t )+ (1+e™ 74 te )
eim 1— e2ni:p e—ia: 1— e—2ni:v
T2 1—efir | 2 l_e 2w

ix 1— e2n1z e~ iz 1— e—2n12:

€
2 elw (e—ia: _ eix) + 92 e-iz (eiaz _ e—iz)
1— eQnim 1— eanix e2ni:1: _ eoni:):

_ 2isin(2nz)  sin(2nz)

—4isinx 4isin x 4isinx 4isin x 2sinx

genau dann, wenn 2nx = km, k # 0. Die erste positive Nullstelle von 7, ist damit

r = 5, und der Wert von T}, an dieser Stelle ist

4
k=1

2%k — 1 o
k=1

T T sin (2k—1) 4 2 <. sin (2k—1) 5
Tn< ): Z ( 3) Z ( 7)

7 — T
2n 2n—-1)g. n

Das ist eine RIEMANNsche Integralsumme. Fiir n — oo erhalten wir

s
5 T
n(l) = /Smx do ~ 1.18.
2n T T
0

Das GiBBssche Phénomen ist damit auch fiur allgemeine Funktionen o + 3 f(t — ) +
g(t —z), o, 0,t € R, f(x) wie oben und (S,g)(t) — ¢(t), die in = t einen Sprung
haben, gezeigt.
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9.8 Die WEeiersTrassschen Approximationssatze

Satz 9.14 (2. WEIERSTRASSscher Approximationssatz). Ist f € Cor, So existiert eine
Folge {T,,}2° | trigonometrischer Polynome mit T, = f auf R, d. h.

max }f(a:) — Tn(z)| — 0.

z€[—7,7]

Beweis. Man nehme fiir T}, die FEJERschen Mittel o, f. O

Satz 9.15 (1. WEIERSTRASSscher Approximationssatz). Ist f € Cl,y), so existiert eine
Folge {P,}o° ; von Polynomen mit P, = f auf [a,b], d. h.

max ’f(:v) - Pn(a:)‘ — 0.

z€[a,b]
Beweis. Seien zunéchst a = —m, b = 7 und f(—7n) = f(«). Dann kann f zu einer
Funktion aus Cy, fortgesetzt werden. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Satz 9.14 existiert
m .
ein trigonometrisches Polynom Tj,(z) = Y ¢p e mit |f(z) — Tru(2)| < § fiir alle
m k=—m . .
x € [—m,m]. Wir setzen C := Y |cg|. Die Reihe !* =1+ iz + (lg!)Q + - - - konvergiert
k=—m

auf [—mm, m 7] gleichméBig gegen ihre Summe. Ist nun 7 hinreichend grof, so ist also

iz i _
le Sn(a:)‘<20 Vo e [-mm, mn]
mit Sy, (z):=1+iz+ (151)2 +-F (12# Es ergibt sich also
_ . _ S ke < % e _¢€
T () Z ¢k Sn(k ) Z c (e Sp(kx))| < Z ek 50 = 5
k=—m k=—m k=—m
fiir jedes x € [—m, 7]. Setzen wir P,(z) := >, ¢k Sn(kx), so ist damit
k=—m

max |f(z) — Pa(z)| <e.

z€[—m,7]
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und

Seien nun @ = —7, b = 7 und f(—7) # f(w). Wir setzen 6 := M

2
betrachten g(z) := f(x) + dx. Damit gilt g(—7) = g(n) = M Nach dem

2
eben Bewiesenen gibt es Polynome R,, mit R,(xz) = g(z). Es folgt R, (z) —dz = f(x).
Seien schliellich a und b beliebig. Die Abbildung
(b—a)y+(atb)n

o ’

e [-m, 7] — [a,b], Y —

ist bijektiv. Wir finden also Polynome R,, mit R,(y) = f(¢(y)) fiir y € [—7,7]. Die
Umkehrabbildung von ¢ ist
1 2nx — (a+b)w

2 a, b —
2 [(l,]—>[ 7T77T]7 T b—a 9

womit P, (z) := R (¢~ (2)) = f() fiir z € [a,b] gilt. O

Wir bleiben im Kontext von Satz 9.14, d.h. bei trigonometrischen Polynomen. Man
definiert

Fa(f)i= inf |f = Tulle,

wobel ||g||oc 1= IF&X }’ f (1:)| und 7, der Vektorraum aller trigonometrischen Polynome
xe|—m,T

vom Grad < n seien. Die Zahlen E,,(f) beschreiben also die bestmégliche Approximation
von f durch ein trigonometrisches Polynom vom Grad n. Satz 9.14 besagt, dass E,(f) —
0 fiir alle f € Cor gilt.

Die Geschwindigkeit, mit der F,(f) gegen 0 strebt, hingt von der Glattheit von f ab
(das wird in der Approximationstheorie untersucht). Ohne Beweis fithren wir dazu noch
folgenden Satz an. Darin bezeichnet Cy-“ die Menge der 2m-periodischen Funktionen,
deren m-te Ableitung zu Cy, gehort (aw = 0) bzw. deren m-te Ableitung zu Ca, gehort
und einer HOLDER-Bedingung mit dem Exponenten «, 0 < o < 1, geniigt, d. h.

|f™(z) = ™M) S Mz -y  Va,yeR.

Satz 9.16 (JACKSON'3).

1

nera

1. Aus f €Cy2®, 0 < a £ 1, folgt En(f) = U( > fiir n — oo.

1
2. Aus E,(f) = fiirn — oo und 0 < a < 1 folgt f € Co2®.
nmto 2m
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Satz 9.17. Fiir f € Cor gilt ||f — Snflloo = (Ln + 1) En(f) mit Ly, := 5= f | Dn ()| da,

wobei Dy (x) den DIRICHLET-Kern meint.

Es kann L, = % logn + (1) gezeigt werden.

Beweis. Man kann zeigen, dass das Infimum in der Definition von E,(f) angenommen
wird, also ein Minimum ist. Sei T,, € 7, die bestmdogliche Approximation von f. Wir
schreiben f = T,, + ¢g und haben ||g||cc = E,(f). Daraus folgt

If = Suflloo = 1Tn + 9 — SuTn — Snglloo = [19lloe + [|1Snglloo

und wegen (S,9)(z) = 5= [ g(z —t) Dy (t)dt ist

—T

1 ™
< _
IS0l < lalle 5 [ 1Datt)] .

g -
]
Satz 9.18. Sei f € Cor mit ||f — 0nflloo = 0(31) fiir n — oo. Dann ist f konstant.
Beweis. Wir haben
S S c (S,
(onf) () = (Sof)(z) + ( 1f;<i)1+ + (Snf)(x)
_ f0+(f—1e_ix+f0+f1€im) —|—"'+(f_ne_im”+"'+f0+"'+fnei”"”)

n+1
(n+1D) fo+rnfaie @4nfiel ... f e iPT 4 f eine
n+1

Z ”+1—|k\ —ikz
= ke .
n—+1

3Dunham JACKSON (1888 - 1946), US-amerikanischer Mathematiker. Seine Forschungsgebiete waren
Approximationstheorie und Statistik.
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Es folgt

T

1
2

—Tr

il kK

n+1 n—i—lfk'

(f(z) = (onf)(x)) e *"da = fi, —

Andererseits ist

™

[ (@) = @) e as| < ;ﬂ/ @) = (o) @)z = ().

—T

1
2

Damit ergibt sich

|| _ (1 n|k| _
Ml =l ) (n—e0) = = fil = 0 (n — 00) = K| |fi] = 0,
d.h. fr =0 fiir alle k& # 0. Also ist f konstant. O

Fazit. Die FEJERschen Mittel konvergieren fiir jede Funktion aus Co,, aber eben nur
langsam. Die Partialsummen der FOURIER-Reihen konvergieren nicht fiir alle f aus Cay.
Ist aber f ein , bisschen®“ besser als stetig, so konvergiert .S, f, und zwar um so schneller,
je glatter f ist.
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9.9 Die schwingende Saite

}f Folgende Uberlegung stammt von

Daniel BERNOULLI'* aus dem Jah-

re 1753. Wir betrachten eine

schwingende Saite (siehe Abbil-

dung links). Dabei sei u(x,t) die

Auslenkung dieser Saite an der Stel-
> le z € [0,7] zum Zeitpunkt ¢t =
0 s 0. Im schwingenden Zustand wirkt
auf die Saite an den Stellen = bzw.
z + Az die Kraft F' (Abbildung
links unten). Die Kraft F}, mit der
die Saite nach oben gezogen wird,
ergibt sich also zu

uk
F Fy = Fsina — Fsin 3
7 g o éFtana—Ftanﬂ
! = Fugz(x + Az, t) — Fuy(z,t)
| ,
;c aé—l—Ax — = Flug,(€,t) Ax
T

~ Fug,(z,t) Ax.

Die Naherung x gilt fiir kleine Win-
kel a,, 3. An der Stelle " ging der
Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung ein.

Andererseits ist F} = Masse - Be-
schleunigung nach oben. Ist p die Dichte des Materials der Saite, so ist also

Fy = p Az uy(x, t).
Es ergibt sich F uy,(x,t) Az = p Az uy(x,t), und im Grenziibergang
F
up(z,t) = n Uge (2, 1) =: ¢ Uge(x, 1).
Wir erhalten also eine partielle Differentialgleichung (die sogenannte Wellengleichung):

2
Utt = C Ugy-

Daniel BERNOULLI (1700 - 1782), schweizer Mathematiker, Physiker und Mediziner. Arbeitete u. a. zu-
sammen mit EULER an den nach ihnen benannten Gleichungen.
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Wir probieren es mit dem Ansatz
u(z,t) = v(x) w(t). (9.8)

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt mit uy = v(z) w”(t), g, = v”(z) w(t) die Glei-
chung

w//(t) B 'U”(Q?)

w(t) wv(z)’

v(z) w”(t) = A" (z) w(t) <=

Die linke Seite héngt nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ ab, also existiert eine

Konstante A\ mit
w’(t)  V(x)
= =: -\
2 w(t) v(x)

Wir betrachten zunéichst die erste Differentialgleichung v”(z)+Av(z) = 0. Die allgemeine
Losung dieser ist

v(z) = Acos(\f)\x) + Bsin(\f)\ ).
Nehmen wir an, dass die Saite fest eingespannt ist, so haben wir die Randbedingungen
u(0,t) = 0, u(m,t) = 0. Dies wird nach Gleichung (9.8) fiir v(0) = v(w) = 0 realisiert.
Wir haben

v(0)=A, d.h v0)=0<A=0

und
v(m) = Bsin(ﬁﬂ), d.h. wv(r) =04 B=0oder VAT =nm.

Fiir B = 0 bekommt man nur die triviale Losung v = 0, also u = 0, in der die Saite in
Ruhe ist. Im uns interessierenden Fall B # 0 und A\ = n? erhalten wir die nichttriviale
Losung

vp(z) = sin(n ).

Die zweite gewohnliche Differentialgleichung ist nun w! (¢) + n? ¢ w,(t) = 0. Die allge-
meine Losung dieser ist

wy(t) = Ay cos(net) + By sin(nct).

Eine spezielle Losung fiir die fest eingespannte Saite ist somit

u(z,t) = Z(An cos(nct) + By sin(nct)) sin(nz).

n=0
Jetzt kommen noch Anfangsbedingungen zum Tragen:

Ausgangslage: u(z,0) = f(x),
Ausgangsgeschwindigkeit: ug(x,0) = g(x).
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Wir haben damit

u(x,0) = ZA" sin(n ) = f(x),
n=0

ug(x,t) = Z(_A” nesin(nct) + Bynccos(nct)) sin(nx),
n=0

u(x,0) = ZBnncsin(nx) = g(z).
n=0

Setzen wir also f und ¢ ungerade auf [—m, 7] fort, so sind A, und B,nc gerade die
FouriEr-Koeffizienten.



51 9.10 Integraltransformationen

9.10 Integraltransformationen

Sie verallgemeinern die Philosophie
Zeitbereich «—— Frequenzbereich

und sind von der Form
ThH / 0

Dabei ist A die Frequenz und ¢ die Zeit. Mogliche Integraltransformationen sind bei-
spielsweise

1. diskrete FOURIER-Transformation:

7 e—int
= t dt Z
[0 —a nez.

2. FOURIER-Transformation:

FHN /f Je Mdt, AeR,
oder [ f(t)etrtdt oder [ f(t) 2 4t oder f f(t)
3. LAPLACE!®-Transformation:
(LHHN) /f ye Adt, A >0.
0
Beispiel 9.6. Einige LAPLACE-Transformationen sind
n At |
1
(1) (£1)(A) = /1e_’\tdt: I I
Ao A
0
7 Y Y 1 7
(2) ( /te—“dt: tds— = / e Mt =
-A 0 )\
0 0 0

15Pierre Simon Marquis DE LAPLACE (1749 -1827), franzdsischer Mathematiker, Physiker und Astronom.
Erkldrte Entwicklung des Sonnensystems (KANT-LAPLACE-Theorie). Begriinder der Potentialtheorie,
Entwicklung der LAPLACE-Gleichung und der LAPLACE-Transformation.
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n!

(3) Allgemein gilt (£¢")(\) = )\T;-l’

kann.

wie man z.B. durch vollstdndige Induktion zeigen
Etwas mehr zu LAPLACE-Transformation.

Definition 9.6. Man sagt, eine Funktion f: R — R habe exponentielles Wachstum
der Rate hdchstens A\g > 0, wenn es ein reelles C > 0 und ein tg > 0 mit

78] < CeMt

fiir alle t 2 to gibt.

Satz 9.19. Sei f eine auf [0, 00) stickweise stetige Funktion von exponentiellem Wachs-
tum der Rate hochstens Ng. Dann existiert die LAPLACE-Transformation (£f)(X) fir alle
A > Ao und st absolut konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein A\g > 0 mit ’f(t)’ < C et fiir jedes t 2= tg. Da
f auf [0, 0] stiickweise stetig, also dort beschrénkt ist, gibt es ein K > 0 mit ‘ f (t)‘ <K
fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < tg. Infolge der Beschrinktheit der Menge {e’\ot 0S5t to} gibt
es ein M > 0 mit | f(¢)] £ M e*? fiir alle ¢ > 0. Damit gilt

A A
M A M
ft)ye AMldt < /Meo‘o_)‘)tdt = LA e —— e VR |
0/ | s e et )

Fiir A > Mg und A — oo gilt somit

r M
t)e M|dt <
Jlrwyears 2
0
Also konvergiert (£f)(A) fiir A > Xg absolut. O

Satz 9.20 (Linearitéit). Habe f bzw. g die LAPLACE-Transformation (£f)(\)
bzw. (£9)(N\), und konvergiere diese fir X > Ao bzw. A\ > Xj. Dann konvergiert
die LAPLACE-Transformation (£(af + B9))(A) von o f + Bg, a,8 € R, fir alle
A > max(Ag, \j) und es gilt

(Ll f +B9)(A) = a(Lf)(N) + B (£9)(N).
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Dies ergibt sich sofort aus der Linearitdt des Integrals.

Satz 9.21. Sei f auf [0,00) differenzierbar und von exponentiellem Wachstum der Rate
héchstens N, und sei f' stiickweise C' auf [0,00). Dann gilt

(EF)N) =A(LHN) = £(0)  VA> Ko

Beweis. Wir haben

:/f/(t)e—)\tdt:/ )\tdf _At‘o /f
0 0
Mit | f(t)| £ Ce™0" fiir alle ¢ > to ergibt sich
thm }f )\t‘ = tlim ‘f(t)‘ e M < Ctlim e~ (ot Nt 0,

also tlim f(t)e ' = 0 und damit
—00

(£1)(N) = —F(0) £ A+ A / F(Bye > dt = A(Ef)(N) — F(0).
0

Mit vollstandiger Induktion kann man auflerdem zeigen:

Korollar 9.5 (zu Satz 9.21). Ist f € C"10,00), sind f, f',..., fD von exponen-
tiellem Wachstum der Rate héchstens Ao und ist f) stickweise stetig auf [0,00), so
gilt

(SFP)N) = A (£ — 3 Ak 1 o)
k=0

fir alle X > Ag.
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Satz 9.22 (Faltungssatz). Die Funktionen f und g seien auf [0,00) stickweise stetig
und von exponentiellem Wachstum der Rate hochstens \o. Fiir ihre Faltung

O/f (t—=x)g :L‘:O/f(x)g(t—x)dm

gilt dann

(E(f *9)(N) = (£HN) - (Lg)(N).

Beweis. Setzt man f und g auf (—o0,0) durch die Nullfunktion fort, so ergibt sich

(1)) (2)0) = [ F(s)e s [ gtye ™t = / ( [ 6 e“ds) glt) e dt
0 0

= /f() (t)e M) dsdt = //fst t)e ™ dsdt
00
£ 7701"(3 —t)g(t)e N dsdt £ 7 (/f(s — ) g(t) dt) 6% ds
0 0

00
= /(f * g)(s) e M ds = (S(f *9))(5)
0

unter Verwendung der Substitution s := s — ¢t an der Stelle x, der Nullfortsetzung von
f auf (—o00,0) bei + und der infolge der absoluten Konvergenz von (£f)(s) und (£g)(t)
erlaubten Vertauschung der Integrationsreihenfolge bei %”. O

Beispiel 9.7. Es sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

/

' +y —2y=3¢e",  y(0)=1y'(0)=0,

zu 16sen. Wendet man auf sie die LAPLACE-Transformation an, so ergibt sich

(LW + 9 —2y)) () = (£(3¢%)) ()
(Ly")N) + (Ly)(N) = 2(Ly)(N) = 3(Le)(N)
)(N)

(Le
N (Ly) (V) + A (Ly)(N) — 2(Ly)(A) = 3(Le”)(A

(Satz 9.20)

—
= (Satz 9.21, Korollar 9.5),
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also 5 .
G0 = s O = (11 - w) €W
O ((2en) — (£e)() - (2NN, A>1
Satz9.22 (£((e” —e™ ) xe"))(N)
wegen
7 (a=X)t | 1
ary _ at —Xxt 3, _ © a<A
(Le )—/e e Mdt = Y = T a (9.9)
0
Die Faltung (e* — e™2%) % e” ist
T z z —3y | —2z x
/(ey —e W)t Vdy = ex/dy—ex/egydy —ret—et | —gpetp 4
—3 |, 3 3
0

Also ist y(x) =z e” + %6*2’” + %ex die gesuchte Losung der Differentialgleichung.
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