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Standard- /kanonische Form

3 Lineare Optimierung

Zwei typische Schreibweisen fiir ein ,, Lineares Programm" (LP)

LP in Standardform LP in kanonischer Form
min ¢’ x max c¢’x
st. Ax=0b st. Ax<b
x>0 x>0

Wenn nicht anders erwahnt, dann ¢ € R”, A €¢ R™*" pc R™,

x > 0 und Ax > b sind jeweils elementweise zu vestehen,
alsox >0 xeRl ={xeR":x,>0,i=1,...n}
Egal ob man

e minimieren oder maximieren will,

e Gleichungen oder Ungleichungen hat,

e Variablen mit oder ohne Nichtnegativitatsbedingungen hat,

man kann jedes LP in so eine Form bringen.
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Standard- /kanonische Form
Umformen von LPs

e maximieren — minimieren:
maxc'xst. Ax=b,x >0 & —min(—c)'xs.t. Ax=b,x>0
e Gleichungen — Ungleichungen:
A b
= <
Ax=b <& [—A}X_[—b}

e Ungleichungen — Gleichungen: durch Schlupfvariablen s > 0

T max c'x
max C X
st. Ax<b o st [All [ ;( ] —=b [/ Identitit]
>
xz0 x>0,s>0

Statt jeder freien Variable x; € R zwei vorzeichenbeschrankte:

Xf“ZOundx,fZO mit x,-:xfr—x.*

1
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Standard- /kanonische Form

Kleines Beispiel zur lllustration: Mozart-Problem

Maximiere den Gewinn bei Produktion von Mozart-Kugeln und -Talern:

Marzipan Nougat Edelherb Gewinn
Pro Kugel: 2 Teile 1 Teil 1 Teil 3 Euro
Pro Taler: 1 Teil 1 Teil 2 Teile 2 Euro
verfligbar: 10 Teile 6 Teile 9 Teile

Variablen:
Xk . ..Anzahl Kugeln
X7 ...Anzahl Taler

max  3xk + 2xT —min [-3,-2,0,0,0]x

st. 2xkx + 1x7 <10 21100 10
Ixk +Ixt <6 <& s.t 11010 |x= 6
Ixk +2x7 <9 1 2 001 9
xk > 0,xr >0 x>0 [XGRE_]
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Standard- /kanonische Form

Anwendung: Tschebyscheff-Approximation
z.B. in der Filtersynthese (hier stark vereinfacht):
Eine gewiinschte Impulsantwort (geg. Funktion) h: [0,1] — R
soll méglichst gut durch gewichtete Addition verfiigbarer Impul-
santworten h;: [0,1] = R, i = 1,..., n dargestellt werden.
Modellierung:  h(t) ~ Z,'-’:l xihi(t) fiir gegebene t; € [0,1],
Variable x; € R, i =1, ..., n als Gewicht von h
Diskretisierung von [0, 1] z.B. in Schritte t; := 4= 1 L J=1,.

min s [max. Abwelchung uber alle ;]
st. —s < h(t) — > xihi(t) <s, j=1,.
xeR"seR

h(t;) und h;(t;) sind mit Diskretisierung t; gegebene Konstanten!

’

Mathematisches Problem: Minimiere ||Ax — b/ lber x € R”
[|d]|co := max;=1
min s
st. —1s<Ax—b<1s 1=[1,1,...,1]7
xeR"seR

,,,,, m |di| “Unendlich-Norm” fiir d € R™]
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Standard- /kanonische Form

Ahnlich: 1-Norm Minimierung
Mathematisches Problem: Minimiere ||Ax — b||; liber x € R”
[Idll1 :== >4 |di| “1-/Manhattan-Norm" fiir d € R"]
Variable s; > ‘d,| & —s5.<di <5 (i S {1, ey m})
Formulierung als LP:
min 17s
— st. —Is<Ax—b<s

xeR"seR™

Im Gegensatz zur oo-Norm ist es bei der 1-Norm egal, wo die
Abweichung groB ist, solange die Summe klein bleibt.

— AusreiBer fallen weniger ins Gewicht (aber es gibt meist auch
ein paar Koordinaten mit starker Abweichung).
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Standard- /kanonische Form

Geometrische LP-Interpretation: WH Skalarprodukt ¢’ x

cx = ||c||||x] cos a

mit o Winkel zw. ¢ und x.

Fiir ||c|| = 1 ist (wie im Bild) c"x
die Lange der Projektion von x auf
die Gerade {yc: vy € R}

{x : c"x <~} ist der Halbraum A
aller Punkte, deren Projektion auf ‘/CTQ/

c kleiner gleich ~ ist. . CTX>Y
c ist Gradient der linearen Fkt. ¢Tx  CX<Y
(zeigt in Richtung steilster Anstieg) T
C x=y
aj
Fir A = : ist Zeile j von Ax < b gerade aJ-Tx < b;
an,
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Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen Schnittebenen Welchen?

Geometrische Interpretation: am Mozart-Problem

Wegen xx >0 & —xi <0 ist
max [ 3 2 ]X c’
1 10 al
1 N 6
st. 2 [ o } <| 9] &
0 T 0
-1 0

O H M= =N

wieder das Mozart-Problem.

Definition
Ein Polyeder ist der Schnitt endlich vieler Halbrdume.

Die zuldssige Menge jedes LPs ist also ein Polyeder.
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Standard- /kanonische Form

Geometrische Interpretation: Optimallosung

Wegen xx >0 & —xi < 0ist

max [ 3 2 ]x c’
2 1 107 af

11 6 al

st 1 2 [ = } <| o9 al
-1 0 T 0 | —e

0 -1 0 —e)

wieder das Mozart-Problem.

6’,2
»Offensichtlich® ist eine Ecke des Polyeders eine Optimalldsung,
sie erfiillt Dimension viele Ungleichungen mit Gleichheit, hier:

-
a, 2 1 xk | | 10 - -
s Nl e P IR
— Ecken sind besonders wichtig! Interpretation in Standardform?
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Standard- /kanonische Form

Interpretation einer Ecke in Standardform
(Standardform: nur Gleichungsnebenbed. durch Schlupfvariablen)
max 3200 0|x
21100 10
s.t. 1 1 01 0|x=]6
1 2 0 01 9
XKZOaXTZO7SIZO7SZZO7S320

In dieser Darstellung ist n =5, m = 3.

Jeder Ungleichung ist genau eine
Schlupfvariable zugeordnet! (s; <> Zeile i,
xk fir xx > 0 und x7 fiir x7 > 0)

Wegen der m Gleichungen hat das Polyeder Dimension < n — m.
Jede Ecke o erfiillt n — m weitere Ungleichungen als Gleichungen
(& Schlupfvariablen sind 0), die eindeutig diesen Punkt festlegen,
der sich ergebende Wert der anderen Schlupfvariablen (=, Abstand"
zu Ungleichungen) muss dabei nichtnegativ sein (sonst unzul. x).
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Simplex

3.2 Der Simplex-Algorithmus (fiir Standardform)
Gegeben A€ R™" b e R™,c € R", mit Rang A = m, bestimme

minc’ x s.t. Ax = b,x >0

Idee: Gehe von der aktuellen Ecke zu einer benachbarten besseren.

Notation: Fiir B € {1,...,n}™ sei Ag := [Aq B(1), - - - s Ae,B(m)] € RT*™.
B e {1,...,n}™ heiBt Basis, falls Ag regular ist.
Wir fassen eine Basis B auch als Menge von Spaltenindices auf,

definieren eine dazupassende Nichtbasis N € ({1,...,n}\ B)"™™
mit BUN = {1,..., n}, dann teilt sich das System in

Ax=b & Agxg+Anxy=b & xg= AEl(b — ANXN).
Jede Wahl xy € R"™™ erzwingt ein eindeutiges xg zu einer
gemeinsamen Losung x von Ax = b.

Gilt fiir xy = 0, dass xg = Aglb > 0, heiBt die Basis zulassig.
Die Nichtbasisvariablen x;, i € N, werden auf 0 gesetzt,
die Basisvariablen x;, i € B, durch xg = Aglb bestimmt.
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Simplex

Eine benachbarte bessere Ecke finden
B sei nun eine zulassige Basis, also \ x,

0< xg:=Ag'(b— Ayxy) fiir Xy:=0 _
N
Benachbarte Ecke: Eine Gleichung x; = 0 mit 8
i € N aufgeben und x; vergroBern bis die £
nachste Ungleichung erreicht wird.

Veranderung der Zielfunktion abhingig von xy: $xl(++ =~ Y

_ _ T
cTx=chxg+cyxn = C;—ABlb + (CN—A]V—ABTCB) XN

:ZEN
Die reduzierten Kosten zy zeigen die Veranderung abh. von xy an.
Ist Zy > 0 = Ecke nicht verbesserbar, Optimallsung gefunden.

Sonst wahle im Pricing-Schritt ein 7€ N mit z; < 0
— x; ist die (in die Basis) eintretende Variable und wird vergroBert.
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Simplex

Zur Zulassigkeit muss xg = Agl(b — A;x;) > 0 bleiben, [A; Spalte 7]

mit w := AglAg muss wx; < xg erfiillt sein.

Ist w < 0 darf x; beliebig groB werden = Problem unbeschrankt.
Sonst wahle im Ratio-Test

Xp(:
j€Argmini_; {;(J) tw > 0}
j

xp(;) ist die (aus der Basis) austretende Variable.
Sie wird nun im Basisaustauschschritt durch x; ersetzt,

N« N\{2} U{B(j)}, B(J) <1,

und der Algorithmus wird von dieser neuen Ecke aus fortgesetzt.
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Simplex

Das (primale revidierte) Simplex-Verfahren

Input: zul3ssige Basis B, Xg = Aglb >0

1. BTRAN: Bestimme y := AETCB durch Losen von Agy = CB.

2. PRICE:  Zy:=cy— Afy. Ist Zy >0, STOP (Optimallésung),
sonst wahle 2 € N mit z; < 0.

3. FTRAN: Bestimme w := AEIA@ durch Lésen von Agw = A;.

4. RATIO: Ist w <0, STOP (Problem unbeschrénkt), sonst wahle
j€ Argminjzlr__,m {@ D wp > 0}

W

=T
5. Update: Xxp:=Xg —&w, X :=¢&, ’
N:=(N\{i}) U{B())}, B(j) =1 GOTO 1.

(Losung der Glgssysteme nutzt “sparsity” etc., nicht invertieren!)

Das Paar (j,7) wird auch Pivot-Element genannt.
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Simplex

Endlichkeit und Kreisen

In jeder Iteration mit & > 0 wird der Zielfunktionswert strikt
besser, und der Algorithmus besucht diese Ecke nie wieder.

Ist £ = 0, wechselt man nur zu einer anderen Basisdarstellung
derselben Ecke (sie liegt auf mehr als n — m Ungleichungen). Bei
ungiinstiger Wahl in Pricing und Ratio-Test wird die gleiche Basis
spater wieder besucht — der Algorithmus kreist.

Mit den Auswahlregeln von Bland (wéahle aus den erlaubten
Variablen jeweils die mit kleinstem Index) wird jede Basis
hochstens einmal besucht und der Algorithmus endet nach endlich
vielen Iterationen. (In der Praxis nimmt man andere Auswahlregeln
und nutzt Bland nur, wenn Kreisen beobachtet wird.)

Hat ein LP zwei unterschiedliche Basen, die den gleichen Punkt
beschreiben, nennt man das LP und derartige Basen degeneriert
oder entartet. Fiir entartete LPs kann der Simplex-Algorithmus
sehr langsam sein, dann sind Innere-Punkte-Verfahren (s. dort)

meist besser.
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Simplex
Finden einer zuldssigen Ausgangsbasis
Die 2-Phasen-Methode

Lose in Phase 1 das Hilfsproblem (0.B.d.A. b > 0)
zul. Anfangs-Basis: die Spalten von s

; T
min 1%s st Optimalwert=0 — zul. Basis des Origi-
st. Ax+Is=0b . . .
nalproblems gefunden, I6se dieses in Phase
x>0,s>0

2.
Liefert tiberpriifbaren Nachweis (Zertifikat) fiir (Un-)Zul3ssigkeit!

Die Big-M Methode (0.B.d.A. b > 0)
zul. Basis: die Spalten von s

: T T
min c'x+M1's st M > 0 groB genug, werden die s; = 0.

st. Ax+Is=b _ _ _
x>0,5>0 Vorteil: sucht gleich gute Basis

Nachteil: Wie groB muss M sein?

In Standard-Software muss man sich darum nicht kiimmern!
70: 70€[70,70]



Simplex

Mit dem Simplex-Algorithmus zeigt man

Satz (Hauptsatz der Linearen Optimierung)

Hat ein LP in Standardform einen endlichen Optimalwert, so wird
dieser auch in einer Ecke angenommen.

71: 71€[71,71)



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitit Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhalt

Lineare Optimierung

Dualitat

72: 72€[72,72]



Dualitat

3.3 Dualitat

Mit jedem konvexen Minimierungsproblem I6st man automatisch
ein verwandtes konvexes Maximierungsproblem, das als die
Bestimmung einer besten Schranke fiir den Optimalwert des
Originalproblems interpretiert werden kann.

Die duale Optimallésung (wenn sie existiert) gibt wichtige
Zusatzinformation iiber das Originalproblem.

Fiir Lineare Optimierung ist das besonders einfach und anschaulich.
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Dualitat

Untere Schranken, algebraisch

Eine Ungleichung a”x > «a heiBt giiltig fiir ein Optimierungsproblem
mit zuldssiger Menge X', wenn sie fiir alle x € X erfiillt ist.

aj
Betrachte X := {x: Ax > b} mit A= :

-

am

Nichtneg. Linearkombination der Zeilen Ax > b und r.S. verkleinern

alx > b |- y1(>0)
apX > bm | Ym(> 0)
0'x > -1 |-n(>0)
P (yTA)x > yTb—n [Vx € X]

liefert eine giiltige Ungleichung fiir X (und man erhilt alle so!).

Fiir ein y > 0 mit ATy = ¢ folgt min{c"x: Ax > b} > b'y.
Die groBte untere Schranke? max{b’y: ATy =c,y > 0}

74: 74€(74,74)



Dualitat

Das Duale in Normalform
Betrachte minc’x s.t. Ax = b, x > 0.

Erlaubte Linearkombination der Zeilen Ax = b und Ix > 0

alTx = b | : yl(E R)

alx = bm | -ym(€ER)

efx > 0 |- z1(>0)

elx > 0 |- z,(>0)
©: (yTA+z"hx > yTb

Die beste untere Schranke liefert das Duale LP in Normalform:

max b'y max b'y
st. Aly+z=c s st ATy<c
yeR™ z>0 y € R™,

y und z sind die Dualvariablen.
75: 75€[75,75]



Dualitat

Dualisierungsregeln

Nach dem gleichen Muster ergibt sich

minc’x > max b’y
Ax > b > y>0
Ax < b > y <0
Ax=b > y frei
x>0 < Aly<c
x <0 <> ATyZC
x frei < Aly=c

Insbesondere ist das Duale des Dualen LPs wieder das Primale LP.

76: 76€[76,76]



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen

77 T7€[77,77]

Mozart: das Duale geometrisch

max c¢!x

s.t Ax < b
x>0

min bTy

s.t ATy>c
y=>0

1

1|, b=

2

Welchen?



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen.

Mozart: das Duale optimal

max c’x
(Pv) st Ax<b
x>0
min bTy
(Dm) st Aly>c
y=>0
2 1 10
A=|1 1|, b=] 6
1 2 9
= |

78: 78€([78,78]
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Dualitat

Wo ist das Duale im Simplex-Algorithmus?

Input: zulassige Basis B, xg = A_lb

1. BTRAN: Bestimme y := AB cg durch Losen von ABy = cB.
2. PRICE: 2y :=cy— Afy, ist zy >0, STOP (Optimalldsung),
sonst wahle 2 € N mit z; < 0.

min ¢’ x max by
(P) st. [Ag,An]| B |=b (D) st Aply, [ ]_[cs
x>0 yeR™ z>0

1. Schritt: Setze zg = 0 und l6se 1. duale Block-Zeile — ¥
2. Schritt: Bestimme Zy aus der 2. dualen Block-Zeile

Ist die duale Lésung zulissig (zy > 0), ergibt das die Schranke

mi)r;ch > y'b = cfAz'b = cgXg = ¢'x [= OL]
xe

Beachte: PRICE sucht einfach ein dual unzuldssiges z; mit i € N!
79: 79€[79,79]



Dualitat

Das duale Simplex-Verfahren

(D) max by st A y+ 28| B yeR™ z>0
h AI—(I_ zZN cN ’ .

Dual zul3ssige Basis: zg =0, y = AET(CB —zB), ZN = CN - A,Ey >0

Kosteninderung in Abh. von zg: yTb = cfcg — 2} Ag'b
\:-/
= XB

Input: dual zuldssige Basis B, y = Az cp, Zv = cy — ALy > 0

1. FTRAN: Bestimme xg := Aglb durch Loésen von Agxg = b.
2. PRICE: Ist x5 > 0, STOP (Optimallésung),
sonst wahle 7€ {1,..., m} mit Xg(; < 0.
3. BTRAN: Bestimme w := A*Te] und berechne iy = —A,-Cv'v
4. RATIO:  Ist by < 0 STOP (Duales unbeschrankt), sonst wéhle
€ Argminien{Z : @i >0}, (= Z
5. Update: y—y (w, Zy —zN—Cw sz) :C
= (N\ {3}) U{B()}, B() =12, GOTO 1.
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Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt
c"x—bTy=(ATy4+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

Schwache Dualitat: Der Wert jeder zuldssigen Losung beschrankt
den Optimalwert des jeweils Dualen. [gilt immerl]
= Ist ein LP unbeschrankt, ist dessen Duales unzulissig.
Dualitatsliicke: Differenz aus primalem und dualem Optimalwert.
Starke Dualitdt: Primaler und dualer Optimalwert sind gleich,
(beide werden angenommen). [gilt i.A. nicht fiir Konv. Opt.]

Satz (Starke Dualitét in der Linearen Optimierung)

Hat ein LP einen endlichen Optimalwert, so wird dieser sowohl/
primal als auch dual angenommen.

Beweis: Simplex-Alg. mit Auswahlregeln von Bland. [J

81: 81€[81,81]



Dualitat

Es konnen beide unzulassig sein!

max  Xxj max —yj
st. x1—x0 <-1 st. y1—yp> 1

P D
(Pu) —x1+x< 0 (Du) -yn+y2> 0
x1>0,x >0 y1 20,220

(Py) Es kann nicht x > 1+ x3 und x» < xq sein.

(Dy) Es kann nicht y3 > 1+ y» und y1 < y» sein.

82: 82€[82,82]



Dualitat

Anwendung: Spieltheorie
2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

Wenn S2 weiB, dass S1 Zeile i wahlt, wahlt S2 maszl,m,,,(MTe,-)J-.

S1 bestimmt eine optimale Wahrscheinlichkeits-Verteilung fiir eine
zufallige Zeilenwahl, um nicht so leicht voraussagbar zu sein:

. min s
min maxj:17.,,,,,(MTx)J- st. s>(MTx); j=1 n
st. 17x=1 < (P) 1Tx — 1 J R
2 =
x=20- _ x>0,s€R
S2 tut das gleiche fiir sich
max min (My) max t
i=1,..,m i .
v .t < i =1,...
st. 1Ty =1 < (P2) st iT_y(ﬁ/I}{)J i=1...,m
>
y =0 y>0,teR

(P,) ist das Duale zu (Py), beide sind zul., also ist v(P1) = v(P»).

Man muss die Strategie des Gegners gar nicht kennen!
83: 83¢([83,83]
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Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2z"x >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementéren Schlupf)

Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn X;z; =0 fiiri =1,...,n.
Eine Ungleichung heift aktiv in einem Punkt, wenn sie in dem
Punkt mit Gleichheit erfullt ist, sonst nicht aktiv oder inaktiv.
Folgerungen:
e Ist in einer OL eine Variable in x* oder z* > 0, ist deren duale
Ungleichung in jeder OL des jeweiligen dualen aktiv!
e Ist in einer OL eine Unglg. des LPs inaktiv, ist deren
Dualvariable in jeder OL des jeweiligen dualen gleich Null!
Tatsachlich gibt die GréBe der Dualvariablen wesentliche
Information iiber den Einfluss der Unglg. auf den Optimalwert ...

85: 85¢(85,85]



Kompl./Sensitivitat

Geometrische Interpretation der Komplementaritat

max c!x min bTy
\t xp (Py) st. Ax<b (Dy) st. ATy>c
x20 y>0

2 1 10 3
A=1|1 1|, b=] 6 ,c—{z}
1 2 9

7 \\5\3“1“'?42‘:\‘" Inaktive Ungleichungen kdnnen nicht
ey A zur besten Schranke beitragen,
- die aktiven Restr. ,halten” die OL.

(Gleichungen sind immer aktiv!)

e, F o yillajll (bzw. z) ist , Kraftanteil von
’ Restriktion 7 im , Kraftegleichgewicht”.

»Der Gradient der Zielfunktion liegt im Kegel der Gradienten der
aktiven Restriktionen.”

(Die Vorzeichen sind je nach Richtungen anzupassen!)

86: 86€(86,86]



Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse
Wie sensibel reagiert die OL auf Anderungen in welchen Daten?

min ¢”x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Wie weit ist b veranderbar bei gleicher optimaler Basis B?
xg=Ag'b>0, y" =AgTcs, zy=cn—Afy >0
b(t) := b+ tAb erhilt duale Zul. fiir t € R, primale aber nur wenn

Uk -1 _[xal _Ixgli
xg(t) =xg+tAg Ab>0 & [ATB&]‘,-X>0 B St< [ATB?,-X<O Bl

=:Axp
Fiir diese t ist der Optimalwert = b7 y* + tAbT y* (Kompl.!),
sonst ist dieser Wert auf jeden Fall eine untere Schranke.
Fiir Ab = ¢; beziffert yj* die marginalen Kosten der Veranderung,
— bei Ressourcennebenbed. heiBen die yj* oft Schattenpreise.

87: 87¢([87,87]



Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse fiir die Kostenkoeffizienten

Wie weit ist ¢ verdnderbar bei gleicher optimaler Basis B?
Xg = Aglb >0, y*= AETCB, Zy = Cn — A,-’\;y* >0
c(t) := c+ tAc erhdlt primale Zul. fiir t € R, duale aber nur wenn

zn(t) = zjy + t (Acy — Af Az T Acg) > 0

=:Azy

[zltlil Stg max _[AZ;\;]I
[Azy]i>0 [Azy];i<0 [Azn;

Fiir diese t ist der Optimalwert = c"x* + tAc” x* (Kompl.), sonst
ist dieser Wert eine obere Schranke.

88: 83¢([88,88]
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Spaltengen.

3.5 Spaltengenerierung

Was tun, wenn es zu viele Variablen gibt um das LP aufzustellen?

Das Simpex-Verfahren bendtigt je Iteration nur die Basis-Variablen
(xny = 0!), solange eine verbessernde Nichtbasis-Spalte in PRICE
erzeugt werden kann. Das nutzt die Spaltengenerierung.

Am Beispiel:

Zuschnittproblem: Aus moglichst wenigen Metern von
Standardblechrollen der Breite (bg = 1000mm) sollen kleinere
Breiten b; (in mm) mit Gesamtlange h;, j =1,..., m geschnitten
werden.
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Spaltengen.

Modellierung des Zuschnittproblems
Daten: Lange h; der Breite bj € N (j = 1,...,m) aus Breite by
Modell: Schnittmuster s € N’ enthalt die Breite b; genau s; mal.

Menge der zul. Schnittmuster: S = {s €Ng : > Tosiby < bo}

Variable x5 gibt die Lange an, mit der s € S geschnitten wird.
[sxs]; ist der Beitrag von Schnittmuster s zum Bedarf h;.

min- Y csXs max h'y
(Ps) st. > csSxs>h (Ds) st. s'y<1 seS
x>0 y=>0

sucht die minimal notwendige Gesamtlange um alle h; zu erfiillen.
Schwierigkeit: |S| ist riesig!
Idee: Starte mit S = {ej:j=1,...,m}, lose (Pg) — ¥,
bestimme, wie in PRICE, s € S mit kleinsten red. Kosten
5 € Argminges2s =1 —sT §* — setze §:= 5 U {3}, iteriere.

Pricingproblem

91: 91€[91,91]
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Das Pricingproblem des Zuschnittproblems
Fiir >0, b e N (j =0,...,m), bestimme 5 € Argmin, {1 —s"}

max §7s st. b's< by, s€NJ

Dieses ganzzahlige Optimierungsproblem heiBt Rucksackproblem.

Falls by nicht zu groB, gut rekursiv I6sbar (dynamic programmmg)
Die beste Fiillung bis Kapazitit b mit Objekten 1,. ..,k hat den Wert

k k -
F(b, k) := max Z)A/jsj:zbjsj§57-9j€No fiir b=0,...,bo,

0
wobei F(0,0) := 0 und F(b, k) := —oo fiir (~b) €N, k=0,...,m.
Nun gilt

F(b.k) = max {F(b.k — 1), F(b— by K) + 5} fur 2 — 7™
(Entweder k nicht verwenden oder k einmal verwenden und Rest

bestmdglich fiillen)
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Beispiel Rucksackproblem

b0:10, b1 =3, b, =5, b3:6,)71:2|)72:41}73:_5
b=1,...,b,
k=1
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Rekonstruktion der Losung durch Objektindices.
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Spaltengen.

Zusammenfassung Spaltengenerierung Zuschnittproblem
Daten: Lange h; der Breite b; (j =1,..., m) aus Breite by
0. Schritt: 5= {ej :j=1,...,m} (pro j: Breite j einmal)
1. Schritt  Ermittle OLen X*, §* von

min > s Xs max h'y
(Pg) st Y .ce%>h (Dg)st. s'y<l seb
x>0 y >0

2. Schritt:  Lose das Pricingprobelm als Rucksack
max (§*)7s st. bTs< by, s€NT —'5

3. Schritt: Ist 1 —37§* > 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst S := SU {5}, GOTO 1.

(auch Entfernen ungebrauchter Muster moglich)

Bemerkungen zur Praxis:

e Anfangsmenge § muss Zulissigkeit und endliche OL garantieren

e Verwendet m verschiedene Schnittmuster (# Basisvar.). Oft zu viele!
e Lingen Xs nicht ganzzahlig, oft wenige lange, einige sehr kurze

e Anfangs gute Verbesserung, dann SEHR langsam (tailing off effect)
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Schnittebenen

3.6 Schnittebenenverfahren
Gleiche Idee, wenn es zu viele Ungleichungen aJ-Tx > bj, j €1 gibt:

0. Schritt: Waihle Z C Z, die endliche OL garantiert
1. Schritt  Ermittle OLen X*, §* von

in ¢’ max ez bjyj
min ¢’ x i
(Pi) s.t alx> b j€ j— (Df) s.t. Zjef ajy; <c
S y=>0

2. Schritt:  Lose das Separierungsproblem: Finde eine (maximal)
verletzte Ungleichung 7 € Argmax;c7{b; — ajT>“<*}
3. Schritt: st b; - aJTf(A* < 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst Z: =72 U {7}, GOTO 1.
(auch Entfernen inaktiver Ungleichungen mdglich)

Bemerkungen:

e Schnittebenenvefahren = Spaltengenerierung im Dualen

e gute Erfolge in kombinatorischer/ganzz. Optimierung

e Eher ungiinstig: Linearisierung konvexer Nebenbedingungen

e Je nach separierter Unglg.-Klasse starker tailing off effect
96: 96€[96,96]
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Konvexe Nebenbedingungen mit Schnittebenen
2.

Problem: Schleifende Schnitte numerisch ungiinstig, ungenau
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Welchen?

3.7 Wann primalen, wann dualen Simplex verwenden?

Fiir ein festes LP:

Fiir viele LPs aus der Praxis scheint der duale Simplex etwas
schneller zu sein (vermutlich weil viele LPs nach dhnlichen
Denkmustern erstellt werden).

Innere-Punkte-Verfahren (s. spater) sind bei groBen Instanzen oft
schneller und weniger anféllig bzgl. Degeneriertheit, aber ein Test
lohnt sich.

Spaltengenerierung: Nach Einfiigen von Variablen bleibt die
primale Basis zul3ssig (die alte Duale Losung nicht), also setzt
man mit dem primalen Simplex direkt fort!
(Innere-Punkte-Verfahren sind dafiir ungeeignet)

Schnittebenen-Verfahren:

Nach Einfiigen einer Schnittebene bleibt die duale Basis zulissig
(die alte primale Lésung nicht), also setzt man mit dem dualen
Simplex direkt fort!

(Innere-Punkte-Verfahren sind dafiir ungeeignet)
99: 99€[99,99]
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