6 Freie Nichtlineare Optimierung

Verfahren zur Minimierung glatter Funktionen ohne Nebenbedingungen,

m]ilg f(x), f:R"—=TR hinreichend glatt

xeRn

Hinreichend glatt bedeutet, dass f so oft stetig differenzierbar sein soll,
wie fiir das jeweilige Verfahren erforderlich.

Ziele fiir die Verfahren:

e Finde ein lokales Minimum (sogar weniger: finde ein X,
das die notwendigen Opt.-Bed. 1. Ordnung erfiillt, s. dort)

e Schnelle Konvergenz in der Ndhe lokaler Optima

e Der Rechenaufwand soll moglichst klein bleiben

e Numerische Stabilitdt und hohe Genauigkeit

Anwendungen:

e Nichltineare kleinste Quadrate Probleme

e Als Loser fiir Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
[s. Barriere-, Straf- und augmentierte Lagrange-Verfahren]

In welcher Form soll f fiir die Verfahren zuganglich sein?
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Orakel/Modelle

6.1 Orakel allgemein und Orakel 0. Ordnung

In vielen Anwendungen ist die Funktion f nicht analytisch verfligbar,
sondern ergibt sich z.B. aus der Losung eines Systems partieller
Differentialgleichungen oder einer Simulation.

Daher setzen allgemeine Optimierungsverfahren nur eine Unterroutine
voraus, die das Verfahren nach dem Wert der Funktion und eventuell
auch nach Ableitungsinformation in dem jeweils betrachteten Punkt
befragen kann — ,,Orakel".

Ist die Funktion analytisch gegeben, erzeugen Modellierungssprachen wie
AMPL, GAMS, ... automatisch entsprechende Orakel/Unterroutinen, die
Wert und Ableitungsinformation liefern.

Ein Orakel 0. Ordnung berechnet fiir gegebenes x € R™ nur den
Funktionswert f(x), aber keine Ableitungsinformation.

Verfahren fiir glatte Funktionen bendtigen Ableitungsinformation und
approximieren diese numerisch durch vielfache Funktionsaufrufe (s.
spater).

220: 265€[265,265]



Orakel/Modelle

Inex. N. kl. Quad.

Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad
Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Opt.-Bed
Fiir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient Vf(x) € R" berechnet

Gradient in x=1.1, y=0
i

Der Gradient: %(X) /
Vf(X) = 25 //
of : ////

6Xn (X) 15 ////////////////////////

2 I//I/}/I///I/M////%/

-~ 05 %%%%%

° [Vi(lx) ist der Normalvektor
zur Tangentialebene an den Graphen
{[f&)}:xeR”} von f in [f(x)] °
e Vf(x) zeigt in Richtung

des steilsten Anstiegs von f in x.
o || V£(x)| misst die GroBe des Anstiegs.

221: 266€[266,268]
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Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.

Orakel/Modelle Opt.-Bed

Der Gradient: %(X) Gradient in x=0.9, y=1
R ) ///////é
f - - /////////////
o | V)| ist der Normalvektor = //////////
! z g
zur Tangentialebene an den Graphen = o /fﬂ%/f%//
x | . n : x o )
{[f(x)} :x€eR }vonfln [f(x)] N
e Vf(x) zeigt in Richtung
des steilsten Anstiegs von f in x. —
y X

o || V£(x)| misst die GroBe des Anstiegs.

Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
fr(x) = f(X) + VF(X)"(x — X).

221: 267€[266,268]
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Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.

Der Gradient: %(X) Gradient in x=0.7, y=2
Vi(x) = : . //// |
we ] 0
[Vf(x)} , ' ///////////
o | V17 ist der Normalvektor 5, ////I////////////////
zur Tangentialebene an den Graphen = o f ///I/I%%/
X . n : X 0 i
{[f(x)} :x€eR }vonfln [f(x)] .
e Vf(x) zeigt in Richtung 8
des steilsten Anstiegs von f in x. —
e |[VF(x)|| misst die GroBe des Anstiegs. y X

Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,

f(x) = f(x) + VF(X)T (x — X).
Fiir x nahe bei x ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf
i f(x)— f(x)— V()T (x—x) _ i f(x+h)—f(x)-VFX)Th

pa lIx — x| h—0 |IA]]
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VAR h = lim X4 ah) =) _ b r(x)  [Dawf(R) = ADWF(3)]

[ «
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8) (xy)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VAR h = lim X4 ah) =) _ b r(x)  [Dawf(R) = ADWF(3)]

[ «
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(-0.3,0.3) (xy)=(1.1,0), h=(-0.3,0.3)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,
f(x h) — f(x
VAR h = lim (X+ah) =) _ b r(x)  [Dwf(R) = ADsF()]
[ «

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(1,0.5) (xy)=(1.1,0), h=(1,0.5)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VF)Th — lim 0N — (%)

al0 (%

= th()_()

[Danf(X) = ADpf (X)]

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]

Gradient in (x,y)=(0.8,1.5), h=(1,-2)
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(x,y)=(0.8,1.5), h=(1,-2)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VF)Th — lim 0N — (%)

al0 (%

= th()_()

[Danf(X) = ADpf (X)]

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]

Gradient in (x,y)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8)
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(x.y)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8)
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.

9%F 92F Quadratisches Modell in x=1.1, y=0
Ox10x1 ) © OxpOx1 ( )

Fom (%) -+ s, (%)
e V2f(x) ist symmetrisch, falls
f zweimal stetig differenzierbar ist.
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x),

V2f(x) schmiegt sich in {f(xx)] an den
Graphen {[f&)} i x € ]R"} von f an.

e V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R.

Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R" werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet
92f ) 92f (X) Quadratisches Modell in x=0.9, y=1

Ox10x1 © OxpOx1
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e V2f(x) ist symmetrisch, falls =
f zweimal stetig differenzierbar ist. =
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x),

V2f(x) schmiegt sich in {f(xx)] an den
Graph ‘] ix eR" f an. s
raphen {[f(x)} X } von f an , )

e V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.
f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,
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F)—((x) = f(X)+ VF(R)T(x - X) + %(X — %)V (x)(x — %).
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)

Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.

8)?1281;1 X) o 6;2125)(1 (X) Quadratisches Modell in x=0.'7, y=2
V2f(x) == 2 ///// |
8)?12(91;,, (X ) te 8)(21261);,, (X ) ‘: ///////////////////////
o V2f(x) ist symmetrisch, falls R I/WW
f zweimal stetig differenzierbar ist. = o /ﬁ/%/ﬁ/él,%é/

N
—
=
=

7

e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x), °
V2f(x) schmiegt sich in {f(xx)] an den

Graphen {[f(xx)} IX € R"} von f an. o

e V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.

f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,
o 1
f(x) = F(X)+ VFE) (x — %)+ 50— x)TV2f(x)(x — X).
Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f

i, (O EV I ()R VRO _ g,
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Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%(;)h.
) :

[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ¢ : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
quad. Modellj (x,y)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8) 27)’):5(1-170): h=(-1.8,1.8)
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Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th% %)h.

Q0
c
Q
Q
<
o
[oX
o)
=

<

=
1l

—_~
—
a

o

:-/
>
1l

=

o
a1

SN—
=
=
T

e
>

’II\
o

o

=——.

———

/

=————

——
=——

—
=
— —
——

—
—

—_—
—

———
=

—
——

\\\“’
——

=

=

—

—
—

—
—

—

—
——

f(x,y)

=

=

—

.

\ 1
\7//
7

S

EENS

0.5

oSS

®(a), quadratisches Modell

I
-1 0 0.5 1

224: 278€[277,280]



Orakel/Modelle Opt.-Bed

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%
[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ¢ : R — R, ¢(«

Newton LS Skal

BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

(x
) :

)h.
= f(x + ah)]

quad. Modell in (x,y)=(0.8,1.5), h=(1,-2)

///

f(x.y)
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Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%(;)h.
[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ¢ : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
quad. Modell in (x,y)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8}

<

)=(0.8,1.5), h=(~1.1,-1.8)
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Der Satz von Taylor/Mittelwertsatz
Satz (Taylor/Mittelwertsatz)
Sei f oft genug stetig differenzierbar und x, h € R", dann
36, € (0,1): f(x+ h)= f(x)+VF(x+0:h)h,
J0,€ (0,1): f(x+ h)= f(x)+VF(x)Th+3hTV?f(X+02h)h,
J03€ (0,1): F(x+ h)=F(X)+VF(x)Th+3h"V2F(x)h+2V3f(x+03h)[h, h, h]
[V3 steht fiir die 3. Ableitung] , Taylor-Entwicklung von f um x*

Illustration des ersten Falls des Mittelwertsatzes:

f(X)+ Vf(x+6h)'h

225: 281€[281,281]
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Lipschitz-Stetigkeit, ,,Klein-o-Notation*
Eine Funktion G : R" — R™ heiBt Lipschitz-stetig auf einer Menge S C R",
falls es eine Konstante L > 0 gibt mit ||G(x)—G(y)| < L||x — y|| Vx,y € S.
[= Die Werte kénnen sich nur bei groBerem Abstand stark dndern!]

Jede auf R” stetig differenzierbare Funktion ist fiir jedes x € R” und p >0
auf der p-Kugel um %, B,(x) := {x € R" : ||x — X|| < p} Lipschitz-stetig.

o Ist Vf um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das lineare Modell auf B, eine gute Naherung an f.
e Ist V2f um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das quadratische Modell auf B, eine gute Naherung an f.

Aus dem Satz von Taylor und der Lipschitz-Stetigkeit von V*f folgt
f(x + h)= f(x)+Vf(x)"h+ o(| hl),
f(x + h)= f(x)+VF(%)Th+1h"V2f(%)h + o(| h||?)

Das Landau-Symbol o(g(y)) steht immer als Ersatz fiir eine nicht weiter

g'(y)
o) O

Bei Folgen g(y(¥)) steht es fiir ein g’(y)) mit limy_, 5;((%((:))

interessierende Funktion g’(y) mit der Eigenschaft lim,_,q £
also ein g’, das schneller klein wird als g.
— 0.
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Niveaumengen und Niveaulinien
f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}. @ s,

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien"] ::}\
N,(f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots) A1\
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)

gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VE(x)Th+o(|hl)). | ——]
A
Bsp: quadratische Funktion /_\
IxXTQx+q"x+d Zﬁ\_/
mit Q positiv definit. - —

— —

227: 283€[283,287]
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Niveaumengen und Niveaulinien

Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q indefinit.

227: 284€[283,287]
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Niveaumengen und Niveaulinien

Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q negativ definit.

227: 285€[283,287]
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Niveaumengen und Niveaulinien
f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}. QCP s,

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q positiv semidefinit.

227: 286€[283,287]



Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien
f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: Rosenbrock-Funktion (banana shape) - /

Fx,y) = 21y = x*)* + 155(1 — x)?]
Minimum wird in (1,1) angenommen.

227: 287€[283,287]
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Opt.-Bed.
6.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt

Vf(x) = 0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[IVF(x)[>>0
Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!

Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Bsp: f(x) = 2x"Qx + q"x + ¢ mit Q > 0 ist (streng) konvex.
Mit VF(x) = Qx + g bestimmt V{(x*) = 0 das Minimum x* eindeutig,

x*=—-Q g.

229: 289€[289,291]



Opt.-Bed.
6.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x) = 0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[IVF(x)II>>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!

Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Geometrisch bedeutet Vf(x) = 0, dass die Tangentialebene an f in x
,waagrecht” liegt.
Ist sie nicht waagrecht, kann man sicher noch ein wenig hinunterrutschen.

229: 290€[289,291]



Opt.-Bed.
6.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x) = 0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[IVF(x)II>>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!
Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:

Ist Vf(x) # 0, so kann man die Funktion in Richtung —Vf(x) immer

verbessern (u.U. nur fiir sehr kleine Schrittweite).

Die Schrittrichtung h = —Vf(x) heiBt steilster Abstieg (steepest descent).
220: 201€[289,291]



Opt.-Bed.

Notwendige Optimalitdtsbedingung 2. Ordnung

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 2. Ordnung)
Ist x € R" ein lokales Min. einer hinr. glatten Funktion f : R" — R, gilt

VFf(x)=0 wund V?f(x) = 0.
Sonst gibt es ein h € R” mit h” V2f(x)h < 0, Taylor ergibt fiir kleine o

fF(x+ah) = f(x) +a VAX)Th +% hTV?F(x)h+o(a?) < f(X).
N—— ————

=0 (VF(%)=0) <0

Die Bedingung ist wieder nur notwendig und i.A. nicht hinreichend.

2 0 ..
B 1(xy) =7y, VHx) = | 5 | fir () = (0.0)

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:
Ist zwar V£(X) = 0 aber Amin(V2f(X)) < 0, so kann f in Richtung eines
Eigenvektors zu Apin verbessert werden.

230: 292€[292,292]
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Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung

Satz (Hinreichende Optimalititsbedingung 2. Ordnung)

Gilt fiir ein X € R" sowohl Vf(x) = 0 als auch V?f(x) >~ 0,
so ist x ein lokales Minimum von f.

Denn fiir beliebiges h € R™ \ {0} und « klein genug gilt mit Taylor
fF(x+ah) = f(x) +a V) h +% hTV?F(x)h+o(a?) > f(X).
———— —_———

=0 (VF(%)=0) >0

Die Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig: f(x) = x* in x = 0.
In der Praxis ist sie erstaunlich oft erfiillt.

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:

In der N&he eines lokalen Minimums sieht die Funktion wie eine konvexe
quadratische Funktion aus, das quadratische Modell ist dort eine gute
Approximation!

231: 293€[293,293]



Opt.-Bed.

Bemerkungen

e In Optimalitdtsbedingungen fiir Maximierungsprobleme muss man
nur V2f = 0(> 0) durch V2f < 0(< 0) ersetzen, der Rest bleibt
gleich.

e Stationare Punkte sind entweder lokale Minima, lokale Maxima oder
Sattelpunkte (manche Richtungen fiihren aufwirts, manche
abwirts).

e Alle Optimierungsverfahren versuchen eine Folge zu erzeugen, die
gegen einen stationdren Punkt konvergiert. In der Ndhe eines
stationdren Punktes soll die Konvergenz moglichst quadratisch sein,
wie beim Newton-Verfahren.

232: 204€[294,294]
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6.3 Das Newton-Verfahren
[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]
Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex, -

f(x) + VF(x)Th+ ThTV2f (x))h
[=c+q h+in"QH

234: 296€[296,302]
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6.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

——

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

FOR) + VF(xU)Th4 ATV (xW)h - 3ol g
= a0 ‘:::.
[=c+q"h+ 3hTQH

=\
=

=
—
S

=
=—
—
=
———
=

s
s
=

=

Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y T T
Punkt x(kt1) = x() 4 h den stationiren
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2f(x(k)) = 0),

hs\/;) — _v2f(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

234: 297¢[296,302]
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6.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

=1.4989, y=2.2467

=

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

=N
=

=
\§\\

=
=
=

=
—_—
=
—
—

1
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Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y x
Punkt x(kt1) = x() 4 h den stationiren
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2f(x(k)) = 0),

hs\/;) — _v2f(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

234: 298€[296,302]
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6.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

x=1.0001, y=0.75147

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(xU) + V()T h+ LTV (x)h - 3]
[=c+q h+ Lh7Qh]

0
il

il
iy

Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y T T

Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren Newton x=1.0001, y=1.00%2
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi- .
nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hs\/;) — _v2f(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

234: 299€[296,302]
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6.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

x=-0.2, y=2

Fiir jedes x() nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(x®)) + VA(xW)Th+ LhT2fF(x()p 3=
[=c+q"h+ 3hTQH

df
a7

///II///I
7l

Das Newton-Verfahren wahlt als n&chsten v X
Punkt x(k+1) = x(k) 4+ h den stationiren e P L
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-

nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hy) = —V2f (xR IV (xR). [= —Q gl T /

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

234: 300€[296,302]




Orakel/Modelle

Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff

6.3 Das Newton-Verfahren

Opt.-Bed
[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),

hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]
Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht

=N

—_—

=—

—_—

S

=N
S—————

S=————

zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.
x=-0.20307, y=0.041228
|
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Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex, -
f(x) + VF(x)Th+ ThTV2f (x))h

[=c+q h+in"QH

.

o0

a0

f(x.y)

20

20
25

NLG

Das Newton-Verfahren wahlt als nachsten
Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren

Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2f(x(K)) = 0),
hy) = —V2f(x(K) 1V (xR). [= —Q1q]

A% st der Newton-Schritt und ist fiir
V2f(xk)) regulir definiert.
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6.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und 4ndert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

=

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(x®)) + VF(xO)Th+ LTV (x(O)h 5|
[=c+q h+3h" QN
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Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y T T

Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren Nowlon x=099775, y-0.9%2
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi- .
nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hs\/;) — _vzf(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.
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Newton

Satz (lokal-quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei f zweimal stetig differenzierbar, x* ein lokales Minimum, das die
hinreichenden Optimalititsbedingungen erfiillt, Vf sei Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von x*. Fiir jeden nahe genug an x* gelegenen
Startpunkt x(© gilt fiir die Folge

xk+1) = (k) _ g2f(x(K) =1y £ (x(K)
1. Die x\K) konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.,
IK eN,c >0 ||x* D — x*|| < ¢||x) — x*|? fiir k > K.

2. Die Gradienten-Normen ||V f(x())|| konvergieren quadratisch gegen 0.

e Der Satz gilt nur lokal und gibt keine Konvergenzgarantie fiir weit
entfernte Startpunkte (das kann selbst fiir konvexes f fehlschlagen).

e Die Funktionswerte f(x(¥)) miissen keineswegs monoton fallen.

o Startet die Folge in der N3he eines anderen stationdren Punktes
(Maximum oder Sattelpunkt), konvergiert die Folge zu diesem.

e Kommt man ins Gebiet quadratischer Konvergenz, verdoppelt sich pro
Iteration die Anzahl korrekt berechneter Stellen.

235: 303€[303,303]



Newton
Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.

e Die Bestimmung von V?f ist oft zu aufwendig bzgl. Rechenzeit und
Speicherbedarf. Meist setzen Verfahren daher nur Orakel 1. Ordnung
voraus und approximieren V2f lokal zur Konvergenzverbesserung.
Damit sind aber die Bedingungen 2. Ordnung nicht gut iiberpriifbar.

e Ein nichtlineares Optimierungsverfahren heiBt global konvergent,
wenn es fiir jede nach unten beschrankte Funktion und jeden
Startpunkt x(©) eine Punktfolge x(¥) mit ||V £(x(X)|| — 0 erzeugt.
[Das kann auch [[x{¥)|| = oo bedeuten, etwa fiir f(x) = 1]

e Durch die Bedingung f(x(*1)) < f(x(¥)) hoffen die Verfahren im
Konvergenzfall ein Minimum gefunden zu haben, manchmal ist es
jedoch ein Sattelpunkt. Fiir den Anwender ist das meist leicht zu
erkennen, fiir das Verfahren nicht — besseren Startpunkt wahlen.

e Wir nutzen die Kurzschreibweise f, fiir f(x(K)), V£, fiir V£ (x(¥)
und V2f, fiir V2f(x(¥)).

236: 304€[304,304]
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LS

6.4 Line-Search-Verfahren

Schematischer Ablauf von Line-Search-Verfahren:

1. Rufe das Orakel fiir x{¥) auf — fi, V', (vielleicht auch V2£,).
. Ist || V]| klein genug, STOP.
. Abstiegsrichtung: Wihle h(K) € R" mit V£ h(K) < 0.
. Line-Search: Finde eine Schrittweite ay > 0 mit
f(x(k) + akh(k)) »ausreichend” kleiner als f;
5. Setze x(kt1D) 1= x(K) 4 h(K) | k < k + 1, gehe zu 1.

N

Zwei Hauptaufgaben:
e Bestimmung einer Abstiegsrichtung

e Bestimmung einer Schrittweite (Line-Search)

238: 306€[306,306]
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Abstiegsrichtung (fiir x mit V£(x) # 0)
Eine Richtung h € R" heiBt Abstiegsrichtung fiir f in X, falls Vf(x)"h < 0.

Die meisten Algorithmen bestimmen h fiir ein B >~ 0 in der Form

h:=—B7'VFf(x), denn VF(x)Th=—VF(x)TBIVF(x)<0.

>0

Beispiele (s. spiter zu Vor- und Nachteilen):

e B = [: steilster Abstieg h = —Vf(X) (steepest descent).

e B = V?f(x) Newton-Richtung (Abstiegsrichtung fiir V2f(x) > 0)
e B =[V2f(X) + Al] = 0 modifizierte Newton-Richtung

e B~ 0 als Approximation von V2f(x) Quasi-Newton-Richtung

Fiir globale Konvergenz der Line-Search Verfahren ist nur wichtig, dass
die Richtungen nicht orthogonal zur steilsten Abstiegsrichtung werden:

36> 0: 7T M — cos (Vi hK) = 5 > 0 fir k > 0.

Das ist erfiillt, falls f\‘rmnj:i((g:)) < k fiir ein Kk > 0 und gilt z.B. fiir B=/ oder

Newton-Richtung in der Ndhe von x* unter den Vor. des Newton-Satzes.

239: 307¢[307,307]
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Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu ming>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) ware sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(x)"h
Ein & mit ausreichendem Abstieg (sufficient decrease) erfiillt:
1. Mindestanteil 0 < 71 < 1 an dem durch ¢’(0) ,,versprochenen*Abstieg:
d(a) < ¢(0) + a1 9'(0) (Armijo-Bedingung) [fiir kleine v erfiillt]
2. An der Stelle & ist der Abstieg @ schlecht (0 <71 <72 < 1):
&' (@) > 729'(0) (Krimmungs-Bedingung) [VfT h stark gedndert]

o\ =X+ ah) Krimmung Armijo- und Kriimmungs-
f(X)=D(0) 152(0) Armijo Bedingung gemeinsam
D(0)+ary,P’(0) heiBen Wolfe-Bedingungen
L und Schrittweiten, die diese
erfiillen, garantieren ausrei-
chenden Abstieg.

{ o [y1=10"% v, € {0.1,0.9}]

Wolfe x ¥
\
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Wolfe-Bedingungen und globale Konvergenz
Fiir 0<~1 < 72 <1 erfiillt Schrittweite ) die Wolfe-Bedingungen, wenn

F(x®) + ah®) < fi + e VE A (Armijo)
V(x4 aghNTAE) > 4, VT AR (Krimmung)

Armijo sichert Abstieg, Kriimmung eine Mindestschrittweite, falls V£
Lipschitz-stetig ist. Beides ist mit einem Orakel 1. Ordnung iiberpriifbar.
Solche Schrittweiten gibt es immer, wenn f nach unten beschrankt ist.

Satz (Globale Konvergenz von Line-Search-Verfahren)

Sei f nach unten beschrankt. Fiir den Startpunkt x(©) sei Vf auf der

Niveaumenge {x € R" : f(x) < fo} Lipschitz-stetig. Garantiert ein

_ VR e S
ATGIIE 0 fiir ein § > 0 sowie die

Wolfe-Bedingungen fiir die Schrittweiten «, dann gilt ||V 1| — 0.

Line-Search-Verfahren

Vorsicht: Man hofft auf Konvergenz gegen ein Minimum, aber sowohl
|x(K)|| — oo als auch Konvergenz gegen einen Sattelpunkt sind nicht
ausgeschlossen!

241: 309€[309,309]
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Bestimmung der Schrittweite in der Praxis
e Ziel ist, mit moglichst wenig Funktionsauswertungen einen
Wolfepunkt zu finden.

e Die vorhergehende Schrittweite dient meist als Startwert, beim
allerersten Mal nutzt man gerne o = ﬁ

e Der nichsten Kandidat wird z.B. iiber kubische Interpolation, die
neue und alte Funktionswerte und Ableitungen nutzt, bestimmt.

e Jeder Fehl-Versuch erlaubt, das Suchintervall zu verkleinern.

e Eine solide und effiziente Implementation, die auch mit numerischen
Schwierigkeiten umgehen kann, ist sehr schwer und aufwendig.

e Entscheidend fiir den Erfolg ist vor allem die Schrittrichtung!

AUSNAHME: Fiir Newton-ahnliche Richtungen wird immer Schrittweite 1
zuerst probiert und nur auf Armijo getestet. Solange Armijo nicht erfiillt
ist, reduziert man die Schrittweite (durch Interpolation oder einfaches
Backtracking, d.h., Multiplikation der Schrittweite mit einem Faktor
0<o<1).
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Skal.

6.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
(o) =VF(X)Th+ahTQh=0 = a=-=-Y*t

AT QA

Ideal skaliert (Q =/): ___ Stellster Abstieg, Schit 1

10 o
Q—|:0 1:|aq_07c_0 :i ‘ A

0) 0z A
Xq =09 .| -

Startpunkt [Xz(o)] = [ 0'9} . :
Steilster Abstieg (B = 1): j::

he—Vf a— e _ N
! hT Qh
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6.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ah"Qh=0 = a=-yob

Ideal skaliert (Q =/): Newton, Schritt 1

1 0
Q—{O 1},q—O,c—O ;

(0) o X
Xq =09 .| -
Startpunkt [XQ(O)] = [ 0'9} - :

Newton (B = Q): j::

1 = __ VFIQTIVF _ 1 .
h=—Q WV a=Sagvr =1 = ; °

08|
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6.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
(a)=VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yob

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 8
=13 9] 0 co ; AN
Tlo 1 ITReTE
~(0) o2 = o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= llAll? A \ 5 4 5
- = hTQh X

244: 314€[312,315]



Skal.

6.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
(o) =VF(X)Th+ahTQh=0 = a=-=-Y*t

AT QA
Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Newton, Schritt 1
=13 9] 0 co ; N
- 0 1 , =V, Cc= :i
(%) 037 ." )
1 _ >
Startpunkt [xéo)] = [ 09}
Newton (B = Q): Y
__A-1 =~ _ VfTQ v _ B
h=—-Q Vf'a_VfT©*1Vf 1 .

244: 315€[312,315]
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Steilster Abstieg konvergiert SEHR langsam

Ein Verfahren konvergiert linear gegen x*, wenn es eine Konstante
0 <~y <1 gibt mit ||xgr1 — x*|| < vllxk — x*||.

Satz
Fiir f(x) = 2x7 Qx + q" x + ¢ mit Q > 0 und exaktem Line-Search

konvergiert das steilste Abstiegsverfahren im Allgemeinen linear mit

Konstante v = %

Fir Amax => Amin (die Niveaumengen sind ganz schmale Ellipsen) ist
~ &~ 1 und man sieht kaum Verbesserung.

In der Ndhe eines Optimums mit hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
ist die Funktion anndhernd quadratisch streng konvex

— steilster Abstieg konvergiert am Ende fast immer schlecht

— Newton konvergiert am Ende fast immer hervorragend

Da fiir groBe n jede Iteration des Newton-Verfahrens wegen der
Berechnung von V2f und —(V?f)~1Vf sehr aufwendig ist, versucht man
(V2f)~! sukzessive aus den Werten von V£ zu approximieren.

245: 316€(316,316]
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BFGS

6.6 (Quasi-Newton-Verfahren)

. . . . k1) _jo*
Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_,

[ES
[l —x*]]

(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

sie klein wird, ||h(k) — h%()H = o(||hA])).

= Superlineare Konvergenz erfordert Approximation der Newton-Richtung.

Fiir h = —B~1Vf sollte B also die Hessematrix nachbauen. Diese erfiillt
Vf(x + h) = Vf(x) + V2f(x)h+ o(h). [Taylor]
Forderungen an Bj1 fiir Schrittrichtung: hlkt+1) — —B;:J:1ka+1

— Biy1 > 0, damit h(<*1) Abstiegsrichtung ist
— Das quadratische Modell my1(h) := fiz1 + VE h+ 1hTBiyih
sollte in x;, den Gradienten V{; gut approximieren:
Vi = Viampr (x5 — x(k+D) = Vi g+ Byyq (x0) — x(k+1)
Sekanten-Gleichung: By 1(x**1) — x(0) = V£, — V£,

247: 318€[318,318]
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(Quasi-Newton mit BFGS-Update)
Wegen Sekanten-Glg., Biy1 > 0 und xk+1) = x(k) 4 o h(K) muss
0 < 2T By 1htK) = (Vi — VAE)THK) = yT 5]
gelten. Das garantiert die Kriimmung in den Wolfe- Bedlngungen

ar[VEL  h®) — VETRR] > ay (e — 1) VAT A > 0
—— ——
<0 <0
Fiir A(k+1) = _Bk_+11ka+1 ist die Inverse Hyy1 := Bk_+11 glinstiger.

Die Matrix Hy1 = 0 mit Hiy1(Vfig1 — Vi) = x6tD) — x(8)  die sich
gegeniiber Hj in geeigneter Norm am wenigsten dndert, erhdlt man durch
die Rang-2-Korrektur von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno:

1 1 1
Hii1 = (I — ——skye Y)Hi(l — yksT + 75/(57—
+1 ( sk Vi k ) ( S;Z—Yk k ) S[Z—)/k k
wobei s 1= x(kT1) — x(K) y, .= me V. [Hk >~ 0 und Wolfe =
Hi1 > 0, denn s Hy 1% > - (sk sk)2 >0, y  Hirayk = s vk > 0]

Man startet mit Hy = V2f; ! (faIIs = 0) oder Hy = gy /-

Fiir groBe n bildet man Hy nicht explizit, sondern speichert nur die

letzten k Paare (s, yx) fiir ein festes k € N (limited memory BFGS).
248: 319€([319,319]




BFGS

Man kann zeigen: Fiir eine streng konvexe quadratische Funktion wird Hj
eine immer bessere Approximation von V2f~! und Line-Search Verfahren
mit BFGS-Richtung und Wolfe-Bedingungen konvergieren superlinear.

In der N&he eines x*, das die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
erfiillt, ist ein hinreichend glattes f anndhernd streng konvex und
quadratisch.

Konsequenz: Obwohl sowohl BFGS als auch Steilster Abstieg nur ein
Orakel 1. Ordnung ben&tigen, konvergiert BFGS viel besser als Steilster
Abstieg bei etwa vergleichbarem Aufwand pro Iteration.

249: 320€[320,320]
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Trust-R.

6.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit .. -
mo(h) = f(x© 4 h) V|h|| < A
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:
hk) ~ Argmin i<, mk(h)

[nur ann3hern] R
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor py := %,
%Hh(k)” fiir px < % [mi(h)) zu schlecht]
setze Ayyy := 14 min{2A,, A} pe > 3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist py > 7 fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0, 1),
setze x(kt1) 1= x(O) + WO my 1 (h) = fipr + VEL  h+ LhT By h,
sonst dndere nichts, x*™) = x(X) m, 1 == my.

4. k< k+1. Falls | Vf]| > ¢, GOTO 1, sonst STOP.

251: 322€(322,324]



Trust-R.

6.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=0.52888

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit .. -
mo(h) = f(x© 4 h) V|h|| < A
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:
hk) ~ Argmin i<, mk(h)

[nur ann3hern] O
2. Berechne f(x(®) + h(K) und den Fortschrittsfaktor py := %,
%Hh(k)” fiir px < % [mi(h)) zu schlecht]
setze Ayyy := 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist px > n fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0, )
setze xKHD) = x4 h(K) “my 1 (R) = fisr + VL h+ ShT Biyah,
sonst dndere nichts, x5 = x(X) m, 1 == my.

k + 1. Falls || Vfy|| > e, GOTO 1, sonst STOP.

k +
251 3236[322 324]



Trust-R.

6.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.9, y=-0.2, p=1

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit .. -
mo(h) = f(x© 4 h) V|h|| < A
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:
hk) ~ Argmin i<, mk(h)

[nur ann3hern] R
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor py := %,
%Hh(k)” o firpe < : [mi(h)) zu schlecht]
setze Ayyy:= 14 min{2A,, A} pe> 3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist px > n fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0, )
setze x(FH1) = x(9) 4 h(k)7 myt1(h) = fep1 +V k+1h + %hTBth,
sonst dndere nichts, x5 = x(X) m, 1 == my.

k + 1. Falls || Vfy|| > e, GOTO 1, sonst STOP.

k +
251: 324€ [322 324]



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren
Weil my in 0 auch den Gradienten Vf, hat, gilt px > n fiir A klein genug.
Globale Konvergenz ist (unter milden technischen Voraussetzungen)
garantiert, wenn fiir eine Konstante ¢; € (0, 1) und fiir jedes k die
Niherungsldsung h(k) die Trust-Region-Bedingung

(TRQ)  mi(0) — me(h¥)) > | VAl min { A, 55 }
erfiillt. [= red. Abstieg mal Schrittlénge, stellt sufficient decrease sicher]

Diese Bedingung erfiillt der Cauchy-Punkt hg() fir ¢ = % Er minimiert

das Modell in Richtung des steilsten Abstiegs: Lose fiir h = — Hggu
min ]mk(ah) = fitaVTh+ S h Beh = fi—a|| VA |+ 1= VA BV i
@ sk
Ay falls VB V£, <0,
= ap =4 Ival? VB.VS,
min{Ag, kaTBkak} sonst. IVl + o~z = 0]
(k) _ C Vi
he” = —ai oy

Jede Verbesserung gegeniiber h(Ck) erfiillt ebenso (TRC) fiir ¢; = % und

ist global konvergent.
252: 325¢[325,325]



Trust-R.

Wie berechnet man Vf (V2f) fiir das Orakel 1. (2.) Ordnung?
Falls f analytisch vorliegt:

Selber differenzieren oder Matlab, Maple, ... nutzen.

Falls f nur als Unterprogramm gegeben ist oder symbolisches
Differenzieren fehlschlagt:

o Numerisches Differenzieren

e Automatisches Differenzieren (falls Source-Code verfiigbar)

(Fur beides gibt es kommerzielle und frei verfiigbare Software)

253: 326€[326,326)
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Num-Diff

6.8 Numerisches Differenzieren
Fiir die Berechnung von V£ (x) werden die partiellen Ableitungen durch
endliche Differenzen angenihert [Vorsicht: Stellenausléschung!]:
of _ f(x+ee)—f(x—ee)
8x,- (X) - 2e

Die Numerik lehrt: Ist u das Maschinenepsilon (gréBte FlieBkomma-Zahl
mit float(1 + u)=float(1)), liefert ¢ = u3 das beste Ergebnis mit einem
Fehler von Konstante mal £2.

Pro Koordinate sind so zwei Funktionsberechnungen erforderlich, aber
der Fehler der einseitigen Formel fEree) =R ird fiir € = v/u minimiert

und ware nur durch Konstante mal ¢ beschrankt, ist also meist zu groB.

Bei der Berechung von V2f oder der Jacobimatrix Jg einer Funktion

g : R” — R™ rentiert es sich zu untersuchen, ob eine eventuelle
Diinnbesetztheit der Matrizen genutzt werden kann, um die Anzahl der
Funktionsauswertungen zu reduzieren. Dies wird hier nicht weiter
untersucht.

255: 328€[328,328)
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Aut-Diff

6.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

/09 =3 2 ()%

wird konsequent rekursiv auf alle Tellausdriicke angewandt.

Bsp: (x) = (xa1x2 + €42) /x3
Beginne mit Viyx; = e1, Vixo = e, Vixz = €3,

X2
X4 = x1X0 — Vixa = ‘Wzv x1+ Bglxzv x2 = xoVix1 + x1Vixo = { a }
X4
X5 = e — Vixs = %‘14 Vixa = e*Vyxa

Xg := Xg+X5 — Vixg = 8X4+X5V Xa +‘9X“+X5 Vixs = Viexa + Vixs

16) 15) — _
X7 = X6/x3 — Vixy = XG/X3V Xg+ XG/X3 Vixs = Xg 1V, x6 — X6 X5 2V, x3

Beachte:

Ein Compiler zerlegt die Berechnung von f ebenso in elementare Schritte
mit Zwischenvariablen x;, am Ende ist f = x; und V,f = V x7.

Fiir jeden elementaren Schritt eines Programms kdnnen die partiellen
Ableitungen explizit angegeben werden! Die Gradienten aufzusummieren

ist aber ineffizient und besser organisierbar.
257: 330€[330,330]



Aut-Diff

(Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th)

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R” die Richtungsableitung
Dpf(x) := Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy

X5 = e — Dpxs = eX“VXx[h = e Dpxy
Xe := X4+x5 — Dpxg = . = Dpx4 + Dpxs
x7:=X¢/x3 — Dpx7 = . = x3_1th6 — X6X3_2DhX3

Dyf(x) = V£(x)Th kann also zugleich mit £ und mit relativ geringem
Zusatzaufwand und Speicher berechnet werden!

258: 331€[331,331]



Aut-Diff

(Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x))

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

alle Werte % fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J

Xi

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?’ g;:

x1 =2 | {4 | Z=x=0 I —=2.0=0

X =0 | {4} | B=x=2 %:%-2:%

o =3 | Eeney 7131
xa=xxp =0 [{5,6}| 2o =ev=138=1| L =1.14+1.1=3
wmes =1 | (6} | B .

X6 = x4+x=1 | {7} g—g:%:% g—j:l-%_%

X7 = Xe/X3 =3 0 | — (F=x1) %—3—2:1

(
(or of or 41

Riickwarts-Berechnung: Vf = (-, 5. a—)@)T =(0,%,3)"

250: 332¢[332,332]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

Die Riickwarts-Ber. benétigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [Vf]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

Ist f als Source-code (z.B. in C) gegeben, gibt es Software, die
daraus automatisch alle oberen Varianten in Orakelform erzeugt
(wurde z.B. schon eingesetzt, wenn f {iber einen Loser fiir partielle
Differentialgleichungen berechnet wurde).

V£ Th (V2fh) in Rechengenauigkeit! (im Gegensatz zu num. Diff.)

Grenzen: AD-Software kommt z.B. nicht immer mit
Verzweigungen /bedingten Berechnungen im Source-code zurecht.

Verfahren, die V2f(x) nicht explizit ben&tigen, sondern nur eine Routine,
die V2f(x) mal Vektor berechnet, heiBen , Hessian-free methods".

260: 333€[333,333]
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Konj-Grad

6.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A = 0, falls d” Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

Konsequenz:

Das Optimum ist
nach hochstens

. n Schritten

- gefunden.

Ja. \ [Nur theoretisch!]

X (A"x),

X,
(AI/ZX)Z
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(Die Schritte des linearen CG-Verfahrens)
. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£(x@)], h® = ()
. Falls ||[r®)|| < £ STOP.

0
1

KNT p(k
2. exakter Line-Search: oy = argmin o f(x) + ah(®) = — () h)
3
4

(h)T AR
k) — () g h6)
) = Ax (kD) — (K)o ARK) € span{r(®) ... AKFL(0)]]
Fiir jedes i < k gilt (h()T r(k+1) = g,
5. hktD) = _p(k+1) 3, 1 p(K) [€ span{r(® .. . Ak+1,(0)}]

ARV T p(k

Bryni= CETANY po i < ke gilt (hD)T ARKHD) = 0 = (p(D)T plk+D),
+ ()T AR
6. k< k+1, gehe zu 1.

Satz (Lineares CG-Verfahren)

Ist in Iteration k der Gradient ry # 0, so gilt

span{r(® ... AKrO} = span{r@ ... r(K)} =span{h©@, . . . H()}

und (r')Trk) =0, (KT k) =0, (ANTARK) =0 fiir 0 < i < k.
Insbesondere ist x(X) = argmin {f(x) : x € x + span{r®, ... Ak-1/O}}
und nach héchstens n Iterationen endet das Verfahren mit r(k) = 0.
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Konj-Grad

(Der lineare CG-Algorithmus in Standardform)

Nutzt man die Orthogonalitat, lasst sich der Alg. weiter vereinfachen:
Fiir o (r(k))Th(k) — (r(k))T(_,(k) + ,Bh(k—l)) — _(r(k))Tr(k)

Fiir 5: (r(k+1))TAh(k) — (r(k+1))T(r(k+1) _ r(k))/ozk _ (DT (k)
Input: A= 0, be R™, x(O ¢ R", £ >0

0. rO = Ax©® _p pO = _p© K _

Qg

1. Falls ||rg]] < e STOP.
2 _ Hf(k)Hz

- = (AR T AR
3_ X(k+1) = X(k) J'_ akh(k)
4. kD) = (0 4 o ARK)

. r(k+1)H2

5. 5k+1 = W
6.

h(k+1) — _r(k+1) 4 BkJrlh(k)

7. k< k+1, GOTO 1.

e Pro Iteration wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation benétigt.
[Besonders effizient fiir diinn besetzte Matrix A oder Hessian-free]

e Stellenausléschung verursacht numerische Probleme, k < n reicht nicht.

— In der Praxis ist nur mit Prakonditionierung gute Genauigkeit erzielbar.

[Prakond. ~ Koordinatentrafo Richtung Kreis, stark problemabhéngig!]
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Konj-Grad

(Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren)

Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.

Input: x(® € R", Orakel 1. Ordnung, ¢ > 0
0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0

Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.

XD = X 4 oy )

Berechne Vfi 11 = V£ (x(kt1),

BFR _ IVAa?
k+1 = VA

A = —Vfi g + BER A*
7. k%kJrl, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:

e Fletcher-Reeves: B£7; mit verschirften Wolfe-Bed. — Abstiegsrichtung

£l (Vi1 —Vh .
e Polak-Ribiere: Bk+1 W praktisch gut, ohne Konvergenz

e Gilbert-Nocedal: B2, = max{£F,,0} praktisch gut, mit Konvergenz
e Regelm. Neustart oder 8, = 0 ist jeweils ein steilster Abstiegsschritt
— global konvergent

265: 338¢[338,338]
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Inex. N.

6.11 Inexakte Newton-Verfahren

Fiir Glgssysteme Ax = b mit A > 0 bestimmt das lineare CG-Verfahren
schnell eine Ndherungslosung durch Matrix-Vektor Multiplikationen.

Idee: Bestimme Newtonrichtung h%() naherungsweise durch Lésen von

V2fihly) = —Vk,
und nutze z.B. automatisches Differenzieren fiir Hessematrix mal Vektor.

Iterative Verfahren brechen ab, wenn das Residuum
r) = v2£ k) 4 Vi,
klein genug ist. Inexakte Newton-Verfahren fordern
(INC)  [[r®] < | VA
und geben dafiir eine forcing sequence 1y € (0, 1) vor.

Satz (Inexakte Newton-Verfahren)

Sei f hinr. glatt und x* erfiille die hinr. Opt.-Bed. Ist x(°) nahe genug bei
x*, so gilt fiir jede Punktfolge x(kt1) = x(k) 1 h(k) mijt h(K) erfiillt (INC):
Falls ni < n < 1, konvergiert x%) linear gegen x*.

Falls i — 0, konvergiert x(*) superlinear gegen x*.

Falls n < ~||Vfi|| mit festem ~ > 0, konvergieren die x*) quadratisch.
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Inex. N.

(Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren)

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.

1. Berechne %) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]

Ist i = 0 (erster CG- Schrltt) setze h(K) := —Vf,, sonst h(¥) := p()

b) ||V fi + V2fip)| < min{, /[[VAI}H V&, setze h () = p(i).

2. Erfiillt x() + Atk Armijo, setze x(k+1) := x(k) 1 h(K) [ ‘Newton“-Schritt]
sonst bestimme ay mit x(Kt1) := x(K) 4 o h(K) erfiillt Wolfe.

3. k+ k+1, GOTO 1.

e Das CG-Verfahren garantiert: h(%) ist Abstiegsrichtung.
e CG benotigt nur Hessematrix mal Vektor — Hessian-free

e Immer zuerst Schrittlange 1 fiir superlineare Konvergenz versuchen!
e CG braucht problemspezifische Prakonditionierer, gefahrdet gute Konv.
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(Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem)

Input: Model m(h) = f+g"h+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g¢ = VF, Newton: B = V2f]
0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p.
1. Ist (d))TBd() <0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

mlna{m(p) p=pD+ad? |p|| = A}, RETURN h:= p) + ad(.

|2

2. a0 m [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. plit) = p() 4 q;d
4. Ist | pl+1)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit |[p) + @;d?| = A, RETURN h := p() + @;d)

d(l+1) . I+1) + ﬁi+1d(i)
i+—i+1, GOTO 1.

5. r#1) = () 4 o;Bd()

6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]
_ ur<'“>n2

7. /61+1 Hr ”

8.

9.

e p) ist Cauchy-Punkt, CG-Verfahren verbessert monoton = global konv.
e Bendtigt auch nur Hessematrix mal Vektor — Hessian-free

e Esgilt [[p@ <--- < ||[p|| < --- < A = lokal inexakter Newton
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kl. Quad.

6.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 >, r?(x) mit rj : R" — R glatt.

Bsp: An m Messpunkten t; werden Werte §; € R mit unabhdngigen,
(0, 02)-normalverteilten Messfehlern gemessen. Fiir die korrekten Werte
yj wird vermutet, dass sie sich fiir geeignet gewahlte Parameter x als
Funktion y; = ®(tj; x) der Messpunkte darstellen lassen. Bestimme x.
Hat ein Messfehler von € € R die ,,Wahrschelnllchkelt

p(e) = We 27
wiirden fiir korrekte Parameter x die Messwerte ¥ mit Wahrscheinlichkeit

1
p(¥; x, t) H<p d(t;;x)) = (27r02> exp| =55 Z[yJ (t;; x)]?

auftreten. Betrachtet man p(¥; x, t) als Likelihood- Funktlon dafiir, dass x
die korrekten Parameter sind, ist die beste Parameterwahl fiir ¥ und t in
diesem Sinn ein Maximum- Likelihood Schatzer x € Argmax, p(¥; x, t).

— Finde x € Argmin f(x) : 22 x) mit rj(x) ==y — d(¢; x).
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kl. Quad.

Spezialfall: Lineare kleinste Quadrate

Sind alle rj linear/affin ~ —  min, f(x) := 1||Ax — b||?

Wegen 1||Ax — b||?> = 1(Ax — b)(Ax — b) = xTATAx — xTATb + $b7b
und ATA = 0, ist das Problem konvex quadratisch und Vf(x) = 0 ist
hinreichende Optimalitatsbedingung.

x* ist Optimalldsung < x* erfiillt die Normalgleichungen ATAx = A'b.

Da ATA = 0, bieten sich viele numerische Verfahren zur Losung an:
e Cholesky-Faktorisierung von ATA (mit pivotisieren),
e QR-Faktorisierung von A (recht stabil, wird aber dicht besetzt),
e SVD-Dekomposition (am stabilsten und teuersten)
e Prikonditionierte CG-Verfahren (PCG)
(fiir Naherungslosung im /arge scale-Bereich, falls Av und AT w billig)
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Nichtlineare kleinste Quadrate mit kleinen Residuen
m r(x)
min () = S lr (I = 5 D00 mit rlx) = [ 5 ]

J:l r,-,,(X)

und in einer Umgebung von x* sei ||r(x)]|| klein (=kleine Residuen).
Betrachte Gradienten und Hessematrix von f (Kettenregel nutzen):
Vi) = XLin()Vr(x) = 4()r(x)

VE(x) = X V5()Vh()T + S0 n()V25(x)
= J(x)TJ(x)+ ijzl ri(x) V2ri(x) = J,(x) T J(x)
N

. . T . .., Klei . .
— die Jacobimatrix liefert eine gute Naherehnng fur die Hessematrix.

Fiir eine Funktion g : R” — R™ mit g(x) = (g1(x), ..., gm(x))" ist

EACRTE ARG Vei(x)"
m(x) ... 9n(x) Vem(x)"

die Jacobimatrix von g in x. So ist z.B. V?f(x) = Jy¢(x).
g(x+ h) = g(x) + Jg(x)h+o(h) — das lineare Modell von g in x.
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6.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R” — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2fh) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

e b8V = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

Vorteile:

e Es muss keine zweite Ableitung berechnet werden.

o Ist r, klein (kleine Residuen), ist J/Jx gute N3herung fiir V2f

e Ist Rang(Jx) = n (J/Jk = 0) und V£ # 0, so ist h®N Abstiegsrichtung:
(hM)TVhe = (W) T ne = —(hM)T IS b2V = = JhZM|2 <0,
denn wegen JkTJk = 0 ist th,fN =0& JkTrk =Vf=0.

e Die Gleichung fiir th hat die Form ATAx = AT b (Normalgleichungen),
heN st Lésung des linearen kleinste Quadrate Problems

ming |47 h — re|?

= alle numerischen Verfahren des linearen Falls sind verwendbar.

o Ist Rang(Jx) < n, verwendet man im Levenberg-Marquardt-Verfahren

(J,Z—Jk + )\I)h = —Jkrk,

mit dhnlichen Anpassungsregeln fiir A wie fiir die Trust-Region.

[Interpretiere A als Lagrange-Multiplikator fiir die Trust-Region-Constraint.]
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6.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen

Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=0, x,=0
(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F : R" — R" s
Gesucht: x € R" mit F(x) =0 .
_

Bspl: Primal-Duales System fiir LP <,

x ATy +z—c =
F y = Ax — b =0 "

oz — ~
z xoz—pul .

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0 X, X,
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6.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen

Losung nichtlinearer Gleichungen  Newton-Schritt zu x'=1.1053, x=-0.059211
(n Unbekannte, n Gleichungen)

Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)

F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x!
fi(x (kD) Vfl(x(k))T

F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xk))h = : + : h=0

£ (x (KDY Vh(x (k))

Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige

Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

)
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6.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
L6sung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt zu x\'=1.0756, x3=0.2043
(n Unbekannte, n Gleichungen) ! 2
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xk))h = : + : h=0
£ (x (KDY Vh(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.
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6.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt in x,=0, x,=0

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pul
Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x) )
F(x):=Vf(x)=0 X, e X,
Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(),
fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x¥) + h) ~ F(x®)) + Jg(xK))h = : + ; h=0
£ (x (KDY Vh(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

Ist JF(X(k)) singuldr (< die V¥ lin. abh.), versagt es.
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6.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Rang(Jacobimatrix)=1

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)

F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x!
fi(x (kD) Vi (xNT

F(x¥) + h) ~ F(x®)) + Jg(xK))h = : + ; h=0

£ (x (KDY Vi (xk)T

Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige

Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

Ist JF(X(k)) singuldr (< die V¥ lin. abh.), versagt es.
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Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Ax ATy+z—c¢
F +Jel |y Ay | = Ax — b
z Az xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x), F(x) := Vf(x) = 0, Jr(x) = V?f(x)

X

y
z

0o AT | Ax
+ A 0 © Ay | =0
Diag(z) 0 Diag(x) Az

0= F(x) + Je(x)h = VF(x) + V2f(x)h = hy = —V?f(x) ' VF(x)

Zur Globalisierung wird der Fortschritt iiber eine merit-function, meist
f(x) := 3||F(x)]|? (s. nichtlin. kleinste Quadrate), bewertet. hyr ist (falls

definiert) Abstiegsrichtung fiir f: VAT A\ = —FT J, J- Fi = —|| Fi||? < 0.
Vorsicht: Lokale Minima der Merit-Funktion sind i.A. keine Ldsungen!
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