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Aufgabenstellung

7.1 Restringierte Nichtlineare Optimierung
Aufgabenstellung:

min  f(x) Zielfunktion
(P) st. hi(x)=0 ieé& Gleichungsnebenbedingungen
gi(x)<0 ieT Ungleichungsnebenbedingungen
x eR" Grundmenge (meist R", manchmal [0, 1]")

mit f, gi, h; : R” — R hinreichend glatt und &, Z endliche Indexmengen.
Die zuldssige Menge X :={x € R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € I)}
ist Schnitt der Niveaulinien/-mengen, X' = ;. No(h;) N (Nicz So(gi)-

g,h h ) o

0
(o
\))é/wm

&S Oo@ s

279: 356€[356,357)]



Aufgabenstellung

7.1 Restringierte Nichtlineare Optimierung
Aufgabenstellung:

min  f(x) Zielfunktion
(P) st. hi(x)=0 ieé& Gleichungsnebenbedingungen
gi(x)<0 ieT Ungleichungsnebenbedingungen
x eR" Grundmenge (meist R", manchmal [0, 1]")

mit f, gi, h; : R” — R hinreichend glatt und &, Z endliche Indexmengen.
Die zuldssige Menge X :={x € R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € I)}
ist Schnitt der Niveaulinien/-mengen, X' = ;. No(h;) N (Nicz So(gi)-
Wir suchen ein lokal optimales x* € X, also ein x* mit

f(x)<f(x) VxeXNBA(x"):={x:]x—x¥|| <e} fiireine >0.

Fiir Algorithmen ist diese Beschreibung ungeeignet. Wir benétigen eine al-
gebraische Beschreibung der lokalen Optimalitat, die fiir gegebenes x € R”
nur auf den Funktionswerten und Gradienten (und eventuell V2) von f,
gi, h; in x beruht (Orakel 1./2. Ordnung fiir f, g;, h;).

Idee: Beschreibe die Richtungen, in die man sich von X aus innerhalb X
noch ein kleines Stiick bewegen kann. Ist die Richtungsableitung in all

diesen Richtungen positiv, gibt es in der Ndhe keinen besseren Punkt.
279: 357¢[356,357)]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

7.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_00 xX9) = x und o > 0 gibt
mit d = limy_, 00 a(x(K) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.
[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d = limg_ o ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o0 &k(x(k) — x) mit &y 1= o]
Ts(x)

281: 359€[359,362]
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7.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
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Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man
Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}

den Polarkegel zu K.

[Fir K konvex ist K° = —K* der negative Dual-

kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°. KS

Gegeben K = {d € R": (a))Td <0,i=1,...,m}, was ist K°?

Setze dazu A :=[a), ..., a(™)].

peKe &
0O=max p'd 0=min 07X\
st. ATd<0 < st. AA=p
d frei A>0

SIA>0:A=p
Alsoist K°={peR":p=3" X\al X\ >0}

282: 363€[363,363)]
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notw. Opt.-Bed.

7.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(x(K) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F) < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x9) - x) Fak >0
= V(x*) [ax(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d||)=0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x* ein lokales Optimum von (P), so ist jede Richtungsableitung in
eine zuldssige Richtung nichtnegativ,
Vi(x*)Td >0 Vde Ta(x*).
[Wie in der freien Optimierung ist dies nicht hinreichend!]
Aquivalent: —Vf(x*) € Ta(x*)°, der negative Gradient liegt im Polarkegel.

Ein X € X mit —Vf(x) € Ty(X)° heiBt stationdrer Punkt von (P).

Das Ziel der Optimierungsalgorithmen ist, stationdre Punkte zu finden,
aber l3sst sich Tx(x) durch die Gradienten in x beschreiben?
284: 365€(365,365]
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lin. Kegel

7.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € )} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht
deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € I).
[Alle x) € X fiir d sind auch in den anderen Mengen]

286: 367€[367,370]



lin. Kegel

7.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € )} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € I).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0

=0
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lin. Kegel

7.4 Der linearisierte Tangentialkegel
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Vg
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lin. Kegel

7.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € )} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € I).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsyg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). N
3. hi(x) = 0: Tryny(x) ={d € R": Vhi(x)Td =0}, Vn
falls Vhi(x) # 0 (fiir Vhi(x) = 0 nur Tpy)(x) € R").

=0

Im Folgenden bezeichnet A(x) = {i € Z: gi(x) = 0} die aktive Menge.
Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

Tp(x):={d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £),Vgi(x)"d <0 (i € A(x))}.

Tp(x)° = {p € R p =3 i Vhi(x) + Xy N V8i(x), pERE, AR,

. 3
3

[367,370]
131

T




lin. Kegel

Wann ist Ty(x) = Tp(x)?

Wir wissen, Tx(x) C Tp(x) fiir alle x, aber fiir ein bestimmtes X kann
Tp(x) zu groB sein, wenn z.B. Vg;(x) = 0 fiir ein i € A(X) oder wenn X
ungiinstig am Rand mehrerer Niveaumengen liegt. Dann gilt nur
Tp(x)° C Ta(x)° und fiir ein Minimum X mit —Vf(X) € Tx(x)° ist
eventuell —Vf(x) ¢ Tp(x)°, also ist X schlecht als stationar erkennbar!
Bsp: X = 0 und 2 Nebenbedingungen: S599)

g1(x) = %||X+€1H2*1 <0, Ve (x) = e,
gz( )=3lx—al-1<0 Ve (%) = —e,
= Tp()?)—{deR”' e/ d <0,—eld <0}

—{dGRnid;l:O},

aber Ty(x) = {0}. Betrachte f(x) := x? + x. T
In X € X ist die Regularitdtsbedingung der linearen Unabhangigkeit
(linear independence constraint qualification, kurz LICQ) erfiillt, wenn die
Gradienten Vh;(x) (i € €) und Vg;(x) (i € A(x)) linear unabhéngig sind.
Satz
Fiir ein x € X sei (LICQ) erfiillt, dann gilt Tx(X) = Tp(X).

[Der Beweis zeigt fiir jedes d € Tp(x) die Existenz einer geeigneten Folge

xk) € X mittels des Satzes iiber implizite Funktionen.]
287: 371€[371,371]
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KKT-Bed.

7.5 Existenz von Lagrange-Multiplikatoren
Ein Minimum x*, das (LICQ) erfiillt, kann iiber —Vf(x*) € Tp(x*)° als
stationdr erkannt werden.
Satz (Karush-Kuhn-Tucker)

Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist. Dann gibt
es (eindeutige) Lagrange-Multiplikatoren p* € R und \* € R%, sodass

X))+ Vhi(x)+ Y A Vai(x*) = 0
€€ i€eT
Mgi(x*) = 0 ieI [Kompl]

Beweis: Da x* lokales Minimum ist, gilt —Vf(x*) € Ty (x*)°.

Wegen (LICQ) ist Tp(x*)° = Tx(x*)°, also gibt es u* € R und

A* € RAKD) mit —VF(x*) = 3,0 ui Vhi(x*) + Pic A N Vai(x).
Fiir i € Z\ A(x*) setze A} :=0. O

»In einem lokalen Minimum, in dem (LICQ) erfiillt ist, liegt der negative
Gradient der Zielfunktion im Kegel, der von den Gradienten der aktiven
Nebenbedingungen aufgespannt wird."
Warum ,,Lagrange“-Multiplikatoren?

289: 373€[373,373]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L0 A) = F(x) + > pihi(x) + > Nigi(x).
icg ieT
Es gilt  v(P) = infucrr sup,ere aerz L£(x, 11, A)
[X € X: sup,ere aerz L£(X, i, A) = f(X), da Aj = 0 fiir gj(x) < 0 optimal,
X & X:sup,cpe aerz L£(X, 1, ) = 00, da hi(x) # 0 oder g;(x) > 0 fiir ein /]

290: 374€[374,375]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L(x, 1, X) = F(x) + > pihi(x) + Y Nigi(x).
icg i€eZ
Es gilt v(P) = infxcrr Sup,cre rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (x, /i, A) € R"xR® xR% heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls
Lo0mN) > LEmA) > L(%pmA)
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

Eigenschaften von Sattelpunkten (>‘<,/?L,5\) der Lagrange-Funktion:

(fi, \) ist Maximum des linearen Problems max,,cre aerz L£(X; 1, A):
VL. 5) =0 & () =0 )

VAL(R, i, ) <0 und VyL(X, i, )T)\ =0 & gi(x) <0und gi(x)\i =0

[Komplementaritit: (i ¢ A(X) = \; = 0) und (\; > 0 = gi(x) = 0)]

X ist lokales Minimum des unrestringierten Problems min,cr» £(x, fi, \):

ViL(%, i, ) =0 & V() + Ve V(%) + ez AiVei(%) =0,
also —Vf(x) € Tp(x)° C Tx(x)° und X ist lokales Minimum von (P).

290: 375€[374,375]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= VIi(x)+> uiVhi(x)+> AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) ViaL= gi(x) <0, ieZ,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa i€ I?

also nach stationiren Punkten (x, 1, \) € R"xR® XR_{ der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

Gilt Tp(x*)= Tx(x*) fiir ein lokales Optimum x*, dann gibt es Lagrange-
Multiplikatoren (u*, A\*), sodass (x*, u*, A*) die KKT-Bedingungen
erfiillt. (LICQ) ist dafiir hinreichend, aber nicht notwendig. Es gibt
schwachere Bedingungen und in Spezialfillen sind keine notwendig:
e Sind alle Nebenbedingungen g; und h; linear/affin, dann gilt
Tp(x) = Tx(x) fur alle x € X.
e Sind alle h; affin, alle g; konvex und existiert ein Slater-Punkt x € X
mit gi(x) < 0 (i € Z), dann gilt Tp(x) = Tx(x) fiir alle x € X.

291: 376€[376,376]



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x)<0 ieZ jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

(CP)

Die zuldssige Menge X ist Schnitt konvexer Mengen, also konvex.

Satz

Sei (CP) ein konvexes Optimierungsproblem und es gebe einen
Slater-Punkt oder alle g; seien affin, dann sind die KKT-Bedingungen
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitit.

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir LP min{c"x : Ax = b,x > 0}.
f(x) :== c"x — plog x (u Barriereparameter!), h;(x) := [b— Ax];, Q :=R7,
Lagrange-Funktion (Multiplikator y fiir h): £(x,y) := f(x) +y (b — Ax)
KKT-Bedingungen (notwendig und hinreichend fiir x > 0):
Vil=c—pux1—ATy =0
V,L=b—Ax=0
Mit z := ux~! bzw. zox =pl —  primal-duales KKT-System.

292: 377¢[377,377)]
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Bed. 2. Ord.

7.6 Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung
Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist, und seien
(u*, \*) die Lagrange-Multiplikatoren. Da Vf(x*)Td > 0 fiir alle

d € Tp(x*) = Tx(x*), sind nun die Richtungen interessant mit

0=d™v(x*) "E St dTV () + A dTVgi(xY),
— —_—

=0 <0
also Richtungen aus dem Teilkegel
Th(x*,\*) :={d € Tp(x*) : d"Vgi(x*) =0 mit A\¥ >0 (i € A(x*))}.

Satz iiber implizite Funktionen: Fiir jedes d € T}, gibt es xK) e x,
ax >0 mit d = lim ax(x¥) — x*) und F(x(K)) = £(xK), *, X*).
Setze h(K) .= x(k) — x* 5 0, nutze L, := L(x*, u*, \*) = f(x*) = £,

L +hR) 1 A) = L+ VLT i1 3 (T £, 68 to(|[h]2) > f.
M~ —— —
=f. =0 (KKT) =lim—dTV,u L.d>0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 2. Ordnung)

Ist x* ein lokales Minimum von (P), das (LICQ) erfiillt, und sind (p*, \*)
die Lagrange-Multiplikatoren zu x*, dann gilt
dTV L(x*, p*, \*)d >0 fiir alle d € ThH(x*, \*).

294: 379€[379,379]



Bed. 2. Ord.

Hinreichende Optimalitatsbedingungen

Wieder nutzt man, dass die Lagrange-Funktion fiir die korrekten
Multiplikatoren ein gutes unrestringiertes Modell fiir (P) um x* ist.
Satz (Hinreichende Optimalitatsbedingungen)

Erfiillt x* € X mit (u*, \*) die KKT-Bedingungen und gilt

dTV L(x*, p*, \*)d >0 fiir alle d € TH(x*,A*)\ {0},
so ist x* ein lokales Minimum von (P).

295: 380€[380,380]
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Sensitivitdt

7.7 Sensitivitat

Wie dndert sich die Losung, wenn man an den rech-
ten Seiten der Nebenbedingungen wackelt?

Sind die Multiplikatoren in einer Umgebung der
Losung eindeutig (dies bendtigt (LICQ) und stren-
ge Komplementaritdt, \¥ > 0 < gj(x*) = 0),
geben sie dazu viel Information. —Vf
Satz (Sensitivitat von Optimalldsungen)
min  f(x)
s.t. h,‘(X) =0;, €€,
gi(X)Sdiv IGI?
x € R".
Fiir (Po) erfiille ein Punkt x* (LICQ), die hinr. Opt.-Bed. und strenge
Komplementaritat bzgl. der Lagrange-Mult. (u*, \*). Dann gibt es eine
Umgebung U C RE“T um § = 0 und eine stetige Funktion x*(3) mit
x*(0) = x* und der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 € U der Punkt x*(0)

lokales Minimum von (Ps) ist und Vs[f(x*(-))](0) = — [4.].

Fiir § € REYT bezeichne (Ps)

)\*
Fiir sehr kleine § dndert sich der Funktionswert also um etwa —3§ 7 ‘;* .
Ein gutes MaB fiir den Einfluss einer Ungleichung ist A;||Vg;|| (Skalierung!).

297: 382¢[382,382]
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