Wiederholung von Linearer Algebra und
Differentialrechnung im R"

1 Lineare Algebra

1.1 Matrizen
Notation:

|

e Vektor z € R": z = : = (x;)™;, mit den Komponenten z;, i € {1,...,n}

Tn

zugehorige Indexmenge: [ = {iy,... it} C{1,...,n}

Ly — T
= 27 = (7;)ier = : —
<«—

l’ik Tn

Matlab-Beispiel:

>> x=1[9876], N=/[23]

aiq o QA
o Matrix A € R™™: A = (a;)i, 7 =

Ap1  -.. Apm

I={ir,....i)} C{1,....n}

zugehorige Indexmengen: ! ;
§eNOTIE 8y = G,y C L. m)

JuoJ2 -
¥ k.. % 2
= A1 = (ij)ier, jes= | ¥ * - ¥ |

j-te Spalte: A ; = (a;;),

(Matlabnotation: A(:, 7))



i-te Zeile: A;. = (a;;)jL, (Matlabnotation: A(i, :))
speziell A€ R™™ T C{1,...,n} — A;:=As;
Matlab-Beispiel:

>> A=[1234;5678 1234], [=[23], J=[21]
A=

1234

5678

1234
I =

23
J =

21
>> A(l,J)
ans =

6 5

21

Definition 1. Sei A € R™*" symmetrisch.

A heifit positiv semidefinit (schreibweise: A= 0) & 2" Az >0 Vo € R™.

A heifit positiv definit (A = 0) < z"Az >0 Ve € R"\ {0}.

A heifit negativ semidefinit (A < 0) & 2"Az < 0 Vo € R® bzw. falls —A positiv
semidefinit ist.

A heifit negativ definit (A < 0) & x'Ar < 0 Ve € R*\ {0} bzw. falls —A positiv
definit ist.

R} :={z eR" 2;>0i=1,...,n}.

S™ Menge der symmetrischen Matrizen.

S Menge der positiv semidefiniten Matrizen.

S” . Menge der positiv definiten Matrizen.

Satz 2. Sei A € R™*" symmetrisch. Dann sind dquivalent:

(1) A>=0;

(ii) \i >0Vi=1,...,n, mit \; ist i-ter Figenwert von A (A\; € R, da A symmetrisch);
(iii) A= CTC, mit C € R™" regulir;

(w) I, C Iy C ... C I,y C I, = {1,...,n} sei eine beliebige Folge geschachtelter
Indexmengen, mit |I;| = i.

detA[i >O\V/Z:1,,TL

(Die Determinanten einer beliebigen Folge geschachtelter Hauptuntermatrizen sind
alle positiv.)



Bemerkung 3. In (iii) kann C als obere Dreiecksmatriz gewdhit werden (Cholesky-
Zerlegung), d.h

(vgl. Numerik).

Satz 4. Sei A € R™*" symmetrisch. Dann sind dquivalent:
(i) A= 0;
(i) N >0Vi=1,... n

(iii) A= CTC, mit C € R™" und rankC' = rankA.

1.2 Normen

Definition 5. Eine Funktion || - || : R" — R heifit (Vektor-) Norm, wenn Vz,y € R”
qgilt:
1. ||z|| >0

la. |z =0 & =0
2. |lcx|l = |e|||z|| Ve € R
3 Nz +yll < ll=ll + vl
Beispiel 6.
o Fuklidische Norm oder lo-Norm
|||z == (22 + 224 ...+ 22)'/?

(Wir verwenden fast ausschliefilich diese Norm. Diese Norm ist bei uns meist ge-
meint, falls kein Index angegeben ist.)

o Summennorm oder l;-Norm
[zl == |z1] + 22| + ... + |22
o Maximummnorm oder l-Norm

|2]| oo := max{|z1]|, |22, ..., |Tal}



e [,-Norm
n 1/p
mm~=<§jmm)
i=1

Satz 7. Seien || - ||lo und || - ||z zwei Normen im R™. Dann gibt es Konstanten ¢ > ¢ > 0,
so dass
cllzlla < llzlls < ellzfla V2 € R™

(D.h. im R™ sind alle Normen dquivalent).

Definition 8. Eine Folge {x*)} C R" von Vektoren konvergiert gegen x € R" bzgl. der
Norm ||z|| &= ||z® — 2| — 0 fiir k — oco.

Schreibweise: z(*) u x oder klim A bzgl. || - ||.

Korollar 9. Im R” sind dquivalent:

(ii) x*) e x, k— oo;
(iii) (punktweise Konvergenz)

k
xg)—uvl, k — oo

k
a:fl)—m:n, k — oo.

Definition 10. Sei M C R™. Der Abschluss von M (cIM ) ist die Menge der Grenzwerte
aller konvergenten Folgen aus M .

x,y € R", Skalarprodukt (x,y) := x1y1 + Z2y2 + ... + TpYn.
Ein wichtiges Hilfsmittel bei Abschéatzungen ist

Satz 11 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
[z, )| < llzllz - lyll2 Vo, y € R

Normen lassen sich auf Matrizen im R™*"™ verallgemeinern:

Definition 12. Eine Funktion || - || : R™*™ — R heifit (Matriz-) Norm, wenn YA, B €
RP*™ g

1. |A[ =0
la. |A =0 & A=0
2. ||cAll = |c][|A]| Ve € R



3. |[A+ B[ <Al + [|B]
Beispiel 13.
e Frobeniusnorm
N m 1/2
Mﬂzz( 2) :

ZZ%‘

i=1 j=1

e tnduzierte Matrixnorm
Sei || - ||v eine Vektornorm auf R™. Wir definieren eine Funktion || - ||a auf R™™
durch
|Alla := max ||Az||y.
lzllv=1

Satz 14. Die so definierte Funktion || - ||ar : R™™ — R ist eine Norm, und es gilt

|Az|lv < [|Allar - ||z|lvy VA € R Vo € R™.

e Die durch die Vektornorm || - ||2 induzierte Matriznorm ist die Spektralnorm

|A|| := max{V\ | X ist Eigenwert von A" A}.
Im Weiteren meint |z|| immer die l,--Norm ||z||s.

1.3 Differentialrechnung im R"

f: R"—=R
e partielle Ableitung nach z; im Punkt (&,...,&,)
%(517 ey STL) = }tiE)Ié f(§1+t1€2 7777 Eﬂ])s_f(glvéé 7777 gn)
= % (t7§27"'7§’ﬂ>|t:§l
Analog die partielle Ableitung nach x;: %(fl, )
of
o1
e Gradient V[ = :
of
Oxn

e Richtungableitung nach p € R"

of
dp

flz+1tp) — f(x)

t—0 t

(@)=

(Differenzenquotient in Richtung p)



fi(z)
f: R*=R™ f(x)= :

fonl2)

(&) - 3O VAT
e Jacobimatrix J;(¢) = : : = :
G © e Vfu(©)T

Definition 15. Sei G C R™ offen. Eine Funktion f: G — R™ heifit differenzierbar in
x € G, wenn es eine (m X n)-Matriz A gibt, so dass fiir hinreichend kleines h (Yx + h €

Ue())

flx+h)— f(x) = Ah+r(h),
mit
i P _
h=0 ||

(d.h. r(h) = o(||h]])) gilt.

Die Matrix A heifit Ableitung von f an der Stelle x.

f heift differenzierbar (auf G), wenn f in jedem x € G differenzierbar ist.
f heifit stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar und

fG—-R™" x— Ax)
stetig st.
Satz 16. f: G — R™ sei differenzierbar in & € G. Dann gilt
e jedes f; ist in & partiell nach allen Variablen x+,...,x, differenzierbar;
o A ist eindeutig bestimmt, A = J;(§).

Satz 17. f: G — R™ ist stetig differenzierbar auf G <= Vt,7 : f; ist auf G partiell nach
x; differenzierbar und g—ﬁ ist stetig auf G.

f:R" =R, J;(x) = Vf(x)". Obige Sitze:

o f ist differenzierbar in x = 3V f(z) und f(x +h) — f(x) = Vf (2)h +7r(h) (d.h.
Gradient ist die Ableitung);

o f ist stetig differenziebar auf R" <= 3V f(z) auf R” und ist stetig.
Zusammenhang von V f(z) und Richtungsableitung?

Satz 18. Ist f : R" — R differenzierbar in x, so existiert fiir jedes p € R™ die Richtungs-
ableitung und ist
of

() = V@)



Sei ||p|| = 1. Cauchy-Schwarz

Vf(@) pl < IVF@)I - llpll = IVF(@)]]-

Damit kénnen spezielle Richtungen identifiziert werden:

. Vi)
Sel po = 197

V() po= V)],

d.h. der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs.

)
Sel p1 = =5

V(@) Tpr ==V (@),
d.h. der Antigradient zeigt in Richtung des steilsten Abstiegs.

Viz)=0 = a—p(x) =0VpeR"

Hohere Ableitungen: f: R®™ — R
*r .00
Gxiaxj o 81‘2 8xj

Hesse-Matrix

2*f o*f
ox? Ozn0x1
Vif = : : = Jvs
f o2f
0x10xyn 7 0x2

Definition 19. Sei G C R" offen. C™(G) ist die Menge der Funktionen f : G — R, deren
partielle Ableitung der Ordnung < m alle auf G existieren und stetig sind.

Satz 20 (Satz von Schwarz). Fir jedes f € C™(G) sind die partiellen Ableitungen der
Ordnung < m unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation.

Speziell gilt also
f e C*G) = V2f ist symmetrisch.

Folgende Sétze sind wichtige Hilfsmittel.

Satz 21 (Satz von Taylor). Seien x, p € R™ und f: R" — R.
Ist f € CY(R™), dann gilt

fle+p)=flz)+Vflz+tp)'p

fir eint € (0,1).
Ist f € C*(R™), dann gilt

f(o ) = f(2) + VI p+ 30TV + o)

7



fir eint € (0,1) und

1

Vfi(x+p)=Vf(z) +/V2f(x+tp)pdt.

0

Sei x = (Y1, ., Uk Zhily - 2n) = (y,2)".
(€ - GO
e(©)  ge(©

d.h. die Spalten der Jacobimatrix bzgl. y.

Satz 22 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien G C R™ und H C R™ nichtleer und offen
und die Funktion F': G x H — R™, (z,y) — F(x,y) sei stetig differenzierbar. Ferner
seien & € G und v € H Punkte, fir die

F(& v) =0 und [Jp(&,v)], invertierbar

15t.

Dann gibt es eine 0-Umgebung U C G von &, und eine e-Umgebung V- C H von v und
genau eine stetige Funktion f:U — V mit f(§) =v und F(z, f(z)) =0 Vz € U.

Fiir jedes feste x € U st f(x) sogar die einzige in V liegende Lisung der Gleichung
F(z,y) =0.



