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1 Einfiihrung

Ziel dieser Fortbildung ist, die Kenntnisse der beurteilenden bzw. induktiven Statistik aufzufri-
schen. Hierzu wiederholen wir zunéchst in Kapitel 2| die wichtigsten Konzepte im Umgang Zu-
fallsgroBen und das Gesetz der groBen Zahlen in Kapitel [3] da diese als ,,Hauptwerkzeug“ beim
Durchfiihren statistischer Tests oder der Berechnung von Konfidenzintervallen interpretiert werden
kénnen. Entsprechend den sdchsischen Lehrpldnen fokussieren wir hier auf die Binomial- und die
Normalverteilung.

Typische Aufgaben werden besprochen und auch wie diese mit GeoGebra in der Schule erarbeitet
werden kénnen.

2 Zufallsgroflien

Die Modellierung des Zufalls geschieht mit Hilfe eines Wahrscheinlichkeitsraumes (2, 4, P),
wobei  die Menge aller Versuchsausgiange des entsprechenden Zufallsexperiments, A das Ereig-
nissystem (o—Algebra) und P das Wahrscheinlichkeitsmafl bezeichnen.

Eine reelle Zufallsvariable bzw. Zufallsgrofle X ist eine (messbare) Abbildung

X:Q5R, (1)



die jedem Ausgang des Zufallsexperiments w € {2 eine reelle Zahl X (w) € R zuordnet, so dass fiir
jedes z € R

{weQ: X(w)<z}ed (2)
gilt.

X

Grundraum Zustandsraum

Abbildung 1: reelle Zufallsvariable: (messbare) Abbildung vom Ereignsraum auf den Zustandsraum
R

Die Bedingung der Messbarkeit sichert letztendlich, dass fiir jedes beliebige Intervall I C R die

Wahrscheinlichkeit P(X € I) berechnet werden kann, da dann die entsprechenden Urbilder der
Abbildung X ~!(I) = {w: X(w) € I} Ereignisse sind, die zum Ereignissystem A gehoren.

Wabhrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

Kosten 1 mal Drehen: Ereignisraum () = { rot , griin, blau}
2,50€ DA afia
Ereignissystem 4 = P(2)

{0, {wi}, {wa}, {ws}, {wr, wa}, {wr, wa}, {wzaw3}$?}
Wabhrscheinlichkeit P mit P({w:}) = P({w:}) = § und

P({ws}) =3

5, fallsw=uw; (£ rot)
X(w)=<2, fallsw=uwy (£ griin)
Gewinnverteilung: 1, fallsw=ws (£ blau)

rot | griin | blau
5€ | 2€ 1€

P(X < 2) = P({ws,ws}) = P({wz} U {ws}) = P({w2}) +
P({ws}) = Y+ Y2 =3/
:]7])( .,L/z .,L,'} —]71“{(&‘1}):171/4

Das zuféllige Verhalten der Zufallsgrofie X wird durch die Funktion F : R — R mit

Flz)=PX <z)=P{wecQ: X(w) <az}) (3)

beschrieben. Die Funktion wird als Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X bezeichnet.

28

Fiir die ZufallsgréBe X, die den Gewinn beim Drehen des Gliicksrades aus Beispiel
beschreibt, gilt

L, fallsx =2 oder x =5
P(X=zx)=q12 fallsx=1 (4)

0, sonst.



Der Wert der Verteilungsfunktion an der Stelle 3 ldsst sich mit
FB3)=P(X<3)=PX=1)+PX=2)=12414=3/4

einfach berechnen und sagt aus, dass die Wahrscheinlichkeit beim Drehen des Gliicksrades
héchstens 3€ zu gewinnen 75 Prozent betragt. Allgemein lautet die Verteilungsfunktion des
Gewinns

0, falls x < 1

Flz) = Yz, fallsl<ax <2 (5)
)34, falls2<z<5

1, fallsx > 5,

deren Verlauf in der folgenden rechten Grafik dargestellt ist.
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Wabhrscheihnlichkeiten P(X:

Da die ZufallsgréBe X nur die drei Werte 1,2 oder 5 annimmt, wéchst die Verteilungsfunk-
tion nur in diesen Punkten genau um die Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Punkte
angenommen werden. Die Sprunghéhen der Verteilungsfunktion @ entsprechen also genau
den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Werte der Zufallsgréfe. Die komplette Information
der Wahrscheinlichkeitsfunktion @) ist also in der Verteilungsfunktion @ enthalten.

Die Funktion , die jedem Wert 2 € R seine Wahrscheinlichkeit P(X = z) zuordnet, nennt man
auch Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Man unterscheidet je nach Wertebereich der Zufallsvariablen diskrete und stetige Zufallsgrofen.
Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen ist abzéhlbar, wiahrend er fiir stetige Zufallsvariablen
ﬁberabzéhlbalﬂ ist. Die Zufallsgrofie aus Beispiel nimmt genau drei Werte an, so dass sie zur
Klasse der diskreten Zufallsgrofien zahlt. Allgemein charakterisiert die Wahrscheinlichkeitsfunktion
x; = p; = P(X = x;) jeder diskreten Zufallsgrofe, die abzéhlbaren Werte x1, 2, ... annimmt,
ebenso wie die Verteilungsfunktion

Fl)=P(X<x)=> p;

z; <x

das komplette Zufallsverhalten. Fir stetige Zufallsgroflen ist eine Betrachtung der Wahrschein-
lichkeitsfunktion allerdings nicht ausreichend, um das Zufallsverhalten vollstdndig zu beschreiben.
Typischerweise gilt fiir stetige Zufallsvariablen vielmehr sogar P(X = z) = 0 fiir {iberabzéhlbar
viele Punkte € R. Falls fiir die stetige Zufallsgréfie X mit Verteilungsfunktion F' eine integrierbare
Funktion f: R — R} mit

F(z) = / f(tydt, (6)

existiert, gehort diese Zufallsvariable zur Klasse der absolut stetigen Zufallsgréfien und die Funkti-
on f aus Gleichung @ wird als Dichtefunktion bezeichnet. Beispiel zeigt den Zusammenhang

1Es gelingt nicht alle Werte einer stetigen Zufallsvariablen durchzunummerieren. Misst die Zufallsvariable X
beispielsweise die Entfernung zweier Punkte, so kann theoretisch jeder nicht negative Wert gemessen werden, so
dass X € Ry gilt. Selbst wenn aus technischen Griinden nur Werte zwischen eins und zehn gemessen werden
konnen, enthilt das Intervall [1,10] unendlich viele reelle Zahlen, die {iberabzahlbar sind.



zwischen Dichte- und Verteilungsfunktion (absolut) stetiger Zufallsgrofen am Beispiel der Stan-
dardnormalverteilung.

Dichtefunktion Verteilungsfunktion

)
F(x)

Die blaue Fléche unter der Dichtefunktion f bis zum Punkt x in der linken Grafik, genauer
x
[ toyat=rw)

entspricht der Verteilungsfunktion im Punkt x, welche in der rechten Grafik abgetragen
ist. Verschiebt man den Punkt x auf der Achse der Dichtefunktion nach links. wird die
blaue Fliche kleiner. Verschiebt man in der rechten Grafik den Punkt x ebenso nach links,
verringert sich der Wert der Verteilungsfunktion entsprechend. Wird der Punkt x hingegen
nach rechts verschoben, wéchst die blaue Fliche, so dass die Verteilungsfunktion ebenso
groBer wird. Der Anstieg der Verteilungsfunktion entspricht somit genau der Dichte, da die
Umkehrung F'(x) = f(x) fiir alle Punkte x € R gilt.

Dichtefunktionen absolut stetiger Zufallsvariablen verallgemeinern das Konzept der Wahrschein-
lichkeitsfunktion. Wahrend fiir diskrete Zufallsgroflen mit Werten x1, zo, . . . die Wahrscheinlichkeit
Werte aus dem Intervall (a,b] anzunehmen

Pla<X <b)=F(b)—Fla)= Y  p;
a<z;<b

gerade der Summe iiber alle Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = z;) aller Werte x;, die im Intervall
(a, b] liegen, entspricht, gilt fiir absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichtefunktion f hingegen

b
Pla< X <b) = F(b) — Fla) = / () dt.

Beispiel [2.4] veranschaulicht diesen Zusammenhang fiir die stetige Gleichverteilung.

Die Zufallsgréfie X mit Dichtefunktion
{bl fiira <t <b
—a

o) = 0 fiir t ¢ [a,b]

(7)

heiBt Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b] (a < b). Die Verteilungsfunktion steigt linear
auf dem Intervall mit [a, b]

a3 07 .I‘Sa
F@)= [ fdt =52 asz<h ®)
—00 ]., (EZb

Die folgende Grafiken zeigen die Gleichverteilung auf dem Intervall [2, 8], so dass die Dichte
auf diesem Intervall konstant /6 ist.



Dichtefunktion Verteilungsfunktion
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Die blaue Flidche unter der Dichtefunktion f zwischen x = 4 und x = 6 entspricht der
Wahrscheinlichkeit

6
PA<X<6)= /f(t) dt = F(6) — F(4) = 0.6667 — 0.3333 = 0.3333.
4

Auflerdem gilt fiir alle Wahrscheinlichkeiten der diskreten Zufallsvariablen 0 < p; < 1 sowie Z pi =
1 und in Analogie fiir die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen f(t) > 0 fir alle Plunkte
t € R und }o f(t)dt = 1. Allerdings unterliegen Dichtefunktionen nicht mehr der Einschriankung
f) <1, (_1;O diese nicht direkt Wahrscheinlichkeiten beschreiben, sondern die Fldche unter der

Dichte Wahrscheinlichkeiten entsprechen. Fiir absolut stetige Zufallsgrofien gilt ferner fiir jedes
z € R die Beziehung

P(X =z) = /f(t) dt = F(z) — F(z) =0,

so dass kein einzelner Punkt z € R mit P(X =) >0 existiertﬂ

Schreiben Sie fiir die diskrete Zufallsvariable X € {0,1,2,...} mit Hilfe der Verteilungs-
funktion F' die folgenden Wahrscheinlichkeiten

(a) P(4< X <8)

(b) P(2< X <5)

(c) PA<X <)

(d) P(0< X <8)

[

Die Dichte- und die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen X sei gegeben durch:

1 —z @ —z ©
fz) = 1ze=®/?  fiirz >0 Flz) = 1—(1+2)e /2 firz>0
0 sonst, 0 sonst.

2Es gibt natiirlich stetige Zufallsvariablen, fiir die einzelne Werte g € R mit positiver Wahrscheinlichkeit
P(X = x0) > 0 existieren kénnen. Die Verteilungsfunktion springt dann in den singuldren Punkt xzp um diese
Wahrscheinlichkeit P(X = zo) > 0. Fir solche Zufallsvariablen existiert dann allerdings keine Dichtefunktion mit
der Eigenschaft @ Haufig wird die letzte Klasse der stetigen, aber nicht absolut stetigen Zufallsvariablen nicht
weiter betrachtet und dann typischerweise die Klasse der absolut stetigen Zufallsvariablen einfach nur als stetige
Zufallsvariablen bezeichnet.



f(x) F(z)

(0124 §[o=oocg 11
0.18 1 0.9 1
0.16 1 0.8 1
0.14 1 0.7 1
0.12 4 0.6 1

0.1 1 0.5 1
0.08 1 0.4 1
0.06 1 0.3 1
0.04 | 0.2 1
0.02 1 0.1

0 2 4 6 8101214161820 * 0 2 4 6 8101214161820 *

1. Weisen Sie nach, dass die Funktion F' tatsédchlich Verteilungsfunktion der Dichte f
ist.

2. Bestimmen Sie grafisch die Wahrscheinlichkeiten P(X < 2), P(X > 5) und P(2 <
X <5) mit Hilfe der Dichte- bzw. Verteilungsfunktion. Bestimmen Sie zusétzlich den
exakten Wert.

3. Bestimmen Sie grafisch dasjenige x € R, so dass F(x) = p mit p = 0.25, p = 0.5 und
p = 0.75. Interpretieren Sie die Ergebnisse inhaltlich.

[

Héufig betrachtet man neben der Verteilungsfunktion, welche das zufillige Verhalten von Zufalls-
variablen vollstandig beschreibtﬂ Kenngroflen wie Erwartungswert, Varianz, allgemeine hohere
Momente oder Quantile, mit deren Hilfe die Verteilung einfacher charakterisiert werden kann. Der
Erwartungswert

> wiP(X =w;), falls X diskret mit Werten 1, o, ...

EX = Q X{w)P(dw) = [z f(z)dz, falls X absolut stetig mit Dichte f,

— 00

beschreibt beispielsweise die zentrale Lage und entspricht der durchschnittlichen Realisierung. Die

Varianz
Var(X) = E (X — EX)* = EX? — (EX)?

hingegen gibt an, wie stark die einzelnen Realisierungen um den Erwartungswert schwanken. Mit
Hilfe der allgemeinen héheren Momente (k € N)

Y, aFP(X =x;), falls X diskrete ZufallsgréBe mit Werten zy, o, . ..

k __ k _ [S9)
EXT = /QX(W) Pldw) = [ 2" f(z)dz, falls X absolut stetige Zufallsgrofie mit Dichte f.
E(X—-EX)3 (X—EX)*

kann man die Schiefe und Kriimmung EVMW einer Verteilung berechnen. Ebenso

/Var(X)®

gibt das Quantil der Ordnung p
Qp=F"(p):=min{z e R: F(x) > p} (9)

wichtige Erkenntnisse iiber das typische Verhalten der betrachteten Zufallsgrofie. Fiir die meisten
stetigen Zufallsvariablen existiert die inverse Verteilungsfunktion F~! und stimmt dann mit der
verallgemeinerten Inversen F'~ aus Gleichung @ iiberein. Beispiel stellt die verallgemeinerte
Inverse einer diskreten Zufallsgrofle dar.

Wir betrachten die die diskrete ZufallsgréBe, die die folgenden fiinf Werte mit gleicher

z | -5]-3[38]7] :
P(X =2) ‘ /s ‘ s ‘ /5 ‘ 75 ‘ Die folgende Grafik

Wahrscheinlichkeit annimmt. 55

3Natiirlich sagt uns diese nicht voraus, welche Realisierung X (w) im nichsten Zug auftreten wird, allerdings
konnen wir einschétzen wie wahrscheinlich es ist, dass die niachste Realisierung beispielsweise im Intervall (a, b] liegt,
denn es gilt P(X € (a,b]) = F(b) — F(a). Siehe hierzu auch die Simulation in Beispielauf Seite



veranschaulicht den Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und Quantilen am Bei-
spiel des 30% Quantils

F7(0.3) =min{z € R: F(z) >03} =min{z € R: z €[-3,00)} = —3.

Verteilungsfunktion F

1.0

I

F)
0.6

0.4
|

0.2

Im Folgenden sollen die Binomial- und die Normalverteilung néher besprochen werden.

2.1 Binomialverteilung

Eine diskrete Zufallsvariable X, die die Werte 0,1, ...,n mit der Wahrscheinlichkeit

P(X =k) = (Z)pk(l—p)n_k k=0,1,....n (10)

annimmt, heifit binomialverteilt mit Parametern n € N und p € [0, 1]. Abkiirzend schreibt man
X ~ Bin(n,p).

Die Binomialverteilung hat vielfiltige Anwendungen und lésst sich mit dem Galton-Brett be-
schreiben. Dieses besteht aus n Ebenen wie in Abbildung [2] abgebildet. Von oben werden Kugeln
eingeleitet, die sich in jeder Ebene jeweils unabhéngig davon, was in der Ebene zuvor geschah, mit
der Wahrscheinlichkeit p nach rechts und entsprechend mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p nach links
bewegen. Diese zuféllige Bewegung einer Kugel auf der i-ten Ebene kann durch die unabhéngigen
Bernoulli verteilten Zufallsgrofien

,  Kugel nach rechts

X; = . (11)
0, Kugel nach links

X = ZXi (12)

genau der Anzahl der ,Bewegungen nach rechts®“. Landet eine Kugel also nach Durchlauf des
Galtonbretts ganz links, nimmt X den Wert Null an. Landet die Kugel hingegen ganz rechts, gilt



Abbildung 2: Galtonbrett

X =n. Fir X = k gibt es (2) verschiedene Pfade, die die Kugel durch das Galtonbrett nehmen
kann. Da die Kugel sich in der i-ten Ebene unabhéngig von der Bewegung in der vorherigen Ebene
1 — 1 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p nach rechts und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p nach links
bewegt, folgt somit

oo P(Xps1=0)-...- P(X,, =0) = (Z)p’“(lp)”’“,

da fiir X = k die Kugel sich genau k mal nach rechts und n — k£ mal nach links bewegtﬁ

Das Prinzip des Galtonbretts ldsst sich verallgemeinern. Jede Zufallsgroie X, die das Eintreten ei-
nes Ereignisses A mit P(A) = p bei n facher unabhéngiger Wiederholung zéhlt, ist binomialverteilt.
Tatsachlich ist die Zuordnung p, = P(X = k) fir £k =0, 1,...,n eine Wahrscheinlichkeitsfunktion,
denn es gilt 0 < pi < 1 sowie

Zpk =S ()t a-prt =y =t

k=0

Ein (idealer) Wiirfel wird n = 20 mal geworfen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
mindestens dreimal eine 6 gewiirfelt wird? Zur Lésung betrachten wir die Zufallsvariable
X, die die Anzahl der geworfenen Sechsen beim 20 maligen Wiirfelwurf zédhlt. Dann ist
X ~ Bin(n = 20, p = 1/6) und es folgt

EETONO )

d.h. bei 20 Wiirfen fillt mit 67%—iger Wahrscheinlichkeit mindestens dreimal eine 6. Die
Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit

P(X>3)=>Y P(X =k)

4In obiger Formel wurde unterstellt, dass die Kugel sich in der ersten k Ebenen nach rechts und den restlichen
n — k Ebenen nach links bewegt hat. Natiirlich spielt die Anordnung der Bewegungen nach rechts und links keine
Rolle, da die Wahrscheinlichkeit fiir ¥ Rechtsbewegungen und n — k Linksbewegungen immer p*(1 —p)»~* betrigt.



als Summe tiber alle Wahrscheinlichkeiten der Wahrscheinlichkeitsfunktion, fiir die X den
Wert 3,4,...,20 (blau eingefirbt) annimmt, ist in der folgenden linken Grafik dargestellt.
Die rechte Grafik zeigt hingegen die Berechnung P(X > 3) = 1 — F(2) mit Hilfe des
Gegenereignisses {X > 3} = {X < 3} = {X < 2} sowie der Verteilungsfunktion F(2) =
P(X < 2). Die Wahrscheinlichkeit P(X <2)=F(2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)
entspricht natiirlich der Summe der grau eingefirbten Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = 0),
P(X =1) sowie P(X = 2) in der linken Grafik.

Wahrscheinlichkeitsfunktion X~Bin(20,1/6) Verteilungssfunktion X~Bin(20,1/6)
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F(x)=P(X<=x)

An dieser Stelle wollen wir nochmals betonen, dass die Verteilungsfunktion den kompletten
Zufallscharakter beschreibt. Wenn wir jetzt 20 mal nacheinander mit einem fairen Wiirfel
wiirfeln, dann betrédgt die Wahrscheinlichkeit mindestens drei Sechsen zu beobachten gerade
P(X > 3) =0.6713. Das erlaubt natiirlich keine Voraussage, dass bei unserem Experiment
tatsdchlich dieses Ereignis eintritt, sondern nur mit welcher Wahrscheinlichkeit. Wiirden
wir das Experiment allerdings sehr oft wiederholen, so wiirde in etwas 67.1341 Prozent aller
Experimente tatséchlich das Ereignis {X > 3} auftreten.

Zum Abschluss dieses Beispiels wollen wir dies demonstrieren, indem wir das Wiirfelex-
periment zunédchst 30 mal durchfiihren bzw. simulieren. Dabei erhalten wir die folgende
Stichprobe

sp=1(3,4,5,4,1,4,3,3,3,2,4,3,2,5,4,3,6,1,2,4,3,3,4,3,3,2,1,2,5,7),,

d.h. beim ersten Versuch haben wir genau 3 und beim zweiten genau 4 Sechsen beim 20
maligen Wiirfeln beobachtet.

Empirische Haufigkeiten der Stichprobe sp Empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe sp
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Obige Grafiken zeigen die relativen und kumulierten Haufigkeiten dieser Simulation und
stellen die empirische Wahrscheinlichkeits- sowie die empirische Verteilungsfunktion der
Stichprobe dar. So haben wir in unserer Stichprobe 22 mal das Ereignis {X > 3} in 30
Durchgéngen beobachtet, so dass die relative Haufigkeit 22/30 = 0.7333 die tatséachliche
Wahrscheinlichkeit P(X > 3) = 0.6713 gut approximiert.

Mit Erhéhung der Simulationsanzahl auf 10000 verbessert sich auch die Giite dieser Appro-
ximation auf 6779/10000 = 0.6779. Auch die Konvergenz der schwarzen empirischen Vertei-
lungsfunktion gegen die rote theoretische Verteilungsfunktion ist dann zu beobachten, wie



die zugehérigen Grafiken zeigen.

Empirische Haufigkeiten der Stichprobe sp (sim = 10000) Empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe sp (sim = 10000)
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Fiir den Erwartungswert der binomialverteilten Zufallsvariablen X ~ Bin(n, p) gilt

EX = kZZOkP(X =k) = kzzok@)p’“(l —p)" = kZ:O k!(jmk)!p’“(l —p)" "
- n(n —1)! _ el (ke
N kZ:l (k- 1)!(n(— L —)(k A Gt O
n—1 nl ; —_ n—1 n—1 ; —_
Zﬂp;ml’ (I-p) :npjz_:o< j >p (I-p) =np

Diese etwas umstdndliche Berechnung lasst sich allerdings deutlich verkiirzen, wenn wir die Dar-
stellung von X als Summe unabhéngiger Bernoulli verteilter Null—Eins—Zufallsvariablerﬂ

mit P(X; = 1) = p und P(X; = 0) = 1 — p sowie die Additivitdt des Erwartungswertes nutzen,
denn dann erhalten wir fiir den Erwartungswert

n

IEX:IE(ZXZ) :Z(EXi):Zp:np (13)

=1 i=1 i=

Ebenso erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit von Xi, Xs,..., X, fiir die Varianz von X ~
Bin(n, p)

n n n
Var X = Var (Z X,») => (VarX;) => p(1—p) =np(l—p). (14)
i=1 i=1 i=1

Zum Abschluss wollen wir in Abbildung |3| noch kurz zeigen, wie mittels Geogebraﬂ einfach Wahr-
scheinlichkeiten berechnet werden kénnen, dass Zufallsvariablen Werte eines bestimmten Intervalles
annehmen.

Im Schnitt gibt es in einem von vier Haushalten mindestens zwei Fernsehgeréite. In einer
Siedlung befinden sich 12 Haushalte. X sei die Anzahl der Haushalte mit mehr als einem
Fernsehgerat. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und berechnen Sie die Wahrschein-

5Fiir den Erwartungswert der Bernoulliverteilung gilt EX; = 1-p+40- (1 —p) = p und fiir die Varianz Var(X;) =
EXéfZ —(EX;)?> =12 P(X; = 1)+ 02 - P(X; =0) — p*> = p— p> = p(1 — p).
Unter Verwendung von Geogebra Classic im Unterprogramm Probability sind eine Vielzahl diskreter und stetiger
Verteilungen implementiert.

10



€2 Probability - GeoGebra - [m] X

sc Q=

Distribution |~ Statistics

Kk P(x=k) ~
0 0.0012
1 0.0093
2 0.0337
3 0.0785
4 0.1325
5 0.1723
6 0.1795
7 0.1538
8 0.1106
9 0.0676
10 0.0355
11 0.0161
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 12 0.0064
13 0.0022

W=60=2.1909 N2

0 2

_/~  Binomial v n 30 p 0.2 14 0.0007
15 0.0002
] @ L p( 4 <x< 10 )= 08517 1600
170
180
190
200
210
220
= 230 .

Abbildung 3: Berechnungen zur Binomialverteilung mit Geogebra

lichkeit, dass
(a) héchstens die Halfte der Haushalte maximal ein Fernsehgerét besitzt.
(b) mindestens die Hélfte der Haushalte mehr als ein Fernsehgerét besitzt.
(c) weniger als zwei Drittel der haushalte maximal ein Fernsehgerét besitzt.
(d) héchstens zwei Haushalte mehr als ein Fernsehgerét besitzen.
Losung auf Seite

\. J

Aufgabe 2.4

Ein Multiple-Choice Test besteht aus 30 Aufgaben mit jeweils 5 Antworten, von denen
jeweils nur eine richtig ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird man durch blofies Raten
folgende Anzahl von Aufgaben richtig beantworten?

(a) mehr als 5 Aufgaben

(b) mindestens 4 und héchstens 10 Aufgaben

(c) weniger als 3 Aufgaben

(d) genau 6 Aufgaben

Losung auf Seite

Aufgabe 2.5

| r

Einer Lieferung von Kondensatoren werden 50 Kondensatoren entnommen. Erfahrungsge-
maéf sind 15% der Kondensatoren schadhaft. Es beschreibe X die Anzahl schadhaft ent-
nommener Kondensatoren. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz und inter-
pretieren Sie beide Grofen!

Lisung auf Seite

2.2 Normalverteilung
Die stetige Zufallsgréfie mit Dichtefunktion

1 —(z—mw)?

flx) = e 22 VreR (15)

2ro

fiir die Parameter p € R und o € Ry mit ¢ > 0 heifit normalverteilt und wird abkiirzend mit
X ~ N (i, 0?) bezeichnet.



Fiir p = 0 und o = 1 ergibt sich der Spezialfall der Standardnormalverteilung 7 ~
N(0,1), deren Dichtefunktion hiufig mit ¢

bezeichnet werden.

Dichtefunktion

1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Die Verteilungsfunktion von X ~ N (u,0?) ist formal definiert als

x

F(z) = P(X < z) = / oy = — / o (18)

2o
— 00
Gleichung lasst sich allerdings nur numerisch auswerten, nicht aber analytisch. Daher kommt
der Standardnormalverteilungsfunktion ® aus Gleichung eine zentrale Bedeutung zu, da die-
se in Statistiksoftware und Taschenrechnern implementiert bzw. in Standardnormalverteilungsta-
bellen fiir viele Werte z € R aufgelistet ist und sich die Verteilung von X ~ N(u,0?) wegen
Z =% ~ N(0,1) und

F(ff)ZP(XSx)ZP(X—ugx—,u):P<X_”Sm_/‘):P(ZSSU;M):q)<x—u)

g g g

auf die Standardnormalverteilung zuriickfiihren 1éisstE|

Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung X ~ A (u, 0?) konnen mittels Variablensubsti-
tution’]

EX = 7:cf(x)dac— 217m 7mexp <(352;5)2> dr=...=pu
Var(X) = 7(x—EX)2f(x) do = le ]o(x—u)%xp <—(”32‘J§)2) o= .. =02

berechnet werden, so dass der Parameter ;1 € R dem Erwartungswert und o > 0 der Standardabwei-
chung entspricht. Daher beeinflussen diese beiden Parameter auch den Verlauf der Dichtefunktion,
wie Abbildung [4] verdeutlicht.

"Hiufig sind die Werte ®(x) nur fiir positive = tabelliert, da fiir beliebiges = € R aufgrund der Symmetrie der
Dichte einer Standardnormalverteilung immer ®(—z) = 1 — ®(z) gilt. Betrachten wir beispielsweise Z ~ N (0, 1) so
ist aufgrund der Symmetrie auch —Z ~ AN(0,1) und es folgt ®(—z) = P(Z < —x)=1—-P(Z > -x)=1—-P(-Z <
z) =1—®(x).

e} 2 o0 2

8Hierfiir nutzen wir f ef% dx =27 = f ersz dx.

— 00

—o0
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f(x)

Dichte der Normalverteilung

1
ol |/ :
1 0L 0 i
f(X) = ———ex —(x - o '
(x) e pErZ( n)?/ C i
' P(a<X<h)
L 7
0 : : AZ
I I I I I I I
H-30 H-0 H a H+O b H+30
X

Abbildung 4: Einfluss der Parameter auf die Dichtefunktion der Normalverteilung
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Das Maximum der glockenférmigen Dichte wird im Punkt x = p angenommen. Zudem geht durch
diesen Punkt die Symmetrieachse der symmetrischen Dichte. Die Punkte x = p £ o entsprechen
Wendestellen. Daher bestimmt o2 den Breitenverlauf der Glockenkurve, d.h. ein grofies o liefert eine
breite Glockenkurve, da die Werte der Zufallsgrofle X stark um den Erwartungswert p schwanken.
Ein kleines o fithrt hingegen zu einer nadelférmigen Glockenkurve, so dass die Werte nur wenig
um g streuen.

Die Normalverteilung nimmt unter den Verteilungen eine besondere Rolle ein. Einerseits ist die
Summe beliebig normalverteilter unabhéngiger Zufallsvariablen wieder normalverteiltﬂ Genauer
gilt fiir beliebige normalverteilte ZufallsgroBen X; ~ N (p;,02) fiir i = 1,2,...,n, die vollstindig
unabhéngig sind, dass die Summe

n n n
Z:ZXlNN<ZMHZUz2>
i=1 i=1 i=1

wieder normalverteilt ist. Diese Eigenschaft, dass unabhéngige Zufallsvariablen einer Verteilungs-
klasse beziiglich der Addition invariant sind, kommt nur bei sehr wenigen Verteilungen vor. So
ist beispielsweise die Summe Z = X + Y fiir unabhingige binomialverteilte Zufallsvariablen
X ~ Bin(1l,p) und Y ~ Bin(1,q) fiir p # ¢ nicht binomialverteiltm Andererseits kommt der
Normalverteilung durch den zentralen Grenzwertsatz eine zentrale Bedeutung zu, da die Summe
n unabhéngiger und identisch, aber beliebig verteilter Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungs-
wert u = EX; (|u| < oo) und endlicher Varianz o = Var(X;) < oo fiir grofie n niherungsweise
normalverteilt ist. Die Normalverteilung ist insbesondere dann fiir die Beschreibung von stochasti-
schen Modellen geeignet, wenn sich die betrachtete Zufallsvariable als Summe einer grolien Anzahl
von unabhéngigen Einfliisssen ergibt. Beispielsweise kénnen stetige Fehlergrofien oder Messfehler
im Allgemeinen in guter Naherung als normalverteilt angenommen werden.

Abbildung [5| zeigt fiir X ~ N(100,3%) die einfache Berechnung P(93 < X < 100) = F(100) —
F(93) = @ (1007190 — @ (2=190) = ¢(0) — §(—2.3333) = 0.5 — 0.0098 = 0.4902 mittels Geogebra.

Es sei Z ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte ZufallsgréBe. Schraffieren und berechnen
Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

)
0.36
0.32
0.28 (a) P(-2< Z < 1)
0.24 (b) P(-1<Z <2)
(c) P(-1< Z <1)
0.2 (d) P(—2< Z <2)
0.16 (e) P(Z > —1)
(f) P(Z > 1)

0.12
0.08
0.04

(1

9 Auch die Summe abhingiger normalverteilter Zufallsvariablen X ~ N (ux, O'g() und Y ~ N (uy, Uf,) ist wieder
normalverteilt mit Erwartungswert E(X +Y) = EX + EY = pux + py. Allerdings berechnet sich dann die Varianz
Var(X+Y) = E(X —EX+Y —EY)2 = Var(X) + 2E((X —EX)(Y —EY)) + Var(Y) = Var(X)+2cov(X, Y) + Var(Y)
in Abhéngigkeit von der Kovarianz cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY)) = E(XY) — EXEY zwischen X und Y, die
fiir unabhingige ZufallsgroBen wegen E(XY) = EXEY immer verschwindet.

10 Allerdings bleibt die Binomialverteilung beziiglich der Summenbildung fiir binomialverteilter Zufallsgrofen X; ~
Bin(m;, p) erhalten, wenn alle unabhéngigen Summanden die selbe Erfolgsquote p € [0, 1] besitzen, da dann Z =
n n

> Xi ~ Bin(>_ m4, p) gilt.

=1 =1
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] ‘ﬁ‘ [ P( 93 £X< 100 )= 0.4902

Abbildung 5: Berechnungen zur Normalverteilung mit Geogebra

Das symmetrische Intervall
1 — ko, pu+ ko]

um den Erwartungswert y = EX der normalverteilten Zufallsvariablen X ~ N'(u,0?) nennt
man auch k-Sigma-Intervall. Die Wahrscheinlichkeit

X _
p:P(XE[u—ka,u—l—ka])=P(u—kU§X§u+ka)=P<—kS “gk) (19)
o

= &(k) — d(—k) = 20(k) — 1,

dass die Zufallsvariable Werte innerhalb dieses k-Sigma-Intervalls annimmt, hdngt nur von
k ab. Die folgende Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeiten aus Formel @) fiir klassiche

Werte
k|l 1 | 2 | 3 | 4

p | 0.6827 | 0.9545 | 0.9973 | 0.9999

So ergibt sich fiir k = 2, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Werte der Normalvertei-
lung um maximal 20 vom Erwartungswert entfernen, gerade 0.9545 betragt. Dies ist in der
linken Grafik dargestellt. Man kann allerdings auch sich die Wahrscheinlichkeit p =1 — «
vorgeber[”] und daraus invers wegen

=et (-

den Wert k € R, ermitteln. Fiir typische a Werte, die bei der Konstruktion von Konfidenz-
intervallen eine wichtige Rolle spielen, zeigt die folgende Tabelle die entsprechenden Werte
fiir k. Die rechte Grafik zeigt das Intervall, dass sich fiir a = 0.1 ergibt.

| 001 |005] 01 | 02

k| 2.5758 | 1.96 | 1.6449 | 1.2816
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2-Sigma-Intervall Symmetrisches 90% Intervall um Mittelwert

0.20- 0.20-

0.10- p 0.10-

p-20 0 u+20 p-ko i ptko
x x

%In der induktiven Statistik, die wir ndher in Abschnitt 4| diskutieren werden, weist man typischerweise
dem Intervall [u — ko, p + ko] die Wahrscheinlichkeit 1 — « zu, so dass die Wahrscheinlichkeit, die rot
dargestellten Wahrscheinlichkeiten zusammen o betragen.

Der Interlligenzquotient (IQ) ist normalverteilt mit pn = 100 und o = 15.
(a) Welchen IQ) muss man haben, um zu den intelligentesten 2% der Bevilkerung zu
zdhlen?
(b) In welchem symmetrischen Bereich um den mittleren IQ liegen 80% der Bevilkerung?
(c) Ein einfacher Intelligenztest ist so ausgelegt, dass ihn 85% aller Personen bestehen.
Welcher 1Q ist dazu notwendig?
57

Die Auswertung eines Aufnahmetests ergibt, dass die erreichte Punktanzahl in etwa nor-
malverteilt mit Erwartungswert p = 80 und Standardabweichung o = 12 ist.
(a) Wie viele Punkte muss man erreichen, um zu den besten 10% zu gehéren?
(b) In welchem symmetrischen Intervall um den Erwartungswert liegen 95% aller Ergeb-
nisse?
(c) Wie hoch ist die Punktzahl, die von 95% aller Antretenden mindestens erreicht wird?
(d) Es bewerben sich 2000 Personen, aber nur die besten 40 Bewerber kénnen aufgenom-
men werden. Welche Punktzahl muss man dazu erreichen?
[]

3 Das Gesetz der groflen Zahlen

Ein Grundlage um typische Fragestellungen der beurteilenden Statistik bearbeiten zu koénnen,
bildet die Frage nach der Verteilung von Y,, = a1 X7 4+ asXs + - -+ + a, X, fir identisch verteilte
und unabhéngige Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X,, mit EX; = g und Var(X;) = o2. Insbesondere
der Fall aq = ... = a, = % spielt in der beurteilenden Statistik eine zentrale Rolle, da er auf das
arithmetische Mittel .

> X

k=1

fithrt und dieses nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen gegen den Erwartungswert p kon-
vergiert, falls n hinreichend grof3 gewahlt wird. Somit kann man aus einer représentativen Stich-
probe mit unabhingigen Beobachtungen durch die Bildung des Stichprobenmittels Riickschliisse
auf den Parameter p = EX der beobachteten Zufallsvariablen ziehen. Dies werden wir spéter im
Abschnitt [4] besprechen.

7:

S

Egal wie die identisch verteilten unabhéngigen Zufallsvariablen X7, X5, ..., X, verteilt sind, gilt

16



fiir den Erwartungswert des arithmetischen Mittels stets
EX =E lXH:X *liE(X)* (20)
N "= ) k=1 v

und wegen der Unabhéngigkeitlﬂ fiir die Varianz
n o2

Var(X Var( ZX’“) = Z ; n:zoO (21)

k=1

Somit folgt aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung fiir beliebiges € > 0 die Ungleichung

58 2
P(|Yn—u|>e):P(|YH—IEYn|>5)<M:U—

g2 ne?
und folglich gilt fur jedes n € N
- Var(X, 2
1> P(Ky—pl<e)>1- X))oy
g2 ne? n—roo

womit letztendlich der Grenzfall n — oo dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
lim P (| X, —pl <e)=1
n—oo

entspricht. Dieses besagt, dass die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung grofler als € > 0 zwischen
arithmetischen Mittel und Erwartungswert fiir hinreichend grofie n gegen Null konvergiert.

Einen Spezialfall der schwachen Konvergenz der relativen Haufigkeit H,,(A) gegen die Wahrschein-
lichkeit p = P(A) des Ereignisses A, erhilt man durch n unabhéngige Wiederholungen des Expe-
rimentes. Hierflir betrachten wir die Bernoulli verteilten Zufallsgréfien

X — 1, wenn A im i—ten Versuch eintritt
L 0, wenn A im i—ten Versuch nicht eintritt,

die unabhéngig und identisch verteilt sind. Dann gilt po= EX, =1-P(X; =1)4+0-P(X; =
0) = P(A) = p und das arithmetische Mittel X = * E X, entspricht der relativen Haufigkeit

H,,(A) des Ereignisses A. Daher besagt das schwache Gebetz der groflen Zahlen, dass fiir wachsende
Versuchsanzahl n die relative Hiufigkeit H,(A) = X schwach gegen die Wahrscheinlichkeit p =
P(A), genauer

lim P(|H,(A) —p| <e)=1

n—oo

konvergiert.

Das schwache Gesetz der groflen Zahlen gewéahrleistet, dass relative Haufigkeiten gegen die
Wahrscheinlichkeiten konvergieren. Dies wollen wir anhand einer Simulation verdeutlichen
und wiirfeln insgesamt n = 2000 mal mit einem fairen Wiirfel und zéhlen wie oft das Ereig-
nis A, dass eine Sechs gewtirfelt wird, eintritt und berechnen daraus die relative Haufigkeit.
Diese tragen wir in der folgenden Grafik gegen n ab, d.h. fiir n = 10 werden bei der Berech-
nung der realtiven Haufigkeit nur die ersten zehn Simulationen beriicksichtigt, wahrend fiir
n = 2000 alle Ergebnisse Berticksichtigung finden.

1Aus der Unabhingigkeit von Xy und X, folgt E(X;X;) = EX,EX; und somit cov(Xg,X;) =
E (X, —EXp)(X; —EXj)) = E(XkX ) — EX,EX; = 0 fiir alle k& # j, so dass die Varianz der Summe unab-
n n

n
hangiger Zufallsvariablen Var( Z Xi) = Y > cov(X;, Xg) = Y cov(Xj, X;) = Z Var(X;) die Summe aller
j=1k=1 =

i=1
Einzelvarianzen ist.
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Relative Haufigkeit des Ereignisses A (Augenzahl 6)
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1 1 |
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1 1
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1

0.00
L

0 500 1000 1500 2000

Beispiel zeigt sehr deutlich, dass fiir grofiere n die relative Haufigkeit H,,(A) des Ereignisses
A gegen die Wahrscheinlichkeit p = P(A) = 1/6 konvergiert. Es ist allerdings auch zu erkennen,
dass die relative Haufigkeit schwankt und selbst zuféllig ist. Die Frage nach der Verteilung des
arithmetischen Mittels beantwortet der zentrale Grenzwertsatz, den wir in Abschnitt kurz
etwas ndher betrachten wollen. Der Grenzwertsatz von Moivre und Laplace kann als Spezialfall
des zentralen Grenzwertsatzes betrachtet werden und beschreibt die Normalapproximation der
Binomialverteilung fiir grofle n.

3.1 Grenzwertsatz von Moivre und Laplace: Approximation der Bino-
mialverteilung durch die Normalverteilung

Der Grenzwertsatz von Moivre und Laplace, nachdem sich die Binomialverteilung von X ~ Bin(n, p)
durch die Normalverteilung approximieren léasst, sofern der Parameter n hinreichend grof§ ist,
stellt einen Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes dar und soll hier nur kurz anhand eines Bei-
spiels demonstriert werden. Hierfiir betrachten wir fiir p = 0.3 und vier verschiedene Parameter
n € {10,20,200,2000} jeweils die Zufallsgrofen X = X; + X5 + ... + X,, = nX ~ Bin(n,p)
als Summe Bernoulli verteilter Zufallsvariablen Xi,...,X,, (sieche Formel ) und stellen gra-
fisch die Wahrscheinlichkeitsfunktion der entsprechenden Binomialverteilung und die Dichte der
approximierten Normalverteilung sowie deren Verteilungsfunktionen dar. Historisch wurde diese
Approximation 1730 von Abraham de Moivre fiir p = 1/2 und im Jahre 1812 von Pierre-Simon
Laplace fiir allgemeines 0 < p < 1 gezeigt, bevor dann spéter Lindberg und Lévy den zentralen
Grenzwertsatz fiir allgemeine Verteilungen formulierten.

g,‘ ‘ | gl 1 ‘ ‘ [ 3 ——
o : . . 5 o 5 M o0 0w 6 o ow %0 B o =

)
sl )
——

i p

o

% 0
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Es ist deutlich zu erkennen, dass die Normalapproximation fiir n = 200 gut und fiir n = 2000 sehr
gut die Binomialverteilung beschreibt, wihrend fiir n = 10 und n = 20 die Anndherungen der steti-
gen Normalverteilung an die diskrete Binomialverteilung noch recht grob sind. Der Grenzwertsatz
macht nur fir hinreichend groie n Aussagen. Fiir praktische Anwendungen stellt sich natiirlich die
Frage, ob n bereits hinreichend grof ist. Als Faustregel gilt, dass unter Erfilllung der Forderung
Var(X) = np(1 — p) > 9 die Normalapproximation gute Naherungen liefert.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch die sogenannte Stetigkeitskorrektur bespre-
chen, die bei der Normalapproximation in der Regel bessere Ergebnisse liefert. Wie obige Grafik
zeigt, ist gerade fiir kleiner n der Ubergang von der treppenférmigen Verteilungsfunktion der Bi-
nomialverteilung zur stetigen Verteilungsfunktion der Normalverteilung teilweise recht grob. Somit
weichen dann auch die Ergebnisse der Normalapproximation recht stark von dem exakten Ergeb-
nis ab. Durch die Stetigkeitskorrektur versucht man die Approxiamtion zu verbessern, indem die
Grenzen leicht verschoben werden. Zur Illustration der Probleme beim Ubergang von diskreten
zu stetigen Zufallsvariablen betrachten wir fiir beliebige Intervallgrenzen a < b € N die folgende
Wahrscheinlichkeiten

Pa<X<b)=Pla—1<X<b+1) (22)

Fiir die diskrete Zufallsvariable X ~ Bin(n,p) gilt tatséchlich obige Gleichung, wiahrend sie fiir
eine stetige Zufallsvariable im Allgemeinen nicht wahr ist. Die Normalapproximation auf der linken
und rechten Seite von liefert daher verschiedene Ergebnisse

<I>< b—np >—<I>< a—np )
np(1l — p) np(1l —p)

?é@(bﬁ—l—np)@(a—l—np)
np(1 —p) np(1—p) )’

1 1
P(a§X§b)zP<a—2<X<b+>

Mit der Stetigkeitskorrektur
2

z@(b‘Lé_”p)@(a_%—”P) o
np(1l — p) np(1 —p)

deutlich bessere Ergebnisse, wie das folgende Beispiel illustriert.

Die exakte Berechnung von
2% 7100
P5< X <30)= ) < L >0.25’“0.75100’c = F(30) — F(14) = 0.8908

k=15

ist zwar leicht mit Statistiksoftware zu berechnen. Mit einem einfachen Taschenrechner ist
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die Berechnung allerdings recht umsténdlich, so dass die Normalapproximation in Verbin-
dung mit der Standardnormalverteilungstabelle hier einen einfachen Weg zur Berechnung
liefert. Die Faustregel np(1 — p) = 18.75 > 9 ist erfiillt, so dass die Normalapproximation
der linken Seite von Gleichung

30 — 25 15-25
P15 <X <30) =P (— | —P| —= ) =0.8654
FHSCSE) (\/18.75) (\/18.75>

ebenso wie

P(15 <X <30)=P(14 < X <30) = F(30) — F(14)
30 —25 14 — 25
RO | ——= |- = 0.8704
<\/18.75) (\/18.75>
oder die rechte Seite von Gleichung

P(15< X <30) = P(14 < X < 31)
31— 25 14-25
~0 () - =0.9115
<\/18.75) (\/18.75>

eine gute Naherung liefern. Die Stetigkeitskorrektur

30.5 — 25 14.5 — 25
P(15 < X < 30) = P(14.5 < X < 30.5) ~ & () - (

V18.75 V18.75

liefert allerdings eine deutlich bessere Approximation.

) = 0.8903

Ein Wiirfel wird

(a) 42 mal,

(b) 72 mal,

(c) 114 mal
geworfen. X mit = EX und 0? = Var(X) gibt an, wie of die Augenzahl 5 oder 6 gewiirfelt
wird. Berechnen sie die Wahrscheinlichkeit, dass X um maximal o von p abweicht exakt
und n&herungsweise.

[
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Schéatzungen zufolge ist der Anteil der Mopedfahrer, die ein auffrisiertes Moped fahren,
40%.

(a) Die Polizei kontrolliert 120 Mopedfahrer. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden we-
niger als 40 mit einem auffrisierten Moped angetroffen?

(b) Bei einer weiteren Kontrolle sind von 100 Mopedfahrern 45 mit einem auffrisierten un-
terwegs. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine so starke oder eine noch stérkere
Abweichund? vom erwarteten Wert?

2

%Es interessieren an dieser Stelle nur Abweichungen nach oben, d.h. Werte iiber dem Erwartungswert.

Im letzten Jahr hatte die Computerfirma , Digitoll“ einen Marktanteil von 11 %.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 400 Computerkdufern sich mehr als
50 fiir die Marke ,,Digitoll“ entscheiden.

(b) Auf einer Computermesse, die dieses Jahr stattfindet, werden 8 000 Besucher erwar-
tet, die einen Computer kaufen werden. Wie viele davon werden einer Computer der
Marke ,,Digitoll“ kaufen? Bestimmen Sie dazu eine minimale bzw. maximale Anzahl
symmetrisch um den Erwartungswert, so dass die tatsdchliche Anzahl mit 95 %-iger
Wahrscheinlichkeit zwischen Minimal- und Maximalwert liegt.

[53

3.2 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten das arithmetische Mittel X,, =

M=

% X; von beliebig, aber identisch verteilten und

i=1
unabhéngigen Zufallsvariablen X1, Xo,...,X,, mit 4 = EX; € R sowie 0 < Var(X;) = 02 < oo.
Dann konvergiert die Verteilung des standardisierten arithmetischen Mittels
X, -EX, X, —
Zy = ———= = \/ﬁi'u
Var(X,,) g

fiir alle z € R gegen die Standardnormalverteilung, d.h. es gilt

X, —

lim P(Z, <z)= lim P (“ﬁ < x) = &(x).
n—o00 n—oo o

Fiir grofie Anzahl n ist somit das standardisierte arithmetische Z,, ~ A(0, 1) ndherungsweise stan-

dardnormalverteilt. Daher ist das arithmetische Mittel X,, fiir groe n niherungsweise N (u, %2)
verteilt und die Summe X; + ... + X, fiir groBe n niherungsweise N (nu, no?) verteilt.

Hier wéhlen wir zur Illustration die Gleichverteilung und mitteln iiber n = 30 unabhéngige und
gleichverteilte Zufallsgrofien. Die linke Grafik zeigt die Dichtefunktion der Gleichverteilung und die
rechte Grafik die Verteilung des arithmetischen Mittels.

Histogramm des arithmetischen Mittels
Dichte von X~GI[ 2, 8]
von (X_1, ...X_n) mit X_i ~ GL[2,8] (iid)
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4 Induktive Statistik

Die induktive Statistik bezeichnet man auch als Inferenzstatistik, schliefende oder beurteilende
Statistik, deren Ziel es ist, Riickschliisse von reprédsentativen Stichproben auf Zufallsmodelle zu
ziehen. Diese werden mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsraumen und Zufallsvariablen, die wir in
Abschnitt 2] ndher kennengelernt haben, modelliert. Mit Kenntnis des Zufallsmodells kann man
dann Wahrscheinlichkeiten interessierender Ereignisse oder wichtige Kenngroflen der Verteilung
berechnen, um Erkenntnisse iiber den Zufallscharakter zu gewinnen. Modelliert man beispielsweise
die Einnahmen eines Unternehmens durch eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ N'(u,02), so
miissen die im Allgemeinen unbekannten Parameter g und ¢ aus den Daten einer Stichprobe
geschitzt werden. Als Stichprobe 1, ..., x, konnte man beispielsweise die Einnahmen der letzten
Quartale oder die Einnahmen vergleichbarer Unternehmen heranziehen.

Allgemeines Ziel der schlieflenden Statistik ist der Riickschluss von der représentativen Stichprobe
x1,...,2, auf die Verteilung der ZufallsgroBe X. Diese konkrete Stichprobe (1, ..., z,) interpre-
tiert man als Realisierung des Zufallsvektors

(X17—X27"'an)7 (24)

dessen Komponenten X; unabhéngige Zufallsgréfien sind, die identisch wie die Zufallsgréfie X,
iiber deren Verteilung wir Informationen aus der Stichprobe gewinnen wollen, verteilt sind. Den
Zufallsvektor bezeichnet man auch als mathematische Stichprobe. Die Annahme der un-
abhéngigen und identischen Verteilung der Komponenten einer mathematischen Stichprobe ist we-
sentlich, da diese Représentativitdt und Unabhéngigkeit von Stichproben gewéhrleisten. Betrachtet
man ein Zufallsmodell mit bekannter Verteilung, die nur von Parametern abhéngt, spricht man
von parametrischer Statistik, andernfalls von nichtparametrischer Statistik. Im Folgenden
sollen die Methoden der parametrischen Statistik besprochen werden, die Riickschliisse iiber die
unbekannten Parameter einer Zufallsvariablen zulassen.

4.1 Punktschiatzer

In erster Linie ist man an einem konkreten Schéitzwert fiir den Parameter interessiert, so dass man
typischerweise von Punktschétzern spricht. Interessiert man sich beispielsweise fiir den unbekann-
ten Parameter 4 eines normalverteilten Merkmals X ~ A (1, 0%), so kann man wegen y = EX und

dem Gesetz der groflen Zahlen aus der Stichprobe z1,...,z, aus dem Stichprobenmittel
X RS
p=z=— ; X5
den Parameter schitzen. Wiirde man eine andere Stichprobe Z1, ..., %, zur Schitzung verwenden,

wiirde man entsprechend einen anderen Schatzwert fiir den Parameter p erhalten, so dass die Schét-
zer selbst zufillig sind. Genauer genommen sind die Schétzer als Funktionen der mathematischen
Stichprobe Zufallsvariablen. So gilt beispielsweise fiir obige Schatzfunktion des Parameters

Zn: X;. (25)

Setzt man in die Schétzfunktion die konkrete Stichprobe (z1,...,2,) ein, so erhdlt man auch
den konkreten Schétzwert, der typischerweise ebenso mit i bezeichnet wir

ﬂ:ﬂ(XlaaX’rJ:Yn:

3=

Zur Illustration ziehen wir insgesamt 20 Stichproben vom Umfang n = 10 der Normalver-
teilung mit Parametern pu = 100 und o2 = 20? und berechnen fiir jede dieser Stichproben

den Schéatzer
1 n
1 X,

fiir den normalerweise unbekannten Parameter p. Anschliefend zeichnen wir fiir alle 20 be-
rechneten arithmetischen Stichprobenmittel ein Histogramm sowie Boxplot der Schétzwerte
und fiigen in rot den wahren Parameter und in cyan das Mittel aller Schétzer hinzu. Neben

12Somit hat die Bezeichnung fi eine Doppeldeutung. Allerdings ist iiblicherweise aus dem Kontext heraus klar,
ob der konkrete Schiatzwert einer konkreten Stichprobe (z1,...,zn) oder der zufillige Schitzer als Funktion der
mathematischen Stichprobe (X71,...,X,) gemeint ist.
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dem arithmetischen Mittel betrachten wir noch die Schéatzfunktion
ﬂ]\/f = max {XlaXQa cee 7Xn} )

um die Giite der Schétzfunktionen zu vergleichen und beurteilen zu kénnen.

Schatzfunktion: arithmetisches Mittel Schétzfunktion: arithmetisches Mittel
w -
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Aus den 20 Simulationen ist klar zu erkennen, dass der Schétzer

im Mittel richtig schéitzt, da der mittlere Schatzwert 100.17 mit dem wahren Parameter 100
fast iibereinstimmt. Hingegen ist deutlich zu erkennen, dass die Schétzfunktion

fn = max {X1, Xo, ..., X, }

verzerrt schitzt, da die Schétzwerte im Mittel (106.27 > 100) deutlich zu grof} sind.

Prinzipiell gibt es keine Einschréankungen bei der Wahl der Schétzfunktion 0 fiir einen unbekannten
Parameter 6, allerdings moéchte man natiirlich eine gewisse Qualitéit beim Schétzen gewéhrleisten.
Wollen wir beispielsweise den Parameter ;1 der Normalverteilung schétzen, konnen wir natiirlich
nicht erwarten, dass die Schatzwerte fi jeder Stichprobe (21, ..., z,) mit dem unbekannten exakten
Wert p ibereinstimmen.

Um aber Vertrauen in die Schétzer zu haben, sollte der Schitzer moglichst erwartungstreu sein,
also im Mittel richtig schétzen. Diese Forderung wird durch die Gleichung

Ea=p
beschrieben. Eine systematische Abweichung wird als Bias
bias(f1) = Efi — p
bezeichnet. Der oben diskutierte Schétzer fiir den Parameter p ist wegen

Ei=EX, :E(iiXJ = %XR:EXi:u
i=1 i=1
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tatsdchlich erwartungtreu, schétzt also im Mittel korrekt, so dass der Bias bias(fi) = 0 verschwin-
det. Bei dem ersten Schétzer aus Beispiel haben wir die Erwartungstreue gesehen, wahrend
der zweite Schétzer einen positiven Bias aufwies, da die Schitzwerte im Mittel deutlich zu hoch
geschitzt wurden. Neben der Erwartungstreue, sind weitere Eigenschaften zur Beurteilung der
Giite eines Schitzers von Bedeutung. Von den Betrachtungen des arithmetischen Mittels X in
Abschnitt |3|ist iberdies bekannt, dass die Varianz wegen

2
Var(fi) = Var(X) = T 50

n mn—oo
fiir hinreichend grofle Stichproben immer kleiner wird. Die Varianz Var(ji) beschreibt, wie stark die
einzelnen Schitzwerte um den mittleren Schitzwert schwanken. Ist der Schitzer erwartungstreu,
so beschreibt die Varianz des Schétzers entsprechend die Schwankung der Schétzwerte 6 um den
gesuchten Parameter . Hat man zwei Schétzer 01 und 05 mit dem selben Schiitzfehler (bias(f;) =
bias(f), so wihlt man den mit der geringeren Schwankung.

Fiir eine Stichprobe vom Umfang n kénnen wir neben dem herkémmlichen Schétzer i =

n
L5 X fiir den Erwartungswert 1 = EX auch den Schétzer
i=1

fiir ein beliebiges 1 < m < n betrachten. Beide Schétzer sind erwartungstreu, allerdings ist

wegen
0'2 0'2

Var(fi) = — < — = Var(fim

ar(@) = = < T = Var(im)

mit 02 = Var(X) der herkémmliche Schéitzer zu bevorzugen, da er eine kleinere Varianz
aufweist.

Eine kleine Simulation mit jeweils 20 Stichproben vom Umfang n = 100 eines normalverteil-
ten Merkmals X ~ N'(100,16) soll dies demonstrieren. Wir bestimmen fiir beide Schétzer
jeweils die Schatzwerte beider Schatzfunktionen [i und fi19 und stellen die Ergebnisse gra-
fisch dar. Der zweite Schétzer mittelt anstatt iiber alle n = 100 Stichprobenwerte jeweils
nur die ersten m = 10.

Schétzfunktion: arithmetisches Mittel aller n=100 Werte Schétzfunktion: arithmetisches Mittel der ersten m=10 Werte

Frequency
Frequency

r T T T T 1 r T T T 1
99.4 99.6 99.8 100.0 100.2 100.4 100.6 100.8 98 99 100 101 102 103

Schatzwerte Schatzwerte

Beide Schétzfunktionen schétzen im Mittel richtig, allerdings streuen die Schétzwertd?] des
zweiten Schétzers viel mehr als die Werte des ersten Schétzers. Der abschlieBende Boxplot
veranschaulicht nochmals die Schwankung beider Schétzer und zeigt deutlich, dass die Va-
rianz der ersten Schéatzfunktion [i = fi1o0 kleiner ist, als die Varianz des zweiten Schétzers

fl10-
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Streuung beider (erwartungstreuen) Schatzer

Schatzer 2

Schatzer 1

98 99 100 101 102 103

%In dunkelblau sind die konkreten Schétzwerte auf der x-Achse abgetragen. In hellblau ist das Mittel
aller Schétzer dargestellt, dass wegen der Erwartungstreue in beiden Féllen nah am exakten Wert p = 100
liegt, der in rot abgetragen ist.

Bevor wir uns dem Schétzer fiir die Binomialverteilung widmen, wollen wir kurz motivieren, warum
wir uns im néichsten Abschnitt [£.2] Konfidenzintervallen widmen. Dafiir nehmen wir der Einfachheit
halber an, dass das Merkmal X ~ A (u, 0?) fiir das wir mittels dem Punktschitzer

n
DX
i=1

aus der Stichprobe (X7i,...,X,) den unbekannten Parameter p schétzen. Aufgrund der Normal-
verteilung und Unabhéngigkeit aller Stichprobenwerte X; folgt i1 = X ~ N (u, %2) und daher gilt
P(pp = p) = 0. Letzteres besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der konkrete Schitzwert mit
dem tatsdchlichen Parameter p exakt iibereinstimmt, Null ist. Aus diesem Grund betrachtet man
neben Punktschéitzern, die genau einen Punkt schétzen, Konfidenzintervalle, die den unbekannten
Parameter enthalten. Wir werden dieses Konzept in Abschnitt [.2] niher besprechen.

p=X=

3=

Fluggesellschaften iiberbuchen h&aufig ihre angebotenen Fliige, d.h. sie verkaufen mehr
Tickets, als tatsdchlich Platze vorhanden sind, um ihren Gewinn zu steigern. Hierfiir nutzen
sie die Tatsache aus, dass hdufig gebuchte Fliige nicht genutzt werden. Ist dann tatsédchlich
ein Flug iiberbucht, werden Fluggésten attraktive Pramien geboten, wenn sie einen Flug
spéter fliegen. Das Risiko der Uberbuchung lisst sich fiir die Fluggesellschaften abschétzen.
Fiir die m verkauften Flugtickets beschreibt die Zufa]]sgréﬁeﬂ X ~ Bin(m,p) die Anzahl
der tatsdchlich besetzten Pldtze. Aus den Flugdaten der letzten n = 15 Fliige ist die Anzahl
der besetzten Plétze

(90, 89,91, 86, 86, 94, 90, 91, 93, 90, 89, 89, 90, 94, 93)

bei jeweils m = 100 verkauften Plidtzen bekannt. Aus dieser Stichprobe soll der Parameter
p, der die Rate der angetretenen Fliige beschreibt, geschétzt werden.

Da fiir die binomialverteilte Zufallsgrofe X ~ Bin(m, p) fiir den Erwartungswert EX = mp
gilt, und uns m = 100 bekannt ist, schatzen wir die Rate

p=
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mit Hilfe des arithmetischen Stichprobenmittels und erhalten fiir unsere konkrete Stichprobe

o1 1355

Angenommen die Fluggesellschaft setzt einen Flieger mit 95 Plitzen ein. Dann kénnte man
nun mittels p die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass der kommende Flug tiberbucht wird

P(X >95)=1—P(X <94) =1 — F(94) = 0.03.

%Gehen wir davon aus, dass jeder Passagier unabhéngig von den anderen Passagieren entscheidet, ob der
gebuchte Flug wahrgenommen wird, ist die Anzahl der tatséchlich besetzten Pldtze binomialverteilt. Bei
Fliigen, die hauptséichlich von alleinreisenden Geschéftsleuten gebucht werden, ist dies eine realistische An-
nahme. Werden die Fliige hingegen hauptsachlich von Familien gebucht, die gemeinsam verreisen, kann die
Unabhéangigkeitsannahme nicht mehr gehalten werden und die tatséchliche Verteilung der wahrgenommenen
Flugplatze weicht von der Binomialverteilung ab.

Zum Abschluss wollen wir Schitzer fiir die Varianz 02 = E(X — EX)? = E(X — p)? diskutieren.
Um erwartungstreue Schétzer zu erhalten, muss man unterscheiden, ob der Parameter p = EX
bekannt oder unbekannt ist. Im ersten Fall erhélt man mit

n

V=3

i=1

wegen
P [ 1
EVZEEEIQE—MQZ;E:EM%—M2=02
=1 i

eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir o2 - Ist p = EX hingegen unbekannt, liegt es nahe diesen
unbekannten Wert durch den Schétzer i = X aus der Stichprobe zu ersetzen. Der damit erhaltene

Schatzer fiir die Varianz o2
o1& 9
V-3 (X - X
o2 )

ist allerdings wegen|™|

R 1 n 2 2 -1
EV =—-S EX?-EX =o2+p*—(12+ 2 )=02-T =2~
n n n
nicht erwartungstreu Der systematische Schétzfehler blas(V) = —o%/n zeigt an, dass der Schitzer

V die Varianz o2 im Mittel etwas zu niedrig schiitzt, sich dieser Fehler allerdings mit zunehmender
Stichprobengréfie immer weiter verringert. Durch Skalierung

6o n - 1 =
5 _n—lv_n—IZ(X

i=1

erhdlt man dann eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir die Varianz bei unbekanntem p =EX.

4.2 Konfidenzintervalle

Wie in Abschnitt [£.1] bereits besprochen, betrigt die Wahrscheinlichkeit Null, dass der Punktschét-
zer den exakten Parameter trifft. Anstatt also einen konkreten Schéatzwert zu bestimmen, versucht
man ein Intervall anzugeben, in dem man den unbekannten Parameter mit einer gewissen Sicher-
heit vermutet. Hierfiir benotigt man allerdings eine Verteilung des zufilligen Schitzers. Entstammt
beispielsweise das zu untersuchende Merkmal X ~ N(p,0?) einer Normalverteilung, so ist auch

der Schitzer f = X = 1 Z Xi ~ N(p, & ) der mathematischen Stichprobe (Xj,...,X,,) nor-

malverteilt. In Abschnitt m werden wir daher zunichst Konfidenzintervalle fiir den Parameter
p = EX der Normalverteilung besprechen.

Fiir binomialverteilte Merkmale X ~ Bin(m,p) werden wir in Abschnitt Konfidenzintervalle
fiir den Parameter p betrachten. Allerdings basiert deren Berechnung auf der Binomialverteilung
und ist recht umsténdlich durchzufiihren, so dass man fiir grofie Stichproben mit Hilfe der Norma-
lapproximation diese einfacher berechnen kann.

B3Wir nutzen Z X; — X)? Z X2 - nX" sowie Var(X;) = 02 = EX? — p? und Var(X) = 0%/n = EX — u.
i=1 i=1
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4.2.1 Konfindenzintervalle fiir den Erwartungswert der Normalverteilung

Entstammt das zu untersuchende Merkmal X ~ N(p,0?) einer Normalverteilung mit bekannter
Varianz o2, so ist auch der Schétzer i = X = Z X; ~ N(p, ) der mathematischen Stichprobe

(X1,...,Xy) normalverteilt. Da o bekannt ist, folgt die Standardls,lerungiﬂ einer Standardnormal-
verteilung o
X —

Z = yn=—— < N(0,1).

Mit Hilfe der Quantilg®| ze = —21_2 sowie z1_¢ der Standardnormalverteilung, beschreibt das
Intervall [—zl,% , 21— ¢ | wegen

P(-21 5 <Z<2 g)=®(z1g)—B(—z_s)=1-2 —(1—(1— %)) —1-a

(\}

ein symmetrisches Intervall um die Null, dass mit der Wahrscheinlichkeit 1 — « die um die Null
streuenten Werte der standardisierten Zufallsgrofie Z ~ N (0, 1) enthalt.

= — 21—«
Zg Z1-g 1-3

Abbildung 6: Quantile der Standardnormalverteilung zur Herleitung von Konfidenzbereichen

Abbildung |§| veranschaulicht dieses Intervall. Stellerﬂ wir nun dieses Intervall nach dem unbe-
kannten Parameter p um, erhalten wir

- g - (o

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Parameter p im Intervall

[X—zlf X—i—zl\jﬁ] (27)

befindet, gerade 1 — « entspricht.
Letztendlich basiert das Konfidenzintervall auf dem Konfidenzintervall [—z1_g,21-g] der

Standardnormalverteilung des standardisierten Mittels Z = \/ﬁ%, welches wir nach dem un-
bekannten Parameter p umgestellt haben. Da das standardisierte Mittel nur eine lineare Trans-
formation darstellt, ist die Verteilung des Stichprobenmittel X ~ N'(u,0?) lediglich eine einfache
Skalierung und Verschiebung der Standardnormalverteilung. Fiir « = 0.1 wollen wir das fiir den Pa-
rameter 1 = 100 des Merkmals X ~ A(u, 02) mit bekanntem Parameter o = 2 fiir Stichproben vom
Umfang n = 15 grafisch illustrieren. Die linke Grafik zeigt die Dichte der Standardnormalverteilung
und die entsprechenden Quantile zg = —z1-g = —20.95 = —1.6449 sowie z1_g = zp.95 = 1.6449

14In den meisten Anwendungen ist die Varianz 02 = Var(X) unbekannt, so dass man beim Standardisieren o
durch die empirische Standardabweichung

X—p

ersetzt. Dann ist die

graden. Daher werden in dem Fall der unbekannten Varianz o2 in den Formeln der Konfidenzintervalle die Quantile
der Standardnormalverteilung durch die Quantile der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ersetzt.

BFiir das Quantil z; = ®!(q) der Ordnung g der standardnormalverteilten Zufallsgrofe Z ~ N(0,1) gilt
®(zq) = P(Z < 2¢9) = P(29) = (7 1(q)) = q. B

16Die Ungleichung —z;_ g < Z <z 2 entspricht —Z-g < \/ﬁ% < z1-g und ist dquivalent zu —X —

21—%+\f< —u < X+z1,,+f
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der Standardnormalverteilung, so dass die dufleren roten Flichen jeweils einer Wahrscheinlichkeit
von § = 0.05 und die griine Fliche der Wahrscheinlichkeit von 1 — a = 0.9 entsprechen. Die
rechte Grafik zeigt die transformierte Verteilung des Stichprobenmittels X ~ AN/(100,4), die wir
hier nur zeichnen kénnen, da der eigentlich unbekannte Parameter u = 100 uns an dieser Stelle
ausnahmsweise bekannt istlL’]

Verteilung standardisiertes Mittel Verteilung Stichprobenmittel
0.8- 0.8-

3.000 1.645 0.000 1.645 3.000 98.45 99.15 100.00 100.85 10155

Bei der Interpretation des Konfidenzintervalls ist zu beachten, dass die obere und untere Gren-
ze des Intervalls Zufallsvariablen sind. Ersetzt man das arithmetische Mittel X der mathematischen
Stichprobe (X1, ..., X,) durch das arithmetische Mittel T einer konkreten Stichprobe (z1,...,z,),
so erhélt man eine konkrete Schiatzung des Konfidenzintervalls.

Fiir das Merkmal X ~ N(u,0?) mit 0? = 1 sollen aus der Stichprobe (x1,...,110) der
Parameter p bestimmt sowie ein Konfidenzintervall angegeben werden. Das arithmetische
Mittel T = 14.6 der Stichprobe liefert den Punktschétzer ji = 14.6. Zur Bestimmung des
95%-ige Konfidenzintervalls wéihlen wir o = 0.05 und nutzen das entsprechende Quantile

der Normalverteilung z,_ e« = zg.975 = 1.960. Somit erhalten wir als Schiatzung der unteren

2
o 1

Intervallgrenze T — z1—g = = 14.6 — 1.96 - T = 13.98 und fiir die obere Intervallgrenze

n

Tntzi-g \;ﬁ =14.6+1.96- \/% = 15.22. Somit erhalten wir das 95%-ige Konfidenzintervall

fiir den Parameter p basierend auf der konkreten vorliegenden Stichprobe

KI,

b = [13.98, 15.22]

Das konkrete Intervall [E — 2’1—%% y T+ 21-g ﬁ} enthélt den tatséchlichen Parameter oder
nicht, daher ist die richtige Interpretation, dass der exakte Parameter p in diesem konkreten Inter-
vall |7 —2z1_g ﬁ y T+ 21-g %] mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — a enthalten ist, falsch. Die

Interpretation des konkreten Konfidenzintervalls ist daher nicht so trivial. Durch die Konstruktion
des zufélligen Konfidenzintervalls ergibt sich aber folgende Deutung. Wiirden wir nicht nur eine,
sondern sehr viele Stichproben auswerten, dann wird der tatsichliche Parameter in etwa (1—a«)-100
Prozent aller Intervalle enthalten sein. Dies bedeutet allerdings auch, dass die restlichen « - 100
Prozent aller Intervalle den wahren Parameter p nicht enthalten. Typischerweise haben wir aller-
dings nur eine Stichprobe zur Verfiigung, die entweder den Parameter enthélt oder nicht. Nach der
Konstruktionsweise von Konfidenzintervallen erhoffen wir natiirlich, dass das berechnete Intervall
dieser Stichprobe zur ersten Kategorie zéhlt, die den wahren Parameter tatsidchlich enthalten.

Dies illustrieren wir anhand einer kleinen Simulation, bei der jeweils 200 Stichproben vom Umfang
n = 15 zum Merkmal X ~ A(100,4) simuliert werden. Somit ist hier der exakte Parameter
¢ = 100 bekannt. Aus den 200 simulierten Stichproben berechnen wir jeweils das zugehorige
konkrete Konfidenzintervall und kontrollieren, ob diese jeweils den wahren Parameter enthalten.
In der folgenden Grafik sind fiir « = 0.05 die Intervalle, die p enthalten griin und die restlichen

17Somit kénnen wir die linke Grafik immer zeichnen, die rechte aber nur, wenn wir den unbekannten Parameter
u, den wir schitzen wollen, kennen. Beide Grafiken sind aber dquivalent, so dass mit Hilfe der linken Grafik ein
Konfidenzintervall fiir g bestimmt werden kann.
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Intervalle, die p nicht enthalten, rot eingefdrbt. Wegen a = 0.05 erwarten wir, dass 10 aller 200
Intervalle p nicht enthalten.

Kl alpha= 0.05 fir anz= 200 verschiedene SP

102
|

101
|

Konfidenz-Intervall
100
]

98

0 50 100 150 200

Simulation

Tatséchlich {iberdecken 190 aller berechneten Konfidenzintervalle den wahren Parameter p und 10
nichﬂ Erhohen wir o auf o = 0.1, verringert sich das Konfidenzniveau von 0.95 auf 0.9. In dieser
zweiten Simulation erwarten wir daher, dass 20 aller 200 berechneten Konfidenzintervalle p nicht
enthalten.

Kl alpha= 0.1 flir anz=200 verschiedene SP

101 102
| |

Konfidenz-Intervall
100
]

98

0 50 100 150 200

Simulation

18Wiirden wir statt 200 deutlich mehr Stichproben untersuchen, wiirde sich nach dem Gesetz der groBen Zahlen
die Fehlerrate tatsdchlich a anndhern.
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Tatséchlich tiberdecken 20 Intervalle den wahren Parameter p nicht.

In einer weiteren Simulation wollen wir zeigen, dass mit wachsenden « sowie mit steigender Stich-
probengrofle n sich die Breite der Konfidenzintervalle verringert.

Konfidenzintervalle in Abhéngigkeit des Konfidenzniveaus Konfidenzintervall in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs
o o
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Eine Maschine schneidet Stahlbleche automatisch auf eine geforderte Linge zu. Man weif3,
dass die tatsdchlichen Léangen minimale Abweichungen vom Normwert aufweisen kénnen.
Beobachtungen tiber einen lingeren Zeitraum haben ergeben, dass die Standardabweichung
fiir diesen Maschinentyp o = 2.2 (cm) betrdgt. Es soll bei der derzeitigen Einstellung
der Maschine die mittlere Linge der Stahlbleche geschétzt werden. Wie lautet das 95%-
ige Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p der Lidnge der Stahlbleche, wenn eine
Stichprobe vom Umfang n = 40 die mittlere Linge T = 80.5 (cm) ergeben hat? Gehen Sie
davon aus, dass die Zufallsvariable X = ,Léange eines Stahlblechs (in c¢m)“ normalverteilt

ist.
53
In den meisten Anwendungen ist die Varianz Var(X) = o2 unbekannt, so dass Formel (27) zur Be-

stimmung des Konfidenzintervalls fiir den Parameter p nicht verwendet werden kann. Ersetzt man
die unbekannte Varianz einfach durch die empirische Varianz 52, die o erwartungstreu schitzt,

ist die Stichprobengrofe T = /n X picht mehr standardnormalverteilt, sondern folgt einer t-
Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Daher lautet das Konfidenzintervall fiir den Parameter p des
Merkmals X ~ N(p,0?) im Falle der unbekannten Varianz einfach

A A

- S S

X—tiani1—,X+ tl—%,n—lﬁ

NG (28)

Die Abbildungen [7]und [§] zeigen die Berechnung der Konfidenzintervalle des Parameters p mittels
Geogebra.

2

Natiirlich kann man auch Konfidenzintervalle fiir die Varianz o“ eines normalverteilten Merkmals

konstruieren. Dies soll aber hier nicht weiter betrachtet werden.

Zur Bestimmung der Entfernung zwischen zwei Punkten wurden 25 Messungen durchgefiihrt
und der Stichprobenmittelwert und die Stichprobenvarianz wie folgt ermittelt:
T=24325km , s?=196km?.
Geben Sie ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Entfernung zum Konfidenz-
niveau 1 — a = 0.99 an.
53
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Distribution

€2 Probability - GeoGebra

Statistics

Z Estimate of a Mean

Confidence Level 0.95

sample
Mean 89.345
o2
N 15
Result

Z Estimate of a Mean

Jog
I

Mean 89.345

o 2

SE 0.5164

N 15

Lower Limit 88.3329

Upper Limit 90.3571

Interval 89.345+1.0121
=

Abbildung 7: Berechnung Konfidenzintervall fiir Parameter p von X ~ N(u,0?) fiir bekanntes o
mit Geogebra
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s 2
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N 15

df 14

Lower Limit 88.2374

Upper Limit 90.4526
Interval 89.345£1.1076

Abbildung 8: Berechnung Konfidenzintervall fiir Parameter p von X ~ A(u,0?) fiir unbekanntes
o mit Geogebra
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Aufgabe 4.3

Bei einer TUV-Priifstelle wurde der CO-Gehalt von PKW-Abgasen, der als normalverteilt
betrachtet werden kann, gemessen. Eine Stichprobe vom Umfang n = 30 ergab folgende
Schétzwerte fiir p und o (in %):

T = 3.22 und s = 0.2025.
Berechnen Sie zum Konfidenzniveau 1 — a = 0.9 ein Konfidenzintervall fiir den mittleren
CO-Gehalt an.

Lésung auf Seite

Aufgabe 4.4

7
| L

Bei einer Arbeitsstudie seien folgende Werte fiir die Zeitdauer der Justierung eines Gerétes
gemessen worden:
Minuten | 3 4 5 6 8 9
Haufigkeiten | 2 4 7 12 4 1
(a) Geben Sie erwartungstreue Schéatzungen fiir den Erwartungswert und die Varianz der
Zeitdauer an.
(b) Bestimmen Sie ein zweiseitiges Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau
1 — a = 0.9 fiir den Erwartungswert der Zeitdauer.
(c) Diskutieren Sie die notwendigen Verteilungsvoraussetzungen.

Lésung auf Seite

\ 7

4.2.2 Konfindenzintervalle fiir die Binomialverteilung

Auch fiir den Parameter p der binomialverteilten Zufallsvariablen X ~ Bin(m,p) ldsst sich ba-
sierend auf der unabhéngigen Stichprobe (X7,...,X,) ein Konfidenzintervall bestimmen. Hierzu
betrachten wir die Summe aller Stichprobenwerte, die mit dem selben Parameter p binomialverteilt

n
Y = Z X; =nX ~ Bin(nm,p)
i=1
ist und konstruieren wieder ein symmetrisches Intervall [U, O], dass mit einer vorgegeben Wahr-
scheinlichkeit 1—a = P(p € [U, O]) den unbekannten Parameter p enthélt. Dieses gesuchte Intervall
basiert, analog zur Herleitung des Konfidenzintervalls fiir den Erwartungswert der Normalvertei-
lung auf Seite auf einem symmetrischen Intervall [u, o] mit

P(uSYSo):F(o)—F(u—l):ZP(Y:j):Z("?)I,j(l_p)nm—j:1_a

j=u

um den Erwartungswert EY = nmp von Y ~ Bin(nm, p). Allerdings haben wir es jetzt mit einer
diskreten statt einer stetigen Verteilung zu tun. Dies hat zwei unangenehme Konsequenzen. Zum
einen konnen wir hier nicht mehr die Quantile v und o exakt bestimmen, so dass P(Y < u) =
P(Y > o) = § gilt, da die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung sprunghaft wéchst und nicht
zwingend den Wert § annehmen muss. Dies ist in den beiden folgenden Grafiken dargestellt.

Binomialverteilung p=1/2 Binomialverteilung p=1/4

0.20-

0.10-
0.10-
0.05-
0.05-
¢ 0.05 ¢ 0.05
— -0, — =0 a 3
2 2 — =0.05
(0.0577) I (0.0577) IMB)
0.004 _ —Im . 000- W .—_7
6 1o 1

20 0 2 8 1o 20
X X

N



Die griinen Flidchen sollen jeweils der Wahrscheinlichkeit 1 — o« = 0.9 entsprechen. Allerdings
kénnen wir die Quantile u bzw. o sinnvollerweise nur ganzzahlig wéhlen, so dass die tatséchliche
Wahrscheinlichkeit nicht exakt 1 — « trifft, sondern in der linken Grafik 0.8847 und in der rechten
Grafik sogar nur 0.8069 betrigt. Das weiteren kénnen wir obiges Intervall auch nicht mehr so
einfach nach p umformen. Anzumerken ist, dass beide Grafiken nur aus llustrationszwecken unter

der Kenntnis p = 1/2 bzw. p = 1/4 erstellt wurden, was uns natiirlich bei der Bestimmung des
Konfidenzintervalles nicht bekannt ist.

Das prinzipielle Vorgehen bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls unterscheidet sich aber
nicht von dem Vorgehen, wie wir es bei der Normalverteilung kennengelernt haben. Eine Moglich-
keit zur Konstruktion eines Konfidenzintervalles ist die Verwendung der Normalapproximation fiir
grofle Stichproben, die wir in Abschnitt kennengelernt haben. Diese besagt, dass fiir grofles
n = nm die Binomialverteilung sich sehr gut durch die Normalverteilung

Y = N (nmp, nmp(1 — p))

approximieren lisst. Folglich blnd auch das Stichprobenmittel X = ¥ =~ A(mp, M) und
der Punktschétzer p = ffL = = =~ N(p, (1 p ) néherungsweise normalvertellt. Mit Hilfe der

Sigma- Regeﬂ der Normalvertellung

X _ 5_
P ( c Xom a ) p ( o ) “ia

kann das asymptotische Konfidenzintervall [U, O] fiir den Parameter p durch Umstellunﬂ der
Ungleichungen

X —mp pP—p
—2z1-g < 7\f <z2i-g & —21-g < —/————=vVnm < z-g (29)
mp(1 —p) p(1—p)

nach dem unbekannten Parameter p ein Konfidenzintervall mit der unteren Grenze

1 : Zl-g A% X 1 X 2%7%
= T + ( )+
14+ mniloa m 2nm vJnm\ m m dnm

mn
[ 2 2
1 Zi_a 21—« Z{_a
— h+ 2 2 \/A 1—p) + 2
1+ ﬁzf_% P omm vnm p(1 =) dnm

und der oberen Grenze

— 2 — — 2
1 X As a2 X, X, 4
0= it SN 12\/(1—)+12
m m

1+ ﬁzf_% 2nm  /nm | m dnm
[ 2 2
1 g 21—3\/ “1-%
N 51— 5 2
1+ —217% P 2nm + vnm o p)+ 4dnm

konstruiert werden. Diese Methode bezeichnet man auch als Wilson-Methode, benannt nach Wil-
son, der erstmalig dieses asymptotische Konfidenzintervall angab. Ein viel einfacher zu konstruie-
rendes, aber auch unzuverldssigeres, Konfidenzintervall, das sogenannte Standard-Intervall

[A—Zla\/i p+TF (l—ﬁ)}

erhélt man ebenso aus der Normalapporximation, indem das Intervall nach dem Schétzer p

umgestellt
1— . 1—
PR | s )Y i )
nm nm

und in den Grenzen der unbekannten Parameter p einfach durch den Schéitzer p ersetzt wird.
Mittels der Clopper-Pearson-Methode, basierend auf dem Zusammenhang zwischen der Binomial-
und der Beta-Binomialverteilung, konnen exakte Intervallgrenzen hergeleitet werden. Die folgende

n
Grafik zeigt fiir alle moglichen konkreten Stichprobenergebnisse y = >~ x; € {0,1,...,n} und den

i=1

19Siehe Beispiel
20Hjerfiir ist das Losen einer quadratischen Gleichung nétig.
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Spezialfall m = 1 die Intervallgrenzen. Es ist deutlich zu erkennen, dass fiir kleinere Stichproben
insbesondere fiir sehr kleine oder grofe Anteilswertdﬂ das in rot abgertragene Standard-Intervall
deutlich von dem in grin dargestellten Wilson-Intervall bzw. dem in blau dargestellten exakten
Intervall abweicht. Die rechte Grafik zeigt, dass sich fiir groflere Stichproben alle drei Intervalle
deutlich anndhern.

Konfidenzgrenzen fiir n=20, alpha=0.050 Konfidenzgrenzen fuir n=80, alpha=0.050

1.00- 1.00-

Methode Methode

Wilson Wilson
2050~ 2050~
— Standard — Standard

— Exakt — Exakt

5 10 15 20 40 60
y (beobachtete Anzahl aus Stichprobe) y (beobachtete Anzahl aus Stichprobe)

Zur Schatzung des Ausschussanteiles eines umfangreichen Lieferpostens werde diesem ei-
ne Stichprobe von 200 Teilen entnommen. Dabei seien 190 einwandfreie Teile festgestellt
worden.

(a) Geben Sie eine Schétzung fiir den Ausschussanteil an.

(b) Wie groff kann maximal die Varianz der Schétzung sein?

(c) Berechnen Sie ein Konfidenzintervall fiir den Ausschussanteil zum Konfidenzniveau

0.95 und interpretieren Sie das Ergebnis.
3

Eine Partei P méchte ihren Wéhleranteil durch eine Umfrage feststellen. Von 1500 befragten
Wahlberechtigten gaben 390 an, diese Partei zu wéahlen. Geben Sie die Konfidenzintervalle
zum Konfidenzniveau

(a) 90%

(b) 95%

(c) 99%

an. Vergleichen Sie die Ergebnisse und interpretieren Sie diese.

3

Bei der Uberpriifung eines Abfiillautomaten fiir 0.5-Liter-Flaschen ergaben sich folgende
Werte fiir die tatséchlich abgefiillte Menge (Angaben in cm?):
499.5, 501.8, 501.0, 502.5, 501.0
504.1, 497.9, 503.3, 498.7, 500.2
(a) Geben Sie erwartungstreue Schatzfunktionen und entsprechende Schétzwerte fiir den
Mittelwert und die Varianz der Abfiillmenge an.
(b) Bestimmen Sie ein 90 %iges Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert.
(c) Welche Voraussetzung bzgl. der Verteilung miissen gegeben sein?

4

21Fiir sehr kleine p & 0 erwarten wir nur kleine Stichprobensummen y und fiir sehr groie p ~ 1 entsprechend sehr
grofle y, so dass dann auch p ~ 0 oder p =~ 1 beobachtet werden.
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4.2.3 Einseitige Konfidenzintervalle

Hin und wieder ist nur eine Grenze des Konfidenzintervalles von Interesse. Dann konstruiert man
einseitige Konfidenzintervalle, indem die uninteressante Grenze auf einen natiirlichen Wert gelegt
wird und statt dem Quantil der Ordnung § verwendet man das Quantil der Ordnung «, wie die
folgende Grafik fiir den Parameter p der Normalverteilung veranschaulicht.

Linksseitiges Konfidenzintervall Rechtsseitiges Konfidenzintervall

0.4- 0.4-

-3.000 -1282 0.000 1.282 3.000 -3.000 -1282 0.000 1282 3.000

4.3 Hypothesentests

Beim parametrischen statistischen Testen werden Hypothesen iiber den unbekannten Parameter
einer Verteilung untersucht. Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir den Ausgang eines Wiirfel-
spiels bei dem man 2€ gewinnt, wenn keine Sechs fillt und der Gegenspieler 10€ erhélt, falls eine
Sechs féllt. Nach 20 Spielen wurden folgende Ergebnisse

1]2|3[4]5]6
2[1]1]0|1]15

beim Wiirfel beobachtet. Demnach haben wir insgesamt 140€ verloren. Die zentrale Frage lautet,
ob unser Spielpartner einen fairen Wiirfel verwendet hat oder wir einfach nur viel Pech hatten. Um
diese Frage ndher zu untersuchen betrachten wir die Bernoullische Zufallsgroie X ~ Bin(1, p) mit

X, — {1 , falls im i-ten Wurf eine Sechs gewiirfelt wird

0, falls im i-ten Wurf keine Sechs gewtirfelt wird,

wobei wir aktuell keine Informationen iiber den Parameter p haben. Allerdings haben wir die kon-

20

krete Stichprobe vom Umfang n = 20 mit ¢t = >_ x; = 15 vorliegen, anhand der wir Riickschliisse
i=1

auf p ziehen mochten.

Da uns interessiert, ob tatséchlich mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt wurde, untersuchen wir die
Hypothese, dass der unbekannte Parameter p den Werte py = % annimmt und betrachten hierfir

die Summe T = . X; ~ Bin(n,p), welche die Anzahl der gewiirfelten Sechsen z&hlt. Wenn die
i=1

Hypothese Hy : p = py = % tatsdchlich gilt, dann kénnen wir einfach die Wahrscheinlichkeit

berechnen 5 .
20\ /1 5
P(T =15) = = ) =1.3252x 1078
w=19=(3) (5) (5) =ramxr0m

dass beim Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel exakt 15 mal die Sechs féllt. Diese Wahrscheinlichkeit
ist sehr klein, allerdings sprechen nicht nur genau 15 gewdiirfelte Sechsen gegen die Hypothese Hy,
sondern es wiirden natiirlich erst recht 16 oder mehr gewiirfelte Sechsen dagegen sprechen. Diese
Wahrscheinlichkeit, mit einem fairen Wiirfel solch ein Ergebnis oder sogar noch ein schlechteres zu

erhalten " . 4
20 1 7 5 20—1
P(T > 15) = = = =1.412x 1078

=15

ist sehr klein. Tatsédchlich gibt es jetzt zwei Moglichkeiten. Entweder wurde mit einem fairen Wiir-
fel gewtlirfelt und wir haben ein sehr unwahrscheinliches Ereignis beobachtet und demnach beim
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Gliicksspiel einfach Pech gehabt. Andererseits konnte unser Gegenspieler natiirlich auch einen ge-
zinkten Wirfel benutzt haben. Um dies zu veranschaulichen berechnen wir fiir den Parameter
p=p = % obige Wahrscheinlichkeit des Stichprobenergebnisses

prs - 35 () (2) ()" - osose

=15

Wiére der Wiirfel also so getrimmt, dass in fiinf von sechs Féllen eine Sechs fallt, wére obiges
Ergebnis tiberhaupt nicht mehr unwahrscheinlich oder unglaubwiirdig. Die folgenden Grafiken
veranschaulichen die beiden unterschiedlichen Verteilungen, die sich durch die Wahl von pg bezie-
hungsweise p; ergeben. In rot sind die Wahrscheinlichkeiten, dass 15 oder mehr Sechsen beobachtet
werden, dargestellt.

Verteilung von X~Bin(20,1/6) Verteilung von X~Bin(20,5/6)

015- 015~

010~ 0.10-

005- 005~ |

0.00- 0.00- I
0 0 1‘5 Zb

X X

Prinzipiell kann es also zwei Griinde fiir die sehr kleine Wahrscheinlichkeit geben. Entweder

stimmt die Hypothese Hy : p = py = % nicht, oder es ist ein sehr unwahrscheinliches Ereignis
cingetreten?} Dieses einfithrende Beispiel fithrt auf einen Binomialtest, den wir in Abschnitt

nochmals genauer besprechen werden.

Beim statistischen Testen gibt man sich allgemein vorab eine Irrtumswahrscheinlichkeit o vor und
vergleicht diese mit der Wahrscheinlichkeit des Stichprobenergebnisses, welches unter der Hypothe-
se Hy berechnet wurde. Ist diese kleiner als die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit, so vermutet
man den zweiten Grund und glaubt nicht mehr daran rein zuféllig ein sehr seltenes Ereignis be-
obachtet zu haben. Daher verwirft man die Nullhypothese und spricht in diesem Fall von einem
signifikanten Ergebnis, da die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung sich mit « abschétzen
lasst. Anderenfalls hat der Test keine Einwénde gegen die Nullhypothese, was nicht als Nachweis
dieser zu verstehen ist. Bei obigen Beispiel haben wir insgesamt 15 gewiirfelte Sechsen beobachtet
und die Wahrscheinlichkeit berechnet, mit einem fairen Wiirfel 15 oder noch mehr Sechsen
bei 20 Wiirfen zu erhalten. Werten wir also unser Beispiel mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
a = 0.05 aus, kommen wir zu dem signifikanten Schluss, dass kein fairer Wiirfel verwendet wurde.

Um allgemein die Wahrscheinlichkeiten des Stichprobenergebnisses berechnen zu kénnen, benétigt
man die Verteilung der Stichprobenfunktion. Wie auch bei den Konfidenzintervallen, ist diese be-
kannt, wenn Aussagen iiber die Parameter der Normal- oder Binomialverteilung betrachtet werden.

Bevor wir spezielle Tests ndher betrachten, wollen wir das allgemeine Vorgehen beim statisti-
schen Testen beschreiben. Ausgangspunkt stellt die sogenannte Nullhypothese Hy : F = Fy dar,
dass die unbekannte Verteilung F' der hypothetischen Verteilung F entspricht. In der parame-
trischen Statistik spezifizieren nur noch die unbekannten Parameter die hypothetische Verteilung
Fy. Ist beispielsweise das Merkmal X ~ A (u,0?) normalverteilt bei bekannter Varianz o2, so
wird Fp nur noch durch den hypothetischen Parameter o beschrieben. Bei parametrischen Tests
formuliert man die Nullhypothese daher als Aussage liber den unbekannten Parameter, also bei-
spielsweise Hy : g = po. Aus der mathematischen Stichprobe (X7, ..., X, ) berechnet man dann
eine Testgrofe T = T(X7,...,X,), welche die Unterschiede der hypothetischen Verteilung Fy zur
tatsdchlichen Verteilung F' widerspiegelt. Mit Hilfe der Verteilung der Testgrofle, die sich unter
der hypothetischen Verteilung Fj ergibt, kann die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, dass sich

22Jeder der Lotto spielt, hofft auf das Eintreten eines solch unwahrscheinlichen Ereignisses.
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unter Giltigkeit der Nullhypothese tatsichlich ein schlechteres Stichprobenergebnis ergibt, als in
der konkreten Stichprobe beobachtet t = T'(z1,...,x,) wurde. Die Berechnung dieses sogenann-
ten p-Wertes hiangt von der konkreten Fragestellung ab. Sprechen nur zu grofie Testwerte gegen
die Nullhypothese berechnet man P(T > t) und spricht in diesem Fall von einem rechtsseitigen
Test, so wie wir das bei der einfithrenden Frage, ob ein fairer Wiirfel beim Spiel verwendet wurde,
gesehen haben. Sprechen hingegen zu kleine Werte der Testgrofie T' gegen die Nullhypothese, ent-
spricht der p-Wert P(T < t) und man spricht von einem linksseitigen Test. Von einem zweiseitigen
Test spricht man hingegen, wenn sowohl zu groflie als auch zu kleine Testwerte gegen die Nullhy-
pothese sprechen. Dann berechnet man den p-Wert P(|T| > [t|) = P(T < —|t|) + P(T > |t|).
Entsprechend der konkreten Fragestellung, die immer vor der Datenanalyse und Durchfithrung der
statistischen Tests formuliert werden sollten, wird bei parametrischen Tests die Alternativhypo-
these Hy : F # Fy genauer formuliert. Bei obigen Test zum Uberpriifen, ob ein gezinkter Wiirfel
verwendet wurde, sprechen nur zu viele geworfene Sechsen fiir die Alternativhypothese. Eine hohe
beobachtete Anzahl gewiirfelter Sechsen kann einerseits rein zuféllig, durch Auftreten eines selte-
nen Ereignisses auftreten oder dadurch entstehen, dass in Wirklichkeit ein Wiirfel mit p = p; > %
verwendet wurde, so dass die Hypothesen bei diesem Beispiel die Hypotheseﬂ Hy:p=1/6 ge-
gen Hy : p > 1/6 mit dem p-Wert P(T > t) untersucht wurden. Ist dieser p-Wert, kleiner als die
vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit a, so wird die Nullhypothese Hy verworfen und es gilt der
signifikante Nachweis der Alternativhypothese Hy : F' # Fj.

Zur Berechnung des konkreten p-Wertes verwendet man spezielle Statistiksoftware, die die tiblichen
Testverteilungen implementiert hat. Die in Schulen typischerweise verwendeten Taschenrechner mit
Computeralgebrasystemen stellen ebenso wie die Software Geogebra die iiblichen Testverteilungen
zur Verfiigung. Mdchte man statistische Tests ohne Statistiksoftware nur mit Hilfe tabellierter
Quantile der Testverteilungen berechnen, konstruiert man alternativ fiir jeden Test den sogenann-
te kritischen Bereiche K™*. Dieser kritische Bereich wird je nach Hypothesen links-, rechts- oder
zweiseitig mit Hilfe der Quantile der Testverteilung derart konstruiert, dass zu gegebenen « € (0, 1)

P(T€K*)=a

gilt. Fur die konkrete Stichprobe (z1,...,2,) wird dann wiederum der konkrete Testwert ¢ =
T(z1,...,2z,) berechnet und gepriift, ob dieser im kritischen Bereich K* liegt. Falls ¢ € K* ist
dies dquivalent dazu, dass der entsprechende p-Wert des Stichprobenwertes kleiner als die Irrtums-
wahrscheinlichkeit « ist. Dies fithrt zur Ablehnung der Nullhypothese Hy und damit verbunden
dem signifikanten Nachweis der Alternativhypothese H;. Liegt hingegen ¢ ¢ K*, so hat der durch-
gefithrte Test keine Einwiinde gegen die Nullhypothese. Die Aquivalenz dieser beiden Vorgehen
verdeutlichen wir nochmals genauer in der Grafik auf Seite [A0] fiir den t-Test.

Prinzipiell untersuchen wir Thesen iiber die uns unbekannte Realitét, die entweder wahr oder falsch
sind. Da wir die Realitét jedoch nicht kennen nutzen wir den statistischen Test zur objektiven Ein-
schiatzung. Je nach p-Wert und vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit, entscheidet sich der Test
entweder fir die Alternativhypothese H; oder hat keine Einwénde gegen die Nullhypothese Hy.
Falls in Wirklichkeit tatsichlich die Nullhypothese gilt, und der Test sich auch fiir diese entschei-
det, hat der Test natiirlich die richtige Einschéatzung getroffen. Es ist allerdings auch méoglich, dass
der Test die Nullhypothese verwirft und statt dessen die Alternativhypothese H; annimmt, obwohl
in Wirklichkeit die Nullhypothese richtig ist. Diesen Fehler nennt man auch a-Fehler oder Feh-
ler 1. Art, da der Test ja so konstruiert ist, dass die Wahrscheinlichkeit dieser Fehlentscheidung
genau der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit o entspricht. Ebenso kann in Wirklichkeit na-
tirlich die Alternativhypothese H; gelten. Wenn sich der Test dann fiir die Alternativhypothese
entscheidet, hat der Test wiederum die Realitét richtig eingestuft. Gilt in Wahrheit allerdings die
Alternativhypothese und der Test entscheidet sich filschlicherweise fiir die Nullhypothese, spricht
man vom Fehler 2. Art oder g-Fehler. Die Bestimmung des §-Fehlers ist sehr viel komplizierter
und héngt mit der Power bzw. der Teststéirke eines Tests zusammen. In Abschnitt [£.3:T]auf Seite [12]
werden wir ein Beispiel fiir den rechtsseitigen Gauf3-Test illustrieren. Nach Durchfithrung eines sta-
tistischen Tests, befindet man sich entweder in der ersten oder zweiten Spalte der Tabelle [1} Da
uns die Realitdt unbekannt ist, wissen wir allerdings nicht, ob wir uns in der ersten oder zweiten
Zeile befinden. Aus diesem Grund spricht man auch nur von einem statistisch signifikanten Ergeb-
nis, wenn der Test die Nullhypothese verwirft und sich statt dessen fir die Alternativhypothese
entscheidet. Dieser Fall entspricht der zweiten Spalte und falls tatséchlich die Nullhypothese gilt,
kennt man den a-Fehler und spricht deshalb auch von einem signifikanten Nachweis der Alter-
nativhypothese. Das Wort ,signifikant® beinhaltet also immer die Moglichkeit des a-Fehlers, der
aber durch die Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o gesteuert wird. Die Nullhypothese kann man
hingegen aufgrund der Konstruktion des Tests niemals statistisch nachweisen.

23Hiufig findet man fiir einseitige Tests auch die Schreibweise Ho : p < 1/6 gegen Hj : p > 1/6 um die Komple-
mentaritdt beider Hypothesen zu verdeutlichen.
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Test entscheidet sich fiir Hy | Test entscheidet sich fir H;

Hy ist richtig v Fehler 1. Art — a-Fehler

H; ist richtig Fehler 2. Art — g-Fehler v

Tabelle 1: Entscheidungstabelle beim statistischen Testen

Das statistische Testen kann man als Analogie zu einem Gerichtsverfahren sehen, bei dem sich die
in Tabelle [2| dargestellten folgenden vier Fille ergeben.

Angeklagter unschuldig Angeklagter schuldig

Richter: Freispruch v Fehler (é Freispruch
aus Mangel an Beweisen)

Richter: Verurteilung Fehler v
(Fehlverurteilung)

Tabelle 2: Entscheidungstabelle beim

Ebenso wie beim Gerichtsverfahren ohne Zeugen ein Angeklagter niemals seine Unschuld beweisen
kann, ist es beim statistischen Testen nicht moglich, die Giiltigkeit der Nullhypothese nachzuweisen.

In einem Schultyp miissen durchschnittlich 8% der Schiiler das Schuljahr wiederholen. Die
Schulbehérde trifft einige MafBnahmen zur individuellen Férderung leistungsschwacher Schii-
ler und méchte den Erfolg dieser Mafinahme durch einen statistischen Test tiberpriifen. Dazu
ist geplant 150 Schiiler repréasentativ auszuwéhlen und zu beobachten. Ermitteln Sie den
Kritischen Bereich K* dieses Tests und erkldren Sie seine Bedeutung in diesem Zusammen-

hang.
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Es ist bekannt, dass 35% aller Personen, die ein Fahrzeug lenken, ohne Freisprecheinrichtung
telefonieren. Nachdem die Polizei durch Aufkldarungskampagnen und verstarkte Kontrollen
versucht hat diese Situation zu verbessern, werden 780 Personen kontrolliert. 240 von ihnen
telefonierten nach wie vor ohne Freisprecheinrichtung mit dem Handy beim Fahren. Die
Verantwortlichen behaupten nun, dass diese Mafnahmen wirksam waren.

(a) Erkldren Sie, warum und auf welche Art dieser Test versagen kann.

(b) Geben Sie die Nullhypothese, die Gegenhypothese, die Testgrofie und deren Verteilung
sowie den kritischen Bereich an und entscheiden Sie, ob es sich um einen links- oder
rechtsseitigen Test handelt.

[7

Eine Maschine produziert Werkstiicke mit einem Ausschussanteil von 8%. Ein statistischer
Test soll tiberpriifen, ob dieser Anteil gréfBer geworden ist. Man untersucht dazu 50 Werk-
stiicke, von denen maximal 6 schadhaft sein diirfen.

(a) Beschreiben Sie diesen Test und formulieren Sie die Hypothesen.

(b) Wie sieht der kritische Bereich aus und was bedeutet er?

[1

Eine Maschine stanzt Werkstiicke in groflen Serien. Der Hersteller der Maschine behauptet,
dass der Ausschussanteil 5% betréagt. Der potentielle Kaufer einer Maschine glaubt ihm nur,
wenn bei einer Probeserie von 180 Stiick nicht mehr als 10 schadhafte Werkstiicke auftreten.
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Um welchen Test handelt es sich? Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, falschlicherweise
die Maschine nicht zu kaufen.
EE|

Ein Nachhilfeinstitut wirbt mit der Aussage, dass 95% der von ihnen betreuten Schiiler
die Abschlusspriifung schaffen. Mit welchem Parametertest kann man diese Behauptung
untersuchen? Formulieren Sie die passenden Hypothesen. Was bedeutet es aus Sicht der
Kunden, wenn die Fehler 1. Art oder 2. Art méglichst klein sind?
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Frau Miiller glaubt, dass in ihrer Klasse mit 25 Schiilern die Mathematikhausaufgaben zu
80% ordnungsgeméfl durchgefiihrt werden. Ein Kollege zweifelt und glaubt ihr nur, wenn
bei der néchsten Kontrolle der gesamten Klasse mindestens 17 Hefte in Ordnung sind. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Frau Miiller widerlegt wird, obwohl ihre Annahme
richtig ist?

53

4.3.1 GauB-Test zur Uberpriifung des Erwartungswertes der Normalverteilung bei
bekannter Varianz

Bei einem einfachen zweiseitigen Test iiber den unbekannten Parameter p = pg des normalverteil-
ten Merkmals X ~ N (u,0?) bei bekannter Varianz o2 werden die Hypothesen Hy : u = g gegen
Hy : p # po dberpriift. Als Stichprobengréfie betrachtet man das standardisierte arithmetische
Mittel. Unter der Nullhypothese ist das arithmetische Mittel X ~ N (uo, %2) und daher

X —
T — Ko

\/ﬁNN(O,l)

g

standardnormalverteilt. Aus diesem Grund wird dieser Test auch als GauB-Test bezeichnet?4]
Wenn die Nullhypothese Hy tatsdchlich gilt, streuen die Werte des Stichprobenmittels X um puo
und die Werte der Testgrofle T um die Null. Ist hingegen die Alternativhypothese wahr, wird das
Stichprobenmittel stark von py abweichen. Daher sprechen sowohl zu grofle, als auch zu kleine
Werte der Testgroe gegen die Nullhypothese.

Somit kann einerseits fiir den konkreten Stichprobentestwert ¢ = E_%\/ﬁ der konkreten Stichprobe
T1,...,%y der p-Wert
p=P(T| > [t]) = P(T > |t]) + P(T" < —[t])

berechnet werden. Alternativ konstruiert man den zweiseitigen kritischen Bereich
K* = (—00,—21-¢) N (21-g,0),
dhnlich wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen, mit Hilfe der Sigma-Intervalle, wegen
l—a=P(T ¢K") = P(—zl_% <T< zl_%).

Der kritische Bereich entspricht somit dem Ablehnungsbereich der Nullhypothese und dessen Kom-
plement dem Annahmebereich, wie in der folgende Abbildung dargestellt.

24Haufig wird das standardisierte Mittel mit Z bezeichnet, so dass wegen Z = T = %\/ﬁ ~ N(0,1) dieser
Test auch Z-Test genannt wird.
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—Z1-g R1-g

keine Einwénde gegen H)

Ist der p-Wert kleiner als die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit o wird die Nullhypothese
abgelehnt. Dieser Fall ist dquivalent dazu, dass ¢ € K*, d.h. der konkrete Testwert sich im kri-
tischen Bereich befindet. Die beiden folgenden Grafiken illustrieren die Aquivalenz zwischen der
Auswertung des p-Wertes und dem Vergleich, ob sich die konkrete Testgrofie im kritischen Bereich
befindet, fir einen zweiseitigen Test. Dabei sind die Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05 und der
damit verbundene kritische Bereich K* = (—o0, —z) U (z,00) rot und der p-Wert P(|T| > [t]) =
P(T > |t|) + P(T < —[t|) in blau dargestellt. Die linke Grafik entspricht dem Fall ¢ ¢ K*. Es
ist leicht erkennbar, dass der p-Wert gréfler als die Irrtumswahrscheinlichkeit ist und somit der
Test keine Einwénde gegen die Nullhypothese duflert. Der Fall ¢ € K* ist in der rechten Grafik
dargestellt, der aquivalent dazu ist, dass der p-Wert kleiner als die Irrtumswahrscheinlichkeit ist.

Dichte der Testgrée T~N(0,1) Dichte der TestgrRe T~N(0,1)

0.4~ 0.4~

0.1- 0.1-

Bei einseitigen Tests ist man nur an einseitigen Fragestellungen interessiert. Dies wirkt sich auf die
Konstruktion des kritischen Bereichs bzw. die Berechnung des p-Wertes aus. Wird beispielsweise
die Nullhypothese Hy : u = po gegen die Alternativhypothese Hy : u > po untersucht, sprechen
wegen X,, — jo > 0 nur zu groBe Werte der Testgrofie gegen die Nullhypothes und der kritische
Bereich K* ={t € R: t > z1_4} = (21—a, 00) konzentriert sich wegen

P(T>2z1-4)=1-®(z1-0q)=1-(1-0a)=«

auf die rechte Seite, so dass man auch von rechtsseitigen Tests spricht. Demnach wird bei einem
linksseitigen Test die Nullhypothes@ Hy : p = po gegen die Alternativhypothese Hy @ u < g

25Die Nullhypothese des rechtsseitigen Tests wird auch haufig Ho : pu < po anstatt Ho : p = po formuliert. Hiermit
wird die Komplementaritdt der Alternativhypothese zur Nullhypothese besser verdeutlicht. Allerdings wird der p-
Wert immer mit der hypothetischen Verteilung X ~ N (p0,02) berechnet und die Darstellung Ho : pu < po kann
man als eine Reihe von Tests mit Nullhypothese Hp : p = fip mit fip < po und damit verbundener Hypothetischer
Verteilungen X ~ N (fig, 02) auffassen. Aus Monotoniegriinden dominiert allerdings der Test mit Ho : u = po diese
Reihe.

26 Anstatt Ho : p = po wird die Nullhypothese des linksseitigen Tests, analog zum rechtsseitigen Test, hiufig
mittels der Ungleichung Hop : p > po formuliert.
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untersucht. Folglich sprechen wegen X, — ug < 0 nur zu kleine Werte der Testgréfle gegen die
Nullhypothese Hy und wegen
P(T < zq)=%(204) =«

konzentriert sich der kritische Bereich
Kr={teR:t<zy}={teR: t<—z1_4}=(—00,—21-4)

auf die linke Seite der Verteilung.

Um zu kontrollieren, ob das Abfiillgewicht einer 100g Tafel Schokolade tatsédchlich zu gering
ist, wurde die Stichprobe

(100, 97, 101, 96, 98, 102, 96, 100, 101, 98)

erhoben. Aus dieser ergeben sich das Stichprobenmittel T = 98.9 und Standardabweichung
s = 2.183. Unter der Annahme X ~ N (u,2?) untersuchen wir bei 5%-iger Irrtumswahr-
scheinlichkeit die Nullhypothese Hy : p > 100 = pg gegen die Alternativhypothese
Hy @ p <100 = po, da wir letztere statistisch nachweisen wollen. Fiir die konkrete Testgréfie
ergibt sich t = /n*=te = /10222190 — _1.739. Fiir o = 0.05 berechnen wir das Quantil
der Standardnormalverteilung z, = —z1_o = —20.95 = —1.645 und erhalten den kritischen
Bereich K* = {t e R: t < —1.645} = (—o0, —1.645). Da der Testwert t = —1.739 € K*
im kritischen Bereich liegt, lehnen wir die Nullhypothese Hy ab und haben somit den signi-
fikanten Nachweis der Alternativhypothese H;. Diese besagt, dass das Abfiillgewicht der
Schokoladentafeln bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% signifikant kleiner als 100g
ist. Die Berechnung des p-Wertes

p=P(T <t)=P(T < —1.739) = ®(—1.739) = 0.041 < 0.05 = a

hétte ebenso zur Verwerfung der Nullhypothese gefiihrt.

Hiétten wir bei obiger Fragestellung statt dessen den rechtsseitigen Test mit den Hypo-
thesen Hy : pu < po = 100 gegen Hi : g > po = 100 betrachtet, wiirde bei selber
Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05 wegen t = —1.739 ¢ K* = (1.645, oco) gelten. Somit
hétte der Test keine Einwédnde gegen die Nullhypothese, dass das Abfiillgewicht weniger als
100g betragt. Dies ist allerdings keine signifikante Aussage und daher weniger wertvoll. Aus
diesem Grunde sollte man die bei einseitigen Parametertests immer die Aussage, die man
gerne statistisch nachweisen méchte, die Alternativhypothese entsprechend dieser Aussage
wéhlen.

Abbildung [9 zeigt die Durchfiihrung des GauB-Tests mittels Geogebra.

Bevor im néchsten Abschnitt das Vorgehen beim Testen von Hypothesen iiber den Erwartungs-
wert p1 = EX des normalverteilten Merkmals X ~ A(p,0?) im Falle der unbekannten Varianz
Var(X) = o2 besprechen, wollen wir nochmals kurz die Wahrscheinlichkeiten der Fehlentscheidun-
gen beim parametrischen Testen, wie wir sie auf Seite [37] besprochen haben, grafisch veranschau-
lichen. Hierfiir betrachten wir den rechtsseitigen Test mit den Hypothesen Hy : u = po gegen
Hy : pu > po. Unter der Nullhypothese ist das Stichprobenmittel X ~ A (uo, %2) Um den Feh-
ler 2. Art berechnen zu konnen, bendtigt man allerdings einen konkreten Parameter p;, so dass
unter der Alternativhypothese X ~ N (p1, %2) gilt. Dann konnen wir auch die Wahrscheinlichkeit
P(T € K*|H;) berechnen, dass die Nullhypothese nicht verworfen wird, obwohl in Wirklichkeit die
Alternativhypothese H; gilt. In der folgenden Grafik ist der a-Fehler rot und der -Fehler unter
dem hypothetischen Parameter p; der Alternativhypothese blau dargestellt.
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€7 Probability - GeoGebra

Distribution

Z Test of a Mean

Null Hypothesis p= 100

Alternative Hypothesis
Sample
Mean 98.9
o 2
N 10

Result

Z Test of a Mean

Mean 98.9

c 2

SE 0.6325
N 10

4 -1.7393
P 0.041

Statistics

I

o .

o - > #

Abbildung 9: Durchfiihrung eines Gauf-Tests mit Geogebra

Fehler beim rechtsseitigen GauR—Test

0.25-

0.20-

0.15-

0.10-

0.05-

0.00-

i i
mu0 z mul

Die Differenz zwischen den beiden hypothetischen Mittelwerten py und @1 nennt man auch Effekt.
Ist dieser Effekt also sehr klein, liegen g und g1 sehr nah beieinander und der Test hat Schwierig-
keiten klar zwischen Hy und H; zu trennen. Entsprechend ist der S-Fehler in diesem Fall sehr grof,
wie die folgende rechte Grafik zeigt. Fiir sehr grofle Effekte liegen hingegen ug und pq sehr weit
auseinander und der Test kann klar zwischen Hy und H; trennen. Die linke Grafik verdeutlicht,
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dass in diesem Fall der blau eingefdrbte -Fehler sehr klein wird.
groRer Effekt kleiner Effekt

025- 025~
020~ 020~
015- 015~
010~ 0.10-
005~ 005~

0.00- 0.00-

Mit der letzten Grafik wird auch verstdndlich, dass sich die Wahl von der Irrtumswahrscheinlichkeit
« automatisch auf den [S-Fehler niederschlégt. Verringert man «, um eine félschliche Ablehnung
der Nullhypothese zu vermeiden, wéchst dadurch der Fehler 2. Art, wie in der letzten Grafik
veranschaulicht.

5% Irrtumswahrscheinlichkeit 1% Irrtumswahrscheinlichkeit

0.25- 0.25-

0.20- 0.20-

4.3.2 t-Tests zur Uberpriifung des Erwartungswertes der Normalverteilung bei un-
bekannter Varianz

Ist der Parameter o unbekannt, wird die unbekannte Varianz o2 durch die empirische Stichpro-

A n [—
benvarianz 5% = —15 > (X; — X)? ersetzt. Damit erhélt man die Testgrofie
i=1

X —
T = gﬂo\/ﬁ’

die einer t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden geniigt und spricht daher auch von einem t-Test.
Die Konstruktion des kritischen Bereichs K* = {t eER: |t > tn—l,l—%} oder die Berechnung des
p-Wertes p = P(|T| > |t|) basieren statt der Standardnormalverteilung nun auf der t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden. Das Vorgehen unterscheidet sich allerdings nicht zum Gaufl-Test. Die
folgenden beiden Grafiken illustrieren die Ahnlichkeit der beiden Testverteilungen in Abhéngigkeit
von der Stichprobengréfie n fiir « = 0.05. In der linken Grafik ist deutlich zu erkennen, dass der rot
dargestellte Verwerfungsbereich der Nullhypothese des t-Tests fiir kleine Stichproben aufgrund der
zusitzlichen Unsicherheit durch die Unkenntnis der Varianz o2 sich im Vergleich zum GauB-Test
verkleinert, da die t-Verteilung im Vergleich zur Standardnormalverteilung breitere Rdnder besitzt.
Fiir n = 30 ist die Schitzung von o2 aus den Daten allerdings schon deutlich zuverlissiger, so dass
sich der Verwerfungsbereich des t-Tests entsprechend nur noch geringfiigic von dem des Gauf-
Tests unterscheidet, wie in der rechten Grafik zu sehen ist. Ein Grund hierfiir ist sicherlich in der
Tatsache zu sehen, dass sich fiir n > 30 die t-Verteilung kaum von der Standardnormalverteilung
unterscheidet und folglich auch die entsprechenden Quantile sehr nahe beieinander liegen.

43



€2 Probability - GeoGebra

5

Distribution | Statistics
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T Test of a Mean v

Null Hypothesis p= 1000
Alternative Hypothesis < > o -
Sample
Mean 999.3
s 1.975
N 10

Result

T Test of a Mean

Mean 999.3
s 1.975
SE 0.6245

10
df 9
t -1.1208
P 0.2914

Abbildung 10: Durchfithrung eines t-Tests mit Geogebra

n=10 n=30

TestgroRe TestgroRe
— T-N(©1)

— T-t(n-1)

— T-NO)
— T-t(n-1)

Bei der Messung einer 1 km lange Referenzstrecke wurden mit dem neuen Testgerét die
folgenden Werte (in Meter) ermittelt

(998.0, 1001.0, 1003.0, 1000.5, 999.0, 997.5, 1000.0, 999.5, 996.0, 998.5).

Daraus ergeben sich die empirischen KenngréBen T = 999.3 (m), s> = 3.9(m?) und
s = 1.975(m). Unter der Annahme, dass die ,gemessene Léinge“ X ~ N(u,0?) ei-
ner Normalverteilung folgt, wollen wir mit 5%—iger Irrtumswahrscheinlichkeit untersu-
chen, ob das Messgerdt im Mittel richtig misst. Hierfiir stellen wir die Nullhypothese
Hy : p = po = 1000 (m) gegen die zweiseitige Alternativhypothese Hy : u # o auf, da
sowohl zu kleine als auch zu grole Messwerte unerwiinscht sind. Typischerweise ist uns die
Varianz 0% unbekannt, so dass wir einen zweiseitigen t-Test mit kritischen Bereich

K* = {t : ‘t| > tn,1’1,% = 19,0975 = 2262} = (—OO7 —2262) @] (2262, OO)
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durchfiihren. Aus den Stichprobenwerten berechnen wir den konkreten Testwert

3—-1
\/1»999 3 — 1000

=-112¢ K*.
1.975 ?

t:T(f‘Clw"ale):\/ﬁx;uo =

Da dieser nicht im kritischen Bereich liegt, hat der Test bei einer Irrtumswahrscheinlich-
keit von 5% keine Einwéande gegen die Behauptung, dass das Messgerét im Mittel korrekt
arbeitef®

®Analog gilt fiir den zweiseitigen p-Wert p = P(|T| > |t|]) = P(T < —1.12) + P(T > 1.12) = 0.2917 >
0.05 = «. Diesen kann man auch mittels Geogebra einfach berechnen, wie Abbildung zeigt.

Zum Abschluss dieses Abschnittes sei vermerkt, dass es natiirlich auch Tests und Konfidenzin-
tervalle fiir die Varianz o2 des normalverteilten Merkmals X ~ N(u,0?) gibt. Die zugehérigen
TestgroBen flihren auf die Chiquadratverteilung, sollen aber hier nicht weiter besprochen werden.

4.3.3 Binomialtest fiir den Parameter p der Binomialverteilung

Um Hypothesen tiber den Parameter p des Merkmals X ~ Bin(m,p) mittels der Stichprobe
(X1,...,X5) zu untersuchen, wird wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen die bino-
mialverteilte Testgrofle

n
T = Z X, ~ Bin(nm, p)

i=1
betrachtet. Bei dem einfiihrende Beispiel auf Seite 35 sind wir der Frage nachgegangen, ob unserer
Gegenspieler einen fairen oder gezinkten Wiirfel verwendet hat. Nach 20 Wiirfen wurden insgesamt
15 Sechsen registriert, so dass wir sehr viel Geld bei diesem Gliicksspiel verloren haben. Auch
wenn bisher noch nicht erwahnt, haben wir letztendlich einen rechtsseitigen Binomialtest mit den
Hypothesen Hy : p = 1/6 gegen Hy : p > 1/6 durchgefiihrt. Der p-Wert berechnet sich fiir den

n

konkreten Wert ¢t = 3 x; mittels
i=1

nm

PT=1)=3, (n,:n>p’8(1 —po)"" ",

k=t

Das prinzipielle Vorgehen bei Binomialtests entspricht der in Abschnitt [£.3]beschriebenen Methode.
Ebenso die Konstruktion des kritischen Bereiches. Da die Testverteilung hier aber diskret und
nicht stetig ist, ergeben sich, wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen, Schwierigkeiten
die Quantile zu bestimmen. Wird beispielsweise die einseitige Hypothese Hy : p = pg gegen
H, : p > pg untersucht, sprechen zu grofle Werte von T' gegen die Nullhypothese, so dass der
kritische Bereichs mit Hilfe des Quantils k1_o € {0,1,2,...,n}, mit

P(T<k_o)>l-a & PT>k_)<a

gebildet wird. Fiir grole Stichprobenumfiange n oder grofle Parameter m kann die Normalapproxi-
mation T' = N (nmpg, nmpo(1—py)) des Grenzwertsatzes von Moivre und Laplace genutzt werden,
so dass dann die Quantile des kritischen Bereiches auf den Standardnormalverteilungsquantilen
basieren. Hierzu betrachtet man die standardisierte Testgrofie

T_ -
Z = NP P Po Vnm = N(0,1)

V/rmpo(1 — po) Po(1 —po)

und konstruiert analog zum Gauf-Test den kritischen Bereich. Fiir den rechtsseitigen Test gilt
beispielsweise o = P(Z > z1_4), so dass wir daraus den kritischen Bereich

K*={t: t>z1_aV/nmpo(l — py) + nmpy}

fiir die Testgrofle T ableiten kénnen.

Von einem Studenten wurde erwartet, dass er 80% eines bestimmten Wissensgebietes be-
herrscht. Bei einer Priifung, in der ihm 20 voneinander unabhéngige und gleich schwere
Fragen gestellt wurden, konnte er allerdings nur 13 Fragen richtig beantworten.
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Widerspricht dieses Priifungsergebnis bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit o =
0.05 der Anfangserwartung?
Gilt die getroffene Aussage auch dann, wenn unter gleichen Bedingungen von 40 Fragen 26
richtig beantwortet werden?

59

Ubergewicht ist bekanntlich ein Risikofaktor fiir die Gesundheit. Nach einer ilteren Studie
sind 15% der Bevolkerung davon betroffen. Bei einer neuen Studie wurden 500 Personen
untersucht, von denen 430 normalgewichtig waren. Kann man aufgrund dieser Untersuchung
darauf schliefen, dass sich der Anteil Ubergewichtiger verringert hat?

59

Im letzten Jahr hatte die Computerfirma ,Digitoll“ eine Marktanteil von 11%. Nach einer
Werbekampagne mdchte der Manager wissen, ob zusatzliche Marktanteile gewonnen wur-
den. Hierzu wurden 300 Personen befragt, die im letzten Monat einen Computer gekauft
haben. Darunter haben sich 40 fiir das Modell von ,Digitoll“ entschieden. Entscheiden Sie
mit einem statistischen Test, ob die Marketingkampagne erfolgreich war.

[

Ein Unternehmen weif3, dass seine Produkte im vergangenen Geschéftsjahr einen Bekannt-
heitsgrad von 40% hatten. Bei einer Umfrage im aktuellen Geschéaftsjahr kannten von 478
Personen nur 182 die Produkte des Unternehmens. Darauthin diskutiert die Unternehmens-
leitung das Werbebudget zu erh6hen. Beraten Sie das Management mit Hilfe eines Para-
metertests mit 5% Irrtumswahrscheinlichkeit.

[

Der Anteil der Personen, die ein Handy besitzen, betragt 80%. Eine repréasentative Stich-
probe ergibt, dass von 420 befragten Akademikern 350 ein Handy besitzen. Daher vermutet
man, dass in der Gruppe der Personen mit Hochschulabschluss der Anteil der Handybesit-
zer tiber 80% liegt. Erkléiren Sie, um welchen Test es sich handelt und fiihren Sie diesen mit
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% aus.

[]

4.3.4 Tests fiir den Erwartungswert beliebiger Verteilungen

Allgemein konnen fiir grofle Stichprobenumféange n Aussagen iiber den unbekannten Erwartungs-
wert © = EX Hypothesen untersucht werden, da nach dem Zentralen Grenzwertsatz das arithme-
tische Mittel ndherungsweise normalverteilt

- Y xan(n?
_’I’L_ [ Han

ist. Somit kénnen je nach Kenntnis iiber die Varianz o der GauB-Test oder t-Test fiir beliebig
verteilte Zufallsvariablen X durchgefiihrt werden.
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5 Gemischte Aufgaben

Die Masse der Packungen des Waschmittels ,Riesenweifl“ sei normalverteilt mit Erwar-
tungswert 3200 Gramm und Standardabweichung 100 Gramm.
(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung weniger als 3150 Gramm
Masse besitzt.
(b) Der Produzent méchte garantieren, dass héchsten 9% aller Packungen um mehr als ¢
Gramm vom Erwartungswert abweichen. Wie muss ¢ gewéahlt werden?
(c) Der Produzent mdchte eine neue Abfiillmaschine kaufen, um sicherzustellen, dass bei
unverénderten Erwartungswert héchsten 4% aller Packungen eine Masse von mehr als
3350 Gramm besitzen. Welche Standardabweichung muss die neue Maschine haben?

[1

Analysieren Sie die folgenden Fragestellungen mit Hilfe geeigneter statistischer Testverfah-
ren. Als Irrtumswahrscheinlichkeit soll « = 0.05 gewéahlt werden.

(a) In einer Umfrage wéihrend einer Vorlesung gaben 55% der ménnlichen Studenten an,
dass Sie in Sport die Note sehr gut hatten. Von 104 weiblichen Studenten hatten 35 die
Note sehr gut. Léasst sich statistisch absichern, dass der Anteil unter den weiblichen
Studenten mit der Note sehr gut kleiner als 55% ist?

(b) Was andert sich in (a), wenn 52 von 104 weiblichen Studenten angaben, in Sport die
Note sehr gut erhalten zu haben?

(c¢) In der letzten Klausur hatten 47% der méannlichen Studenten die Note gut oder sehr
gut. Bei den weiblichen Studenten waren es 64 von 106. Lésst sich statistisch absichern,
dass der Anteil unter den weiblichen Studenten mit der Note gut oder sehr gut gréBer
als 47% ist?

(d) In Deutsch hatten 50% der ménnlichen Studenten die Note gut oder sehr gut. Bei
den weiblichen Studenten 68 von 106. Lésst sich statistisch absichern, dass der Anteil
unter den weiblichen Studenten mit der Note gut oder sehr gut verschieden von 50%

ist?
(4

Eine Fahrschule behauptet, dass 25% aller Fahrschiiler beim ersten Versuch durch die Fahr-
priifung fallen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei 25%-tiger Durchfallquote
dann bei einer Gruppe von 50 Fahrschiilern

(a) hochstens 14 durchfallen,

(b) genau 37 durchkommen,

(c) héchsten 18 und mindestens 8 durchfallen.

(d) Wie gro8 ist die Irrtumswahrscheinlichkeit «, wenn obige Hypothese anhand von 50
zuféllig ausgewahlten Fahrschiilern getestet wird? Die Hypothese wird dabei verwor-
fen, wenn mehr als 16 Personen durchfallen.

[
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6 Losungen

25 5

o X diskret = Verteilungsfunktion F' mit F(x) = P(X <z) = Z P(X =k)
o Wertebereich: W ={0,1,2,...} = fiirallea,b e Z gilt X € (a b) =X e [a+1 b—1]
(a) PA< X <8) = P(3< X <8) = F(8) — F(3) denn P(4 < X < 8) = 3 P(X —
k=4

8 3

D= kz::O P(X <zx)-— kgoP(X <z)=F(@8)—F(3)
(b)) P2<X<5)=P1l<X<4)=F4)-F(Q1)= f:P(X—k)
k=2
(c) PA<X<T7)=PA<X<6)=F(6)—F4) = ZG:P(X:k)
k=5
(d) P1<X<8)=P0<X<T7)=F(7)—-F(0) = iP(X:k')
o Folgerung: allgemein gilt P(a < X <b) = (b)—]]*i?é) Pla<X <b)=F(@0b)—F(a—
1), Pla<X <b)=Fb-1)—F(a) und Pa< X <b)=F(b—-1)—F(a—1)
282 5
1. Firz <0 gilt F'(z) =0 = f(z) und fiir v > 0 gilt F'(z) = ... = £e~%/2. Man kénnte

natiirlich auch die Dichte partiell integrieren und erhélt dann fiir x > 0

- —t/2 t/2 —t/2
/f /te dt = 4([2t6 ]4—2/6 dt)

u v’/ 0
1

=3 (—21’67:”/2 — (272 4 2)) =1-(1+ g)eﬂ”/2 = F(x)
2. e exakt: P(X < 2) = F(2) = 0.2642, grafische Losung:

f(z) F(z)

0.2 : 1
0.18
0.16
0.14
0.12

0.1 0.5
0.08
0.06 0.26-
0.04

0.02

0 ———— 0 b
0246 8101214161820 * 0246 8101214161820 *
o exakt: P(X > 5 = 1 — F(5) = 0.2873, grafische Losung:
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f(z) F(z)
0.2 : 1
0.18
0.16
0.14 0.71 f&im. =
0.12 |
0.1 0.5

0.08 |
0.06 |
0.04 :
0.02 }

T

0 0 F¥— T
0246 8101214161820 * 0246 8101214161820 %

0.04
0.02

o exakt: P2 < X < 5) = F(5) — F(2) = 0.4485, grafische Losung:

f(x) F(x)

0.2 : 1

0.18

0.16

0.14 0.71 ===

0.12 |

0.1 0.5 11045

0.08 5

006 0.26 |

i
!
!
I
I
1
|

0 T —— 0 e
0246 8101214161820 * 0246 8101214161820 *

3. Interpretation am Beispiel p = 0.25: Die Fragestellung verlangt die Berechnung
des q-Quantils. Das 25%-Quantil der Zufallsvariablen X betragt 1.92. Fiir x muss der
Wert 1.92 gewdhlt werden, damit P(X < x) = 0.25 gilt, d. h., es gilt P(X < 1.92) =
0.25.

F(z)
1

0.75 F----
0.51--

0.25 -

o
61+ --==
v'8<44447444444

grafische Lésung:

253 10

o ZufallsgroBe X £ Anzahl der Haushalte mit mind. 2 Geréten
e X ~Bin(n =12,p = 1/4) VgEl' Ereignis A £ Haushalt hat mind. 2 Fernsehgeréte mit
P(A)=p=14

|1 Ereignis A tritt in i-ten Versuch ein, d.h. i-te H. mind. 2 Fernseher
‘o Ereignis A tritt nicht ein in i-ten Versuch, d.h. i-te H. max. 1 Fernseher
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falls X; (i =1,...,n) unabhdngig, gilt X = > X; ~ Bin(n,p), da X; ~ Bin(1, p)
i=1
(a) hochstens die Halfte der Haushalte maximal ein Fernsehgerét besitzt: P(Y < 6) =

2 12 1\k /3\12—k
PX>6)=3% () (3) (3) " " =0.05440223
k=6

(b) mindestens die Halfte der Haushalte mehr als ein Fernsehgerit besitzt: (siehe a)
P(X >6) = P(Y < 6) = 0.05440223

(c) weniger als zwei Drittel der Haushalte maximal ein Fernsehgerdt besitzt: P(Y < 8) =
P(X >4)=1-P(X <4)=1— F(4) = 0.1576437

(d) hochstens zwei Haushalte mehr als ein Fernsehgerat besitzen: P(X < 2) = 0.390675 =
P(Y > 10)

n
aMit YV; =1 — X; ~ Bin(1,1 — p) gilt fir Y = Z Y; = n— X ~ Bin(n,1 — p) zdhlt die Anzahl der
i=1
Hausahlte mit hochstens einem Gerét.

2 =]

o ZufallsgroBe X £ Anzahl der richtig beantworteten Fragen beim MC Test mit 30
Aufgaben (mit jeweils einer richtigen Auswahl von fiinf)
e X ~ Bin(n = 30,p = 1/5) da alle MC-Antworten unabhéngig voneinander und zuféllig
beantwortet werden .
(a) P(X>5)=1-P(X <5)=1-3% (¥) (})" ()" " =0572
k=0
10

(b) P(4 < X < 10) = P(3 < X < 10) = F(10) — F3) = 3. (3 (1)* (#)*7" =
0.9744 — 0.1227 = 0.8517 . k=4
(c) PX<3)=P(X<2)=F2)=3 (¥ (%)k (%)3071@ S

(d) P(X =6)=(¥) (§)" (3)" = 01795

285 =]

Zufallsgréfie X £ Anzahl schadhafter Kondensatoren

o Verteilung: X ~ Bin(n = 50,p = 0.15)

e EX = np = 7.5 £ im Mittel sind 7.5 von 50 Kondensatoren schadhaft. Genauer:
wiirden wir sehr oft 50 Kondensatoren der Lieferung entnehmer(”]

e Var(X) = np(1 — p) = 6.375 £ beschreibt Schwankung

%Streng genommen missten wir jeden Kondensator nach der Untersuchung wieder zuriicklegen, so dass
theoretisch ein Kondensator mehrfach untersucht werden kénnte. Andernfalls liegt kein Versuchsaufbau
wie beim Galtonbrett vor, bei dem jeder einzeln unteruschte Kondensator, unabhangig von den Untersu-
cheungen der restlichen Kondensatoren, mit der Wahrscheinlichkeit p = 0.15 defekt ist. Dann wiirde eine
hypergeometrische Verteilung vorliegen. Der Erwartungswert dieser hypergeometrischen Verteilung ware
aber identisch zur Binomialverteilung. Nur die Varianz wiirde sich im Vergleich zur Binomialverteilung
verkleinern. Fiir sehr grofie Liefrungen wéare der Unterschied zwischen beiden Verteilungen tibrigens kaum
spiirbar.
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7] T Te)
0.36 0.36 0.36
0.32 0.32 0.32
0.28 0.28 0.28
0.24 0.24 0.24
0.2 0.2 0.2
0.16 0.16 0.16
0.12 0.12 0.12
0.08 0.08 0.08
0.04 0.04 0.04
0 0 0
-3-2-10 1 2 37 -3-2-10 1 2 37 -3-2-10 1 2 37
(a) P(-2 < Z < 1) = (c) P(-1 < Z < 1) = (e) P(Z > —1) = 1 —
O(1) — ¢(—2) = 0.8185946 29(1) — 1 = 0.6826895 O(—1) = (1) = 0.8413447
7] T2 7]
0.36 0.36 0.36
0.32 0.32 0.32
0.28 0.28 0.28
0.24 0.24 0.24
0.2 0.2 0.2
0.16 0.16 0.16
0.12 0.12 0.12
0.08 0.08 0.08
0.04 0.04 0.04
0 0 0
-3-2-10 1 2 37 -3-2-10 1 2 37 -3-2-10 1 2 37
(b) P(-1 < Z < 2) = (d) P(-2 < Z < 2) = ) PZ>1)=1-9(1) =
D(2) — ¢(—1) = 0.8185946 29(2) — 1 = 0.9544997 ®(—1) = 0.1586553
Nebenrechnungen:
(a) P(—2< Z <1)=®(1) — $(—2) = 0.8413447 — 0.02275013 = 0.8185946
(b) P(-1<Z <2)=®(2) — ®(—1) = 0.9772499 — 0.1586553 = 0.8185946
(c) P(-1< Z<1)=®(1) = P(—1) =2P(1) — 1 = 2-0.8413447 — 1 = 0.6826895
(d) P(—2<Z <2)=®(2) — ®(—2) =29(2) — 1 =2-0.9772499 — 1 = 0.9544997
(e) P(Z>—-1)=1—-®(—1) = (1) = 0.8413447
(f) P(Z>1)=1—-®(1) = &(—1) = 0.1586553

o ZufallsgroBe X £ 1Q, X ~ N (u = 100,02 = 15?)

(a) gesucht € R mit P(X > x) = 0.02 & F(z) = P(X < z) = &%) = 0.98
= &71(0.98) = 2.053749 = 1% = z = 130.8062

(b) Gesucht ist k € Ry mit P(u—ko < X < p+ko) = P(—k < X8 < +k) = 20(k)—1 =
0.8 = k= ®71(0.9) = 1.281552 und somit y — ko, u + ko] = [80.77673, 119.22327]
(siehe auch Sigma-Regel der Normalverteilung fiir 1 — « = 0.8 — siehe Beispiel auf
Seite

(c) gesucht z € R mit P(X > z) = 0.85 & F(z) = P(X < z) = ®(£5132) = 0.15
= ®71(0.15) = —1.036433 = 2% = 7 = 84.4535

258 16

o ZufallsgroBe X = Punktanzahl beim Test, X ~ N(u = 80,0% = 12?)
(a) gesucht x € R mit P(X > z) = 0.1 & F(z) = P(X < z) = ®(21%) = 09 =
®71(0.9) = 1.281552 = 2780 = z = 95.37862
(b) Gesucht ist k € Ry mit P(u—ko < X < p+ko) = P(—k < X < +k) = 20(k)—1 =
0.95 = k = ®~1(0.975) = 1.959964 und somit p — ko, ju+ ko] = [56.48043, 103.51957]
(siehe auch Sigma-Regel der Normalverteilung fiir 1 — o = 0.95 — siehe Beispiel

aufSeite
(c) gesucht z € R mit P(X > z) = 0.95 & F(z) = P(X < z) = &(28%) = 0.05
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(d)

(a)

(b)

(¢)

(a)

(b)

= ®71(0.05) = —1.644854 = 280 = 2 = 60.26176

gesucht x € R mit P(X > z) = 520 = 0.02 & F(z) = P(X < 2) = ®(*3Y) = 0.98

= ©1(0.98) =2.053749 = 2389 = = = 104.645

3.1 20

Zufallsgrofe X £ Anzahl der 5er und 6Ger
X ~ Bin(n,p = 1/3) mit (a) n =42, (b) n =72 und (c¢) n = 114

f ot N T v
gesucht: P(X e [u—o,pn+o))= > (HE) (3)" "=

n=42 = EX = 14, 0 = \/var(X) = 3.055050 = P(p —o0 < X < p+0) = P(11 <
X <17)=P(10 < X <17) = F(17) — F(10) = 0.7486701

Normalapproxiamtion X =~ N(14,9.333333) = P(u—0c < X < p+o)=P(11 < X <
17) ~ &(L£) — (£ = 0.6738905

(Normalapproximation mit Stetigkeitskorrektur P(y — o < X < p+o0) = P(11 <
X <17) m O(H21) — (10221 = .7480575

n=72=>EX =24 0= var(X)=4=>Plpu—-0c <X <pu+o0)=P20< X <
28) = P(19 < X < 28) = F(28) — F(19) = 0.7397422

Normalapproxiamtion X ~ N (24,16) = P(u—0 < X < pu+0) = P(20 < X <28) ~
() — ¢(2£) = 0.6826895

(Normalapproximation mit Stetigkeitskorrektur P(py — o < X < p+ o) = P(20 <
X < 28) m O(224) — (12224 = (.7394110

n=114=EX =38, 0 = yJvar(X) =5.033223 = P(pn— o < X < p+o0)=P(33 <
X <43) = P(32 < X < 43) = F(43) — F(33) = 0.7256700

Normalapproxiamtion X ~ N (38,25.333333) = P(u—c < X < u+o0) = P33 <
X <43) = O(E£) — o(2£) = 0.6794846

(Normalapproximation mit Stetigkeitskorrektur P(y —o < X < p+o0) = P(33 <
X < 43) m @(8278) — o(323-1) = (.7254917

Fazit: 1. Normalapproximation liefert nach Faustregel des Grenzwertsatzes von Moivre
/ Laplace (Var(X) = np(1—p) > 9) brauchbare Naherungen. Mit Stetigkeitskorrektur

2

%(b(b—i—;—np)_q)(a—%—np)
np(1 — p) np(1 —p)

deutlich bessere Ergebnisse
2. vgl. Sigma-Regel der Normalverteilung fiir k =1 (Y ~ N(u,0?) = P(u—0o <Y <
1+ o) = 0.6827), siehe Beispiel [2.§ auf Seite[15

1 1
P(a§X§b)zP<a—2<X<b+>

352 21

ZufallsgroBe X £ Anzahl auffrisierter Mopeds

X ~ Bin(n,p = 0.4) mit (a) n =120 und (b) n = 100

n = 120 gesucht P(X < 40) = P(X < 39) = F(39) = § (129)0.4k0.6120-% =
0.05531556 =
Normalapproxiamtion: EX = np = 48, 0 = /var(X) = v/28.8 = 5.366563 = X ~
N (48,5.366563) = P(X < 39) =~ @(@) = 0.04676626 (mit Stetigkeitskorrektur:
P(X <39) = P(X <39+ 1/2) = ®(222=£)) = 0.05661035

n =100 = EX = np = 40 gesucht P(X —pu >5) = P(X >45)=1— P(X < 45) =
1-P(X <44)=1-F(44) =1— f ('79)0.4%0.6120-F = Uf ('79)0.4%0.6120-F =
0.1789016

Normalapproxiamtion: EX = np = 48, 0 = Jvar(X) = v/24 = 4.898979 = X =~
N(40,4.898979) = 1 —P(X <44)=1-P(X <44+1/2) = 1— (I)(Zl‘{%“) = 0.2071081
(mit Stetigkeitskorrektur: 1 — P(X < 44) =1 — P(X < 44+ 1/2) ~ 1 — §(27L)) =
0.1791632
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(a)

(b)

3.3 21

Zufallsgrofe X £ Anzahl gekaufter Computer der Marke ,Digitoll*
X ~ Bin(n,p = 0.11) mit (a) n = 400 und (b) n = 8000
n = 400 gesucht P(X > 50) = 1 - P(X < 50) = 1 - F(50) = 1 —

50
> (%°)0.11%0.89400—F = 0.1496761
k=0
Normalapproxiamtion: EX = np = 44,0 = y/var(X) = 6.257795 = X
N(44,39.16) = P(X > 50) = 1 — P(X < 50) = 1 — F(50) ~ 1 — ®(3X£) =
1 — ®(0.9588042) = 0.1688287
bzw. Normalapproximation mit Stetigkeitskorrektur liefert P(X > 50) =1 — P(X <
50) = 1— P(X <50.5) = 1 — F(50.5) & 1 — &(2%2=4) = 1 — $(1.038705) = 0.1494711
n = 8000 = EX = 880, Var(X) = 738.2 — X ~ N (880, 783.2)
mit der Sigma-Regel der Normalverteilung fiir p = 1 — a = 0.95 (Y ~ N(u,0?) =
Plu—ko <Y <pu+tko)=p=1l-a=k=0"1(1-a/2) = ®71(0.975) = 1.959964 =
(w—Fk-o, p+k-o)=(825.149, 934.851) — P(Y € (825.149, 934.851)) = 0.95), siche
Beispiel [2.8 auf Seite[I5]
Mit Statistiksoftware kann man auch die Quantile der Ordnung /2 = 0.025 sowie 1 —
a/2 = 0.975 der Binomialverteilung exakt bestimmen: es ldsst sich leicht tiberpriifen,
dass
1. F'(0.025) = min{z : Fx(z) > 0.025} = 826, denn Fx(826) = 0.0271508 >
0.025, aber Fx(825) = 0.02494992 < 0.025
2. F§1(0.975) = 935, denn Fx(935) = 0.9755782 > 0.975, aber Fx(934) =
0.9734957 < 0.975
3. folglich gilt P(826 < X < 935) = Fx(935) — Fx(826) = 0.9484274 ~ 0.95, das
Intervall (826, 935) liegt (fast) symmetrisch um EX = 880
wegen der Stufenform der Verteilungsfunktion (diskrete Zufallsvariable X -~
Bin(880,0.11) ist die Berechnung mit Hilfe der Binomialverteilung auch mit Statistik-
software (deutlich) komplizierter als mit der Normalapproximation; klassische Berech-
nung mit Taschenrechner und Formelsammlung kann man in vertretbaren Aufwand
nur mittels Normalapproximation lésen

Q

4.1 30

Gegeben: n =40, 7 = 80.5, 0 = 2.2, 1 — a = 0.95, also a = 0.05.
Grundgesamtheit normalverteilt mit bekannter Standardabweichung o, also ist das
zweiseitige Konfidenzintervall (in cm) gegeben durch

_ o _ o
T — Zlfa/2%a$ + Zlfa/2%i|-

Dabei ist z1_q/2 das 1 — a/2-Quantil der Standardnormalverteilung. Speziell hier ist
1—a/2=1-0.05/2=0.975 und nach Tabelle zy 975 = 1.96.
Also lautet das Konfidenzintervall (in cm):

2.2 2.2
80.5 —1.96——,80.5 + 1.96 ——| = |79.818,81.182|.
{ V40 V40 | ]

=] 30

Zufallsgréfie X £ Entfernung, gesucht KI zm Niveau 1 — a = 0.99 (= o = 0.01) fiir
Parameter y = EX aus konkreter SP (n = 25) mit T = 24.325 und s = 196
entweder Annahme X ~ N(p,0?) = X ~ N(u, %2) oder Argumentation mittels
zentralen Grenzwertsatz (approximative Normalverteilung des arithmetischen Stich-
probenmittels X ~ N(u, %2) unabhéngig von Verteilung von X )

Varianz o? unbekannt! = StichprobengréBe T = \/ﬁ% ~ tn_1 Ist t-verteilt mit
n — 1 Freiheitsgraden

KI (Fall o unbekannt)

— S - S
X - t1_apn1— ’ )(4'7‘;1—g n—17,—=

Pt AN
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(¢)

(a)

(b)

= t1-g,n-1 = t0.995,24 = 2.79694 = [16.49357 , 32.15643]

Alternatives KI mittels Annahme o = s* (dann ist StichprobengréBe Z = \/ﬁ@ ~
N(0,1))

— o f— ag
X_Zl_%ﬁ’X—i_Zl_%\/ﬁ

= 21-g = 20.995 = 2.575829 = [17.11268 , 31.53732] (etwas kleiner, da weniger Unsi-
cherheit durch bekanntes o)

4.3 82

Zufallsgréfie X = CO-Gehalt von PKW-Abgasen (in %), gesucht KI zm Niveau 1 —a =
0.9 (= a = 0.1) fiir Parameter u = EX aus konkreter SP (n = 30) mit T = 3.22 und
s =0.2025

Annahme X ~ N (p, %)

Varianz o? unbekannt! = Stichprobengréfie T = \/ﬁ% ~ tn_1 Ist t-verteilt mit
n — 1 Freiheitsgraden

KI (Fall o unbekannt)

— S = S
X —t1ap i Xt a1
[ mgnmiOm A T Aoy Wﬁ}

= tl—%,n—l = t0_95,29 = 1.699127 = [3157181, 3282819]

zum Vergleich: KI mittels (nicht gerechtfertigt!!) Annahme 0% = s? (dann wére Stich-

probengréBe Z = \/ﬁ@ ~N(0,1))

— g — g

|:X — 217%7 g X + Zlg\/ﬁ:|
= 21-a = 20.95 = 1.644854 = [3.159188, 3.280812] (etwas kleiner, da weniger Unsi-
cherheit durch bekanntes o)

4.4 82

ZufallsgroBe X £ Zeitdauer der Justierung, gesucht erwartungstreue Schétzer und KI
zm Niveau 1 —a = 0.9 (= « = 0.1) fiir Parameter 1 = EX

Annahme X ~ N (p,0?) (Achtung diese Annahme ist nicht realistisch, denn die Mes-
sergebnisse sind ganzzahlig und somit keinesfalls normalverteilt, da diskret). Aber
Argumentation mittels zentralen Grenzwertsatz (approximative Normalverteilung des
arithmetischen Stichprobenmittels X ~ N (u, ”Tf)) - Achtung hier ist n = 30 und nicht
unendlich, das reicht aber in der Praxis tatsédchlich fiir ordentliche Approximationen!
Varianz o unbekannt! = Stichprobengréfe T = \/ﬁ% ~ tp_1 Ist t-verteilt mit
n — 1 Freiheitsgraden

erwartungstreue Schétzer fiir

— Parameter = EX: i = X = Y X;, konkrete SP (x,...,x,) nicht gegeberH,
i=1

6
sondern Hiufigkeiten: liefert Schitzwert T = L = Zl ajh; = % = 5.666667
j=

n

— Parameter 0> = Var(X): erwartungstreueﬂ Schétzfunktion §2 = -V =

n—1

ﬁ > (XZ- —Xn)z, Modifikation fiir Héufigkeiten fiir konkrete SP liefert
i=1

. 2 o 1
Schétzwert s° = — Z

6
(aj — T)th = 2.16092
Jj=1

KI (Fall ¢ unbekannt)

S - S
X — tl—%,n—l% , X +t1—‘§,n—1\/ﬁ:|

= ti_g no1 = to.95,20 = 1.699127 = [5.210646 ,6.122687]

zum Vergleich: KI mittels (fiir n = 30 ist der Unterschied zwischen Standardnor-
malverteilung und t-Verteilung mit n — 1 = 29 Freiheitgraden sehr klein) Annahme
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0% = 5? (dann wére Stichprobengréfie Z = \/ﬁ@ ~N(0,1))

g —

Y—21—%ﬁ7X+21—“

9
2 \/ﬁ
= z1-2 = 20.95 = 1.644854 = [5.225212,6.108121] (etwas kleiner, da weniger Unsi-
cherheit durch bekanntes o)

6

®Aus den gegeben Haufigkeiten (hi1,...,h;) mit n = Zhj = 30 fir jede
j=1

Auspriagung  (ai,...,as) = (3,4,5,6,8,9) konnte man aber die sortierte Stichprobe
(3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,8,8,8,8,9) konstruieren.

6
bAchtung der Schitzer V fithrt auf den konkreten Schétzwert & = % Z (a; —Z)%h; = 2.088889 schétzt
j=1

im Mittel zu klein, also verzerrt und folglich nicht erwartungstreu.

4.5 34

1 Teil ¢ Ausschuss

o Zufallsgrofie X; = ) ~ Bin(1, p) mit unbekannten Parameter p =
0 ... nicht ...
Ausschussanteil, EX = p und Var(X) =p(1 —p) < 1
e Stichprobe n = 200 mit y = 10 = Punktschétzer p = % =0.05

_ . n n
a) p = X = erwarteter Schitzwert: Ep = EX = E(1 Y X, | = L S EX; = p also
n n
i=1
Schétzer ist erwartungstreu

(b) Varianz des Schétzers Var(p) = Var(X) = Var(: 3 X;) = 55 3 Var(X;) = %2 <

i=1 i=1
1 1
L =L =0.00125

n
e Stichprobensumme Y = Y X; ~ Bin(n,p) binomialverteilt (Y = Anzahl Ausschuss-
i=1
teile in SP)

o Wilson-KI:
2
1 Flog | Z1-g Zl_g
D + 21/p(1 2
1+ 122 P 2n NG \/p( )+ 4n

e Standard-KI:
Z1— 2

bt~ /B P)

(c) 1-a=0.95=a=0.05= 21_g = 20975 = 1.959964
= Wilson-KI: [0.02738265, 0.08957815], Standard-KI: [0.01979493, 0.08020507]
o Interpretation: Intervallgrenzen sind Schétzwerte basierend auf der konkreten Stich-
probe, mit dieser Konstruktion wiirden von 100 Intervallen ca. 5 den wahren uns
unbekannten Anteil p nicht iiberdecken

4.6 32

1 Person ¢ wahlt Partei
0 ... nicht ...

ter p & wahrer Wihleranteil

e Stichprobe n = 1500 mit t = 390 = Punktschétzer p = 1359000 =0.26

o Zufallsgrofe X; = { ~ Bin(1, p) mit unbekannten Parame-

o Stichprobensumme Y = 5. X; ~ Bin(n, p) mit u = np = 1500p und 0% = np(1—p) =
i=1

1500p(1 — p) binomialverteilt (Y = Anzahl Wihler der Partei P)

o Wilson-KI:

2 2

1 _g | Z21-g Fl-g

p+ ——Z £ 2 \/ 1—p)+ —2
1+ %zf_% L™ NG p(1-7)

e Standard-KI:




(a)
(b)
(¢)

l-a=09=a=01=21_g = 2095 = 1.644854

= Wilson-KI: [0.2418151, 0.2790491], Standrad-KI: [0.2413712, 0.2786288]
1-a=09=a=0.05= 2z1_g = 20.975 = 1.959964

= Wilson-KI: [0.2384354, 0.2827907], Standrad-KI: [0.2378025, 0.2821975]
1-a=099=a=0.01= Z21-g = 20.995 = 2.575829

= Wilson-KI: [0.2319295, 0.2901843], Standrad-KI: [0.2308275, 0.2891725]
Interpretation: Intervallgrenzen sind Schéatzwerte basierend auf der konkreten Stich-
probe, mit dieser Konstruktion wiirden von 100 Intervallen fiir (a) ca. 10 ((b) ca. 5
und (c) ca. 1) den wahren uns unbekannten Wéhleranteil p nicht iiberdecken

Fazit: mit sinkendem « und somit steigendem Konfidenzniveau 1 — « verbreitert sich
das KI-Intervall fiir p & Wahleranteil

4.7 33

Merkmal X £ die Abfiillmenge (in ml)
erwartungstreue Schédtzer und die konkreten Werte lauten

=501

1 Z 499 5+ ---+500.2

~ = 10

_n_lz 2-395

Gegeben: # = fi und s> =62 s.0.,,n =10, a = 0.1
Annahme: Die Abfiillmenge ist normalverteilt: X ~ N (u,0?).
zweiseitiges Konfidenzintervall fiir Erwartungswert p:

S

_ S _
[97 = tnfl,lfa/2%a x+ tnfl,lfa/2%

th—1,1—a/2 ist das 1 — o/2-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Hier
speziell ist tg .95 = 1.833 gefragt.
Wir erhalten

V395 V395
[501 —1.833Y2% 501 + 1.8337} — [499.85, 502.15].
V10 V10

X muss fiir (b) normalverteilt sein (oder zentraler Grenzwertsatz), (a) gilt immer

4.8 38

1 Schiiler v wiederholt Schuljahr
0 ... nicht ...

Parameter p £ wahre Wiederholungsrate

Nachweis Verbesserung = linksseitiger Binomialtest: Hy : p = pg = 0.08 gegen
H, : p < pg = 0.08 mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05

Stichprobe n = 150

TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = > X; ~ Bin(150,0.08) mit p = 12 und
150

ZufallsgréBe X; = { ~ Bin(1,p) mit unbekannten

0? = 11.04 (T & Anzahl Wiederholer )

gesuchter kritischer Bereich K* = {k : k < q} mittels Quantil ¢ = F~(«a) = min{k €
N: F(k) > a} € {0,1,...,n} der Binomialverteilung T ~ Bin(500,0.08), so dass
Fl)=PT<¢>aund Flg—1)=PT <qg-1)<a

fiir « = 0.05 folgt ¢ = F~(0.05) = 7, denn F(7) = 0.08064887 und F(6) = 0.03974178
= K*={0,1,...,7}

gesuchter kritischer Bereich K* = {t : t < ¢} mittels Quantil der Normalverteilung
wegen Normalapproximation T = N (u,02) (nach Faustregel von Moivre / Laplace
gute Niherungen zu erwarten) F' 2 Normalverteilungsfunktion ) § = F~'(a) € R
fiir « = 0.05 ist das a-Quantil der Standardnormalverteilung z, = 2p.05 = —1.644854
(da ®(—1.644854) = 0.05), so dass das a-Quantil von N (u,02) gerade § = zq - Vo2 +
1= 6.534728 lautet und somit K* = (—00,6.534728)
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o liegt die Anzahl beobachteter Wiederholer t € K*, gilt ein Nachweis der Verbesserung

= Interpretation: K* £ Bereich fiir Nachweis von H;

4.9 38

(a) Fehlentscheidungen mdéglich (Fehler 1. und 2. Art)
(b) Binomialtest
— ZufallsgroBe

1 Fahrer i telefoniert beim Fahren ohne Freisprecheinrichtung .
X, = ~ Bin(1, p)

0 ...okay ..

mit unbekannten Parameter p £ wahre Anteil (frei-)telefonierender Autofahrer
Stichprobe n = 780 mit Schétzer p = % = 0.307
— linksseitiger Binomialtest: Hy : p = pg = 0.35 gegen Hy : p < pg = 0.35 mit

Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05

780

— Testgréfe unter Hy ist binomialverteilt T = Y. X; ~ Bin(780,py) = Anzahl
telefonierender Fahrer ohne Freisprecheinrjchtulng1P

— mit Binomialverteilung T ~ Bin(780,pg) folgt fiir den p-Wert P(T < 240) =
0.006942826 < o = 0.05) oder K* = {k € N : k < 251} (Berechnung des
Quantils beispielsweise durch Probieren k = 251 wegen P(X < 252) = F(252) =
0.06124601, P(X < 251) = 0.05257007 und P(X < 250) = 0.04489457 = t =
240 € K* )

— Auswertung: der p-Wert unterschreitet die Irrtumswahrscheinlichkeit bzw. Stich-
probentestgroBe liegt im Kritischen Bereich, so dass eine Verbesserung (2 Ver-
kleinerung) der Rate tatséchliche signifikant nachgewiesen ist bei einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von oo = 0.05

o p-Wert und Kritischer Bereich kénnen auch mittels Normalapproximation T
N (273,177.45) nach Moivre/Laplace berechnet werden, z.B. p-Wert: P(T < 240)

240—273\ __
®(H=2T3) = 0.006619311 < a

~
~
~
~

4.10 B8/

1 Teil i Ausschuss
o Zufallsgréfie X; = el, ¢ AUSSEES. Bin(1,p) mit unbekannten Parameter p =
0 Teil okay

wahre Auschussanteil
e Stichprobe n = 50

50
o TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = Y X; ~ Bin(50, pg) = Anzahl Ausschuss-
teile =
(a) rechtsseitiger Binomialtest: Hy : p = po = 0.08 gegen Hy : p > py = 0.08, da
untersucht werden soll, ob der Anteil sich vergréBert hat
(b) aus Aufgabenstellung ergibt sich kritischer Bereich K* = {k € N: k > 6} = {k €
N: k > 7} 2 sobald in einer Stichprobe von 50 Teilen 7 oder mehr schadhafte Teile
enthalten sind, gilt der Nachweis, dass sich der Ausschussanteil signifikant vergréBert
hat. Somit betriige der Punktschétzer mindestens p > 5—70 = 0.14. Der a-Fehler bei
diesem Test betragt
— Rechnung mit T ~ Bin(50,0.08): « = P(T € K*) = P(T > 6) =1— P(T <
6)=1-— F(6) =0.1019
— Rechnung mit Normalapproximatioﬂ mit T ~ N(u=4,02=3.68):a=P(T €
K*)=PT>6)=1-PT <6)=1-F6) ~1— (%) = 0.1486 bzw.
besser mit Stetigkeitskorrektur « = P(T' € K*) = P(T >6)=1—-P(T <6) =
1—F(6) ~1— & (H22=£) = 0.09625

@Achtung Faustregel lasst unter Hg wegen Var(T') = npo(1l — po) = 3.68 < 9 keine gute Approximation
erwarten.
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4.11 B8/

ZufallsgroBe

X, = {1 Werkstiick i Ausschuss ~ Bin(1,p)

0 ... okay ..

mit unbekannten Parameter p £ wahre Ausschussquote
180
Binomialtest fiir SP mit n = 180 und Testgréfe T' = Z X; ~ Bin(180, po) £ Anzahl

Ausschussteile in SP, man erwartet also im Mittel IET = npy = 9 Ausschussteile in

einer Stichprobe bei eine Quote von pg = 0.05

je nach Sichtweise

Kaufersicht Hy : p = po = 0.05 gegen Hy : p < pg = 0.05 mit K* = {k: k < 10}
(der Kéufer kauft nur, wenn héchstens 10 fehlerhafte Teile in SP sind, d.h. der
signifikante Nachweis gegeben ist, dass der Fehleranteil hochstens 5% betréagt)
(= kein Kauf: P(keine Einwinde gegen Hy) = P(T ¢ K*) = P(T > 10) = 3-
Fehler fiir p; = pg = 0.05)

Herstellersicht H, : p = po = 0.05 gegen Hy : p>po=0.05 mit K* = {k: k>
11} (ab 11 fehlerhafter Teile wiirde der Kéufer zuriicktreten)
(= kein Kauf: P(Verwerfung von Hy) = P(T € K*) = P(T > 10) £ a-Fehler)

(unabhéngig von Sichtweise) gesucht ist Wahrscheinlichkeit, dass Kaufer falschlicher-

weise nicht kauft (d.h. mehr als 10 schadhafte Teile in SP auftauchen)

10
P(T>10)=1-P(T<10)=1-F(10)=1-) (120) 0.8%0.2180-F

k=0
180
180
= Z ( L )0.8’“0.2180_’“ = 0.2909052
k=11

bzw. mit Normalapproximation T ~ N(u = 9,02 = 8.55) nach Moivre/Laplace:
PT>100=1-PT <10)~1-— @(NT_”) = 0.3661782, besser mit Stetigkeitskor-
rektur P(T > 10) = 1—P(T < 10) = 1 - P(T < 10+1/2) ~ 1—&(122=£) = 0.3039794
(somit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass der Handler die Maschine kauft P(T <
10) = F(10) = 0.7090948

4.12 389

1 Schiiler i besteht Abschlusspriifung
0 ... nicht ...

kannten Parameter p & wahre Erfolgsquote

rechtsseitiger Binomialtest: Hy : p = pg = 0.95 gegen Hy : p > py = 0.95 mit
Irrtumswahrscheinlichkeit «

Untersuchung von n Schiilern = Testgrofie ist unter Hy binomialverteilt T = > X; ~

n

ZufallsgréBe X; = { ~ Bin(1l,p) mit unbe-

Bin(n, po) = Anzahl Nachhilfeschiiler, die Abschlusspriifung bestehen

a-Fehler £ Erfolgsquote ist tatséchlich 95%, es kommt aber aufgrund eines hohen
Stichprobenwertes (viele Schiiler haben Nachpriifung zuféllig bestanden) zum Nach-
weis der Alternativhypothese, dass die Erfolgsquote iiber 95% liegt = ein kleiner
a-Fehler schiitzt die Kunden vor ,falschen Hoffnungen“ (Uberschéitzung des Institu-
tes)

B-Fehler £ obwohl Erfolgsquote tatséchlich iiber 95% liegt, beispielsweise bei 98%,
entscheidet sich der Test fiir Hy, d.h. es gelingt kein Nachweis der tatsdchlich hGheren
Erfolgsquote = ein kleiner B-Fehler bedeutet fiir die Kunden, dass nur eine geringe
Gefahr einer Unterschéitzung des Institutes besteht

4.13 89

ZufallsgroBe

X, = {1 HA Schiiler i okay ~ Bin(1,p)

0 ...nicht okay ..
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mit unbekannten Parameter p £ wahre Anteil
TestgroBe T = Z X; ~ Bin(25,p) £ Anzahl der Schiiler mit korrekten HA

Binomialtest m1t Nu]lhypothese Hy: p=py=0.8
Fehlentscheidungen méglich (Fehler 1. und 2. Art) - Achtung, hier ist Zuordnung je
nach Sichtweise!

Sichtweise Kollege rechtsseitiger Test mit Alternativhypothese Hy : p > py =
08, da K* = {k : k > 17} gegeben = Widerlegung von Frau Miiller
P(,,keine Einwénde gegen Hy“) = P(T ¢ K*) = P(T < 17) (£ B-Fehler
fiir p; = 0.8)

Sichtweise Frau Miiller Hy : p = py = 0.8 gegen Alternativhypothese Hy : p <
po = 0.8 (£ Wiederlegung) = linksseitiger Test, denn dann ist K* = {k : k < 17}
= Widerlegung von Frau Miiller P(,,Annahme H,“) = P(T € K*) = P(T <
17) (& a-Fehler)

unabhédngig von Sichtweise ist P(T < 17) gesucht

— exakte Rechnung mittels T ~ Bin(25,0.8): P(T < 17) = P(T < 16) = F(16)

16
> (%)0.8%0.2%57F = 0.04677424

— Normalapproximation T ~ N (20, 4) nach Moivre/Laplace: P(T < 17) = P(T <

16) ~ @(16;\/120) = 0.02275013, besser mit Stetigkeitskorrektur P(T < 17)

P(T <16) = P(T < 16+ 1/2) ~ ®(18522) = 0.04005916

4.14 45

1 Frage i richtig

Zufallsgréfe X; = .
0 ... nicht ...

~ Bin(1,p) mit unbekannten Parameter p =

wahre Wissensrate
Binomialtest: Hy : p = po = 0.8 gegen Hy : p < po = 0.8 mit Irrtumswahrscheinlich-
keit o = 0.05

Stichprobe 1) n =20 mit t = 13 und 2) n =40 mit t =26 = p = 33 = 28 = 0.65
TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = " X; ~ Bin(n,0.8) & Anzahl richtiger
Aufgaben !

p-Wert

13
1.SP T ~ Bin(20,0.8) = P(T < 13) = F(13) = 3 (¥)0.8%0.220*

0.08669251 > « = (noch) keine Einwénde gegen Hy, d.h. kein signifikanter
Nachweis, dass Student nicht die Anforderungen erfiillt

(Achtung: hier liefert wegen Var(T') = npo(1—po) =3.2 <9 Norma]approximat;i—
on keine brauchbare Niherung, vgl. Normalapproximation T ~ N (u = 16, 02
3.2) nach Moivre/Laplace: P(T < 13) =~ ® (2= =) = 0.04676626, aber besser mit
Stetigkeitskorrektur P(T < 13) ~ ®&(122=1) = 0.08112525)

26
2.SP T ~ Bin(40,08) = P(T < 26) = F(26) = Y (%)0.8F0.240~% =
k=0

0.01940737 < « = (ausreichend) Einwénde gegen Hy, d.h. signifikanter Nach-
weis, dass Student nicht die Anforderungen erfiillt (trotz gleicher Quote!)
Normalapproximation liefert brauchbare Ndherung, vgl. Normalapproximation
T ~ N(p = 32,02 = 6.4) nach Moivre/Laplace: P(T < 26) =~ @(2?%“) =
0.008853033, besser mit Stetigkeitskorrektur P(T < 26) ~ &(255-4)
0.01485009)

4.15 46

1 Person i ist iibergewichtig

ZufallsgroBe X; = { ~ Bin(1,p) mit unbekannten

0 Person 1 ist normalgewichtig

Parameter p £ wahre Anteil der iibergewichtigen Bevolkerung

Stichprobenwert t = 500 — 430 = 70, Schétzer p = % =0.14

linksseitiger Binomialtest: Hy : p = py = 0.15 gegen Hy : p < pg = 0.15 mit
Irrtumswahrscheinlichkeit oo = 0.05
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TestgréBe unter Hy ist binomialverteilt T = Y X; ~ Bin(500,py) = Anzahl Uberge-
500
wichtiger von 500 untersuchten Personen

mit Binomialverteilung T ~ Bin(500, pg) folgt
70
— p-Wert: P(T < 70) = F(70) = 3 (°)°)0.1550.85°00~% = 0.29 > o
k=0

— kritischer Bereich: K* = {k : k < 62} (vgl. F(63) = P(T < 63) = 0.07246328,
F(62) = P(T < 62) = 0.05602416 und F(61) = P(T < 61) = 0.04262515) =
t=70¢ K*

— Auswertung: Test hat keine Einwédnde gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von Hy — somit kann Riickgang nicht nachgewiesen werden

mit Normalapproximation T ~ N (75,63.75)

— p-Wert: P(T < 70) = @(%) = 0.2656 > « bzw. mit Stetigkeitskorrektur

P(T < 70) = ®(T2=2) = 0.2865126 > «

— kritischer Bereich: K* = {t : t < 61.8669} (vgl. Quantil der Ordnung « = 0.05
von N(0,1) zo = 2005 = —1.644854) = Quantil der Ordnung o = 0.05 von
N(75,63.75) ist ¢ = 24V/63.75 + 75 = 61.8669 = ¢t = 70 ¢ K*

— Auswertung: Test hat keine Einwédnde gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von H, — somit kann Riickgang nicht nachgewiesen werden

4.16 46

1 Kunde i kauft ,Digitoll“

~ Bin(1, p) mit unbekannten Para-
0 ... anderer Hersteller...

Zufallsgrofe X; = {

meter p £ Marktanteil
300
Stichprobe n = 300 mit t = Y x; = 40 = Punktschédtzer p = % =0.133
i=1
rechtsseitiger Binomialtest: Hy : p = po = 0.11 gegen Hy : p > py = 0.11 mit

Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05 500

TestgréBe unter Hy ist binomialverteilt T = Y X; ~ Bin(300,pg) £ Anzahl , Digitoll
i=1

Computer

mit Binomialverteilung T ~ Bin(300,0.11) folgt

300

— p-Wert: P(T > 40) =1—F(39) = > (*)%)0.11%0.89%°°~* = 0.1168911 > a
k=40

— kritischer Bereich: K* = {k : k > 42} (vgl. P(T > 43) = 0.03000843, P(T >

42) = 0.04363685 und P(T > 41) = 0.06201456) = t =40 ¢ K*
— Auswertung: Test hat keine Einwande gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von Hy — somit kann Anstieg des Marktanteils nachgewiesen!
mit Normalapproximation T ~ N (33,29.37)
— p-Wert: P(T > 40) =1-P(T <40)=1—-P(T <39 =1-— (39) 1-

®(22=53) = 0.1341185 > o oder P(T > 40) = 1 — P(T < 40) ~ 1 — &(42=22)

0.09823856 > « bzw. mit Stetigkeitskorrektur P(T > 40) = 1 — P(T < 4 )
—P(T<39+12)=1-F(39.5) ~1— @(%) =0.1151877 > «

— kritischer Bereich: K* = {t : t > 41.91414} (vgl. Quantil der Ordnung 1 — o =
0.95 von N(0,1) 21_o = 20.95 = 1.644854) = Quantil der Ordnung 1 — a = 0.95
von N (33,29.37) ist ¢ = 21_4V29.37 + 33 =41.91414 =t =40 ¢ K*

— Auswertung: Test hat keine Einwande gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von Hy — somit kann Anstieg des Marktanteils nachgewiesen!

4.17 46

1 Person i kennt Unternehmen
0 ... kennt nicht ...

Parameter p £ Marktanteil

Stichprobenwert t = 182, Schétzer p = 132 = 0.3807531

linksseitiger Binomialtest: Hy : p = po = 0.4 gegen Hy : p < po = 0.4 mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit o = 0.05

ZufallsgréBe X; = { ~ Bin(1,p) mit unbekannten
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o TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = > X; ~ Bin(n,py) = Anzahl Personen,
n

die Unternehmensprodukte kennen

o mit Binomialverteilung T ~ Bin(478,0.4) folgt

182
— p-Wert: P(T < 182) = F(182) = > (*/%)0.4%0.6*78~% = 0.2086359 > «
k=0

— kritischer Bereich: K* = {k : k < 174} (vgl. F(175) = P(T < 175) = 0.07081363,
F(174) = 0.05889517 und F(173) = 0.04860374) = t = 182 ¢ K*

— Auswertung: Test hat keine Einwande gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von Hy — somit kann Riickgang des Marktanteils nicht signifikant nachgewiesen
werden, Empfehlung: keine Anderung des Marketingbudgets

e mit Normalapproximation T ~ N'(p = 191.2, 02 = 114.72)

— p-Wert: P(T < 182) = @(u?%“) = 0.1951838 > « bzw. mit Stetigkeitskorrektur
P(T < 182) ~ O(18225-1) = (.2083188 > «

— kritischer Bereich: K* = {t : t < 173.5824} (vgl. Quantil der Ordnung o = 0.05
von N(0,1) zo = 2005 = —1.644854) = Quantil der Ordnung o = 0.05 von
N (i, 0%) ist ¢ = 240 + p = 173.5824 =t = 182 ¢ K*

— Auswertung: Test hat keine Einwande gegen Hy, d.h. kein signifikanter Nachweis
von Hi — somit kann Riickgang des Marktanteils nicht signifikant nachgewiesen
werden, Empfehlung: keine Anderung des Marketingbudgets

4.18 46

1 Akademiker ¢ hat Handy Bi
~ Bin

0 ... kein Handy...

meter p £ Handyanteil der Akademiker

o Stichprobe n = 420 mit t = Y x; = 350 = Punktschéitzer p = 253 = 0.833
i=1
o rechtsseitiger Binomialtest: Hy : p = po = 0.8 gegen Hy : p > py = 0.8 mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit o = 0.05

o TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = Y X; ~ Bin(n,py) £ Anzahl Akademiker
i=1

o Zufallsgrofe X; = { (1,p) mit unbekannten Para-

mit Handy
o mit Binomialverteilung T ~ Bin(420,0.8) folgt

420
— p-Wert: P(T >350) =1—F(349) = Y (*°)0.880.2420=% = 0.04747206 < o
k=350

— kritischer Bereich: K* = {k : k > 349} (vgl. P(T > 350) = 0.03612101, P(T >
349) = 0.04747206 und P(T > 348) = 0.06146104) = t = 350 € K*
— Auswertung: Verwerfung Hy, d.h. signifikanter Nachweis von Hy — signifikanter
Nachweis, dass mehr als 80% aller Akademiker eine Handy besitzen
 mit Normalapproximation T ~ N (u = 336,0% = 67.2)
— p-Wert: P(T > 350) = 1—P(T < 350) = 1—-P(T <349) = 1 - F(349) ~

1 — B(221) = 0.05638807 > o Achtung!!! aber P(T > 350) = 1 — P(T <

350) ~ 1 — @(WT;“) = 0.0438344 < « bzw. mit Stetigkeitskorrektur (genauer!
verwenden dieses Ergebnis fiir Entscheidung! - immer berticksichtigen: zusétzli-
che Fehlerquelle durch Approximation der Binomialverteilung durch Normalver-
teilung!!!) P(T > 350) = 1—P(T < 350+1/2) ~ 1-@(353;;“) = 0.04979636 < o

— kritischer Bereich: K* = {t : t > 349.4838} (vgl. Quantil der Ordnung 1 — o =
0.95 von N(0,1) 21_o = 20.95 = 1.644854) = Quantil der Ordnung 1 — a = 0.95
von N (p,02) ist ¢ = z1_oV0o? + pu = 349.4838 = t = 350 € K*

— Auswertung: siehe Binomialverteilung (der erste Fall bei der Normalapproximati-
on des p-Wertes zeigt allerdings, dass in knappen Féllen durch die Approximati-
on eine andere Entscheidung wie bei der Berechnung mit der Binomialverteilung

getroffen werden kann)

5.1 47

o ZufallsgroBe X £ Masse, geg. X ~ N (u,0?) mit p = 3200 und o = 100

(a) P(X <3150) = P(X < 3150) = F(3150) = ® (3120=3200) — §(—0.5) = 0.3085375
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(b) gesucht ¢ mit P(|X — p] < ¢) <0.09, berechnen hierfiir

X—p
(o

-o(3)-0(-9) -o(3)- (-0 () - ()

=& (?) =1.09/2=0.545= £ = ®~1(0.545) = 0.1130385 = ¢ = 11.303855

(c) gesucht ist o mit P(X > 3350) < 0.04, berechnen hierfiir

< <

SHESY
SHES

0~09!P(|Xu|§6)P(CSXALSC)P<

)

3350 — 3500
0.04 = P(X >3350) =1 — P(X <3350) =1— P <X < >

g

= 0.96 = @ (12%) = ©7(0.96) = 1.750686 = 0 = g=i(5g5) = 85.6807

52 47

Binomialtest: Es wird auf den Anteilwert p getestet, da p unbekannt ist.

(a) o m = 104, Punktschétzer (relative Haufigkeit): p = 35/104 = 0.3365. Da n grof§
(vgl. Faustregel Satz von Moivre-Laplace np(1 —p) > 9 fiir gute Approximation:
hier np(1 — p) = 25.74 ') Normalapproximation (alternative Berechnung mit
Statistiksoftware auch direkt fiir Binomialverteilung moglich)

e Hy : p = po = 055, Hy : p < p9o = 0.55, standardisierte TestgréBe

= \/ﬁ(—lpo )\/ﬁ = 0\'/33%5;004555 104 = —4.3757, kritischer Bereich: K* = {z €
Poll—Po (90T

R: z2< —21_q = —2005 = —1.6449} = K* = (—007—1.6449) =z € K7,
Hy wird abgelehnt, H, wird angenommen, d.h. es ldsst sich statistisch absichern,
dass der Anteil der weiblichen Studenten mit der Note sehr gut in Sport kleiner
als 55% ist.
(b) e Hypothesen wie in (a), Testgrofle = = —1.02, kritischer Bereich wie in (a), Hy
wird diesmal angenommen = kein Nachweis!
(c) o Voraussetzung np(l —p) = 26.4046 v
e Hy:p=p9g=0.47, Hy : p > pg=0.47, T = 2.76, kritischer Bereich: T > zy_, =
zo.95 = 1.6449 = K, = (1.6449,00) =T € K., Hy wird abgelehnt, Hy wird
angenommen
(d) e Voraussetzung np(l —p) =26.5 v
o Hy:p=po=0.5, H :p+#po= 05T = 2.914, kritischer Bereich: K* = {z €
R: |Z| > Z1—a/2 = 20.975 = 196} = K* = (—OO,—196) @] (196,00) =z €
K*, Hy wird abgelehnt, H; wird angenommen

5.3 47
1 Fahrschiiler ¢ fallt durch
o Zufallsgrofe X; = anseamier e fa uren Bin(1,p) mit unbekannten Para-
0 ... besteht ...

meter p = wahre Durchfallquote

o rechtsseitiger Binomialtest: Hy : p = pg = 0.25 gegen H; : p > py = 0.25, da
K*=t:1t>16 gegeben

o TestgroBe unter Hy ist binomialverteilt T = Y X; ~ Bin(50, pg) = Anzahl Durchfaller

o mit Binomialverteilung T' ~ Bin(50, pg) fo]gf?o
(a) P(T<14) = F(14) = é (59)0.25%0.75%0—F = .7481
(b) P(T = 13) = (59)0.25'%0.75%7 = 0.1261
(c) P8<T <18) = F(18) — F(7) = fé (°9)0.25%0.75%0=F = 0.926

(d) kritischer Bereich des Tests: K* = {t : t> 16} = a=P(T € K*) = P(T > 16) =
1 - P(T < 15) =1 — F(15) = 0.1631
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