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Was ist Statistik?

Was kann Statistik und wie?

Die Suche nach der Wahrheit: Interessante Fragestel-
lungen

» Welche Mannschaft gewinnt die nachste Weltmeisterschaft?
» Bei welchem Stand schliet der DAX 2021 ab?

» Beeinflussen Politiker die Arbeitslosenquote?

» Ist ein Spiel fair?

> ...
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S Was ist Statistik?

remsseones | \Wag kann Statistik und wie?
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S Was ist Statistik?

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Was kann Statistik und wie?
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EEH Was ist Statistik?

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Was kann Statistik und wie?

Tradition vs. Innovation

» old-fashioned?

» https://trends.google.com/trends/explore?date=all&geo=
DE&q=Statistik, Mathematik

» https://trends.google.com/trends/explore?date=all&q=
statistic, mathematics

» modern

» Big Data https://trends.google.com/trends/explore?date=
all&q=Big%206Data

» Data Science
https://trends.google.com/trends/explore?date=all&q=
Data%20Science
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S Was ist Statistik?

e | Bereiche der Statistik

[ Statistik ]
| I
/ Beschreibende Statistik \ / SchlieBende Statistik \
Methoden zur Erhebung, Struk- Methoden zur Untersuchung von
turierung und Beschreibung um- Stichproben zwecks Schlussfolge-
fangreichen oder uniibersichtlichen rungen auf die Grundgesamtheit

Datenmaterials o
Wichtige Instrumente: Intervall-

Wichtige Instrumente: Tabellen, schatzung, Hypothesenprifung

\Ke nnwerte, Diagramme / \ /
e A

Explorative Statistik

Aufsuchen von Mustern und Strukturen in zumeist
sehr grollen Datenbestanden zur Generierung statis-
tischer Hypothesen

\Wichtige Instrumente: Datenanalyse, Data Mining /
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EEH Was ist Statistik?

e | Bereiche der Statistik

Beispiel: Wahlprognose vs. Wahl
Frage: Ausgang der Wahl vor Wahltag?
» schlechtestes Vorhersage: keine Ahnung?
» zweitschlechteste Prognose: Wahlergebnisse der letzten Wahl 2013 ~
ZU ungenau
» Moglichkeit: Umfrage aller Wahlbeteiligten ~ unmaglich, zu teuer
» Alternative: Sonntagsumfrage (Grafik: Forsa-Umfrage vom 19.09.2017
fir Wahl am 24.09.2017) reprasentative Umfrage =
Schlussfolgerungen auf Gesamtpopulation = induktive Statistik

Ergebnis der Bundestagswahl 2017

Prognose fiir die Bundestagswahl 2017
36,3

32,9

bundestagswahl-2017.com

bundestagswahl-2017.com

Union SPD AfD FDP Linke Griine Sonst.
Union SPD FDP Linke AfD Griine Sonst. In wenigen Tagen erscheint das endgiiltige amtliche Endergebnis
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EEH Was ist Statistik?

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Schlussfolgerungen von der Stichprobe auf die Population

Ausgangspunkt: die zu analysierende konkrete Stichprobe (x4, ..., z,) wird
als Realisierung des Zufallsvektors

X =(X1,Xo,....X,),

dessen Komponenten X; ZufallsgroRen vom Typ i.i.d. und wie X verteilt
sind, interpretiert

Stichprobenraum

Der Wertebereich &, der mathematischen Stichprobe X = (X1, X5, ..., X,),
d.h. die Menge aller moglichen Werte von X, heillt Stichprobenraum.

Bemerkung: Die Annahme X1, ..., X,, sind vom Typ i.i.d. ist wesentlich
Unabhangigkeit: Beobachtungen beeinflussen sich nicht gegenseitig

identische Verteilung: es wird n—mal das gleiche Experiment durchgefihrt
und alle Merkmalstrager der Population haben die gleiche
Chance in die Stichprobe aufgenommen zu werden

= reprasentative Daten

9. November 2021 - D. Uhlig 9/37 https://www.tu-chemnitz.de/~dana


https://www.tu-chemnitz.de/~dana

EEH Was ist Statistik?

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Schlussfolgerungen von der Stichprobe auf die Population

Beispiel: Qualitatskontrolle

Einem Posten mit 100 000 Teilen wird eine konkrete Stichprobe vom Umfang
n = 100 enthommen = k£ = 7 fehlerhafte Teile

1. Wie hoch ist der Ausschussanteil des gesamten Postens? =
Parameterschatzung

2. Der Hersteller behauptet der Ausschussanteil liegt unter 5%. Ist diese
Behauptung zu halten, d.h. sind die beobachteten 7% nur zufallsbedingt
oder muss man von einer hoheren Ausschussrate ausgehen? =
Testverfahren
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EEH Die Suche nach der Wahrheit: statistisches Testen

e | Vortrag — 10.11.2021

Aktuelles Thema

2. Statistische Tests
Vom Spiel zum Test
stetig vs. diskret
Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests
Gaultest
t-Test
Parametertests fur binomialverteilte Merkmale
Mittelwerttest fir beliebig verteilte Merkmale
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EEH Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Vom Spiel zum Test

Wirfelspiel: W : 1,2.3,4,5 +— 2€,6 — —10€

Zusammenfassung nach 20 Wiurfen:

1
2|1

Frage 1: Spielen Sie nochmals mit mir?

A Ja, denn ich hatte einfach Pech, beim nachsten Spiel ist das Glick
wieder auf meiner Seite...

B Nein, Glucksspiel ist generell nichts flir mich...
C Nein, das war kein faires Spiel, hier stimmt etwas nicht...
D Ja, das Spiel ist fair, denn der Erwartungswert des Gewinns betragt Null

https://tweedback.de/
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Statistische Tests

Vom Spiel zum Test

Wirfelspiel: W : 1,2,.3,4,5 — 2€,6 — —10€

Zusammenfassung nach 20 Wirfen: ; |

Frage 2: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem fairen Wiirfel
aus lhrer Sicht solch ein Ergebnis oder sogar ein schlechteres realisiert wird?

X £ Anzahl gewdrfelter Sechsen
A Um das zu berechnen fehlen mir wichtige Verteilungsinformationen ...

20
B P(X>15)= 3 ()(3)k(3)%* =1.412014e — 08

k
k=15
C P(X =15) = (3))(£)¥(2)° = 1.325161e — 08
14
D P(X>15)=1-F(14) =1-3 () (2)*(2)%°F = 1.412014¢ — 08
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Statistische Tests

Vom Spiel zum Test

Wirfelspiel: W : 1,2,.3,4,5 — 2€,6 — —10€

Zusammenfassung nach 20 Wirfen: ; |

Frage 3: Berechnen Sie nochmals diese Wahrscheinlichkeit, falls bei dem
verwendeten Wiirfel die Wahrscheinlichkeit fir eine Sechs bei 5/6 liegt.

X £ Anzahl gewdrfelter Sechsen
A Um das zu berechnen fehlen mir wichtige Verteilungsinformationen ...

B P(X>15)= %% () (2)*(£)2°—F = 0.8981595

k
k=15
C P(X =15) = (3))(2)1()> = 0.1294103
14
D PX>15)=1-F(14) =1-3 () (2)*(£)*~* =0.8981595
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S Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Vom Spiel zum Test

Verteilung von X~Bin(20,1/6) Verteilung von X~Bin(20,5/6)

0.20- 0.20-

0.15- 0.15-

0.10- 0.10-

0.05- 0.05- |

0.00- 0.00- I
) ' ) 1I5 2IO

Tipp: https://www.geogebra.org/classic#probability
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EEH Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT

Vom Spiel zum Test

Entscheidungsmaoglichkeiten

weiterspielen (fairer Wiirfel) | aufhoren (unfairer Wiirfel)

fairer Wirfel v 4

unfairer Wirfel 4 v
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EEH ‘ Statistische Tests

stetig vs. diskret

Normalapproximation der Binomalverteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte
o
S
—— Bin(20,0.3) g | — Bin(200,03) N S | — Bin(2000,0.3)
— N(6,42) [} —— N(60,42) —— N(600,420)
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TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ

EEH ‘ Statistische Tests

stetig vs. diskret

Exkurs: Konfidenzintervalle fur Parameter p von X ~

Bin(n, p)

Konfidenzgrenzen fiir n=20, alpha=0.050

1.00-
0.75-
Methode
—  Wilson (NA)
Q 0.50-
— Standard
— Exakt
0.25-
0.00-

0 5 10 15 20
y (beobachtete Anzahl aus Stichprobe)

Konfidenzgrenzen fiir n=80, alpha=0.050

1.00-
0.75-
Methode
—  Wilson (NA)
2 0.50-
— Standard
— Exakt
0.25-
0.00-

0 20 40 60 80
y (beobachtete Anzahl aus Stichprobe)
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Statistische Tests

stetig vs. diskret

Statistische Tests: Prufen statistischer Hypothesen

» Ziel: Hypothese Uber die tatsachliche Verteilung eines Merkmals X
einer Grundsgesamtheit anhand der Daten einer Stichprobe zu
verwerfen oder als moglich anzusehen

» Parametertest: Verteilung F'(z,0) = P(X < z|6) ist bekannt, Aussagen
uber unbekannten Parameter 6 werden Uberprift

» parameterfreie Tests: Aussagen Uber die Art der Verteilung werden
uberprift

» Untersuchung, ob es signifikante Abweichungen von der Hypothese gibt
= Signifikanztests
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Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

Durchfuhrung statistischer Tests

Gegeben: Merkmal X mit Verteilungsfunktion F, Stichprobe
X = (X1,...,X,), konkrete Stichprobe x = (x1,...,x,)

1. Aufstellen einer Hypothese H, : F' = F;, (Nullhypothese, I, =
hypothetische Verteilung)

Bsp: der Parameter i von X ~ N (u, 0%) hat den Wert 1 = g
(Parametertest)

2. Konstruktion einer Testgrol3e
T =T(X),

die Unterschiede zwischen der hypothetischen Verteilung F;, und der

tatsachlichen Verteilung I widerspiegelt und deren Verteilung bekannt
ist, falls Hy richtig ist

Bsp. Wiirfelspiel (Anzahl 6er): T = >~ X; ~ Bin(n,p)
1=1
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EEH Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

3. Konstruktion eines kritischen Bereichs K* derart, dass zu gegebenen
a € (0,1) gilt:
P(TeK*)=Py, (TeK")=qa

4. fur eine konkrete Stichprobe x = (x4, ..., x,) wird der konkrete
Testwert ¢t = T'(x) berechnet

5. Entscheidungsregel:
» Fall t € K*: Ablehnen der Nullhypothese Hj (Test ist signifikant)
» Fallt ¢ K*: auf der Basis des durchgefihrten Tests ist nichts gegen die
aufgestellte Hypothese einzuwenden (Test ist nicht signifikant)
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EEH Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

Bemerkungen

» Bei Parametertests wird ein gewisser Verteilungstyp vorausgesetzt und
H, beschrankt sich auf die Wahl des Parameters 0 = 6,

» Die Konstruktion des kritischen Bereichs K* ist von der
Alternativhypothese H; abhangig, bei einem Parametertest fir einen
Parameter 6 konnen beispielsweise

> Ho: 9:(90,1‘[1: 9#90

» Hy: 0< 6y Hi: 0 >0

» Hy: 0 >0y Hi: 0 <6
betrachtet werden

» Die hypothetische Verteilung kann eine aus gewissen Erfahrungen
vermutete Verteilung sein.

» Ein signifikanter Nachweis kann stets nur flir Behauptungen der
Alternativhypothese H; geflihrt werden.

» TestgroRen zu konstruieren ist im Allgemeinen schwierig (Verteilung
von T'muss bekannt sein,um P (T € K*) zu berechnen)
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Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

Bemerkungen

» die Wahrscheinlichkeit « = P (T € K*| Hy ist richtig) zur Konstruktion
des kritischen Bereichs heilt Irrtumswahrscheinlichkeit und ist ,klein®
zu wahlen
(typische Werte: o = 0.1, a = 0.05, & = 0.01 oder « = 0.001)

» Da das Ergebnis eines Parametertests nur auf Stichproben beruht,
konnen die zwei folgenden Fehler auftreten:

Fehler 1. Art: Die Hypothese H ist richtig, wird aber auf Grund der
Stichprobe abgelehnt. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen
Fehler betragt o (= Irrtumswahrscheinlichkeit).

Fehler 2. Art: Die Hypothese Hj ist falsch, wird aber nicht abgelehnt, da die
Stichprobe fur H, spricht. Die Wahrscheinlichkeit flir das
Auftreten dieses Fehlers (5—Fehler) ist im Allgemeinen
unbekannt.
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Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

Fehlentscheidungen beim Testen

Test entscheidet sich fur Hy | Test entscheidet sich fur H;

Hy ist richtig v Fehler 1. Art — a-Fehler

H, istrichtig Fehler 2. Art — S-Fehler v

Analogie Gerichtsverfahren:

Richter: Freispruch Richter: Verurteilung
Angeklagter unschuldig v Fehler
(Fehlverurteilung)
Angeklagter schuldig Fehler (£ Freispruch
aus Mangel an Beweisen) v
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Statistische Tests

Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

Fehlentscheidungen beim Testen

Test entscheidet sich fur Hy | Test entscheidet sich fur H;

Hy ist richtig v Fehler 1. Art — a-Fehler

H, istrichtig Fehler 2. Art — S-Fehler v

Analogie Corona-Test:

Test: negativ Test: positiv

Patient nicht infiziert v Fehler
(falsch-positiv)

Patient infiziert Fehler v
(falsch-negativ)
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EEH Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT

CHEMNITZ GaUBteSt

Gaulltest: Hypothesen Uber i bei bekanntem o2 fiir
X ~N(p,0?)

1. Nullhypothese Hy: 11 = po,

Alternativhypothese H : 1 # ug
2. Konstruktion TestgroRe:

» falls tatsachliche Verteilung von hypothetischer Verteilung abweicht,

unterscheiden sich das arithmetische Mittel X,, und der hypothetische
Erwartungswert 1o deutlich

> wissen X,, = L3 X ~ N(po, %), wenn Hy stimmt
=1

1=

betrachten daher als TestgrolRe

o? o
n
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EEH ‘ Statistische Tests

Gauldtest

HO:,u:,uO:lOO

Verteilung standardisiertes Mittel Verteilung Stichprobenmittel
0.8- 0.8-

0.6-
0.4-
0.2-

0.0-

' ' ' ' ' ' ' ' ' '
-3.000 -1.282 0.000 1.282 3.000 98.45 99.34 100.00 100.66 101.55
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EEH Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ GaUBteSt

GauBtest: Hypothesen (iber ;. bei bekanntem o?
3. Kritischer Bereich:

» sowohl positive als auch negative Abweichungen zwischen X ,, und p
sind kritisch

» zu kleine und zu groRe Werte der TestgroRe sprechen gegen die
Nullhypothese Hy, = zweiseitige Fragestellung

> bestimmen zu gegebenen « € (0, 1) Quantil der Standardnormalverteilung
21—« der Ordnung 1 — 3, so dass

P(IT(X)|<z-92)=P(-21-e <T(X)<z_2)=1-0

und somit K* = {t € R: [t|>z_2 |

4. Entscheidungsregel: liegt konkrete Testwert ¢t = T'(x) der konkreten
Stichprobe x im kritischen Bereich?

falls t € K* Ablehnen von Hy, d.h. der Erwartungswert
unterscheidet sich signifikant von p

fallst ¢ K* Test hat keine Einwande gegen Hy, d.h. der durchgfihrte
Test hat keine Einwande gegen = g
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TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ GaUBteSt

Grafische Veranschaulichung

3

—Z21-g R1-4

ya Vi \
h) N\ 4

H, ablehnen keine Einwande gegen H, I, ablehnen

\
4
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Statistische Tests

Gauldtest

Hinweis: Formulierung alternativer Hypothesen (einseitige Fragestellungen)
wirkt sich lediglich auf die Konstruktion des Kritischen Bereichs aus

(rechtsseitig)

Kritisch fiir H, sind nur positive Abweichungen X,, — 1o > 0, d.h. zu groRe
Werte von T sprechen gegen Hy:

PT(X)>2z1-0)=1-®(21_4)=1—-(1—-a) =«

Kritischer Bereich: K* = {t e R: t > z1_,}

(linksseitig)

Kritisch fuir H, sind nur negative Abweichungen X,, — uo < 0, d.h. zu kleine
Werte von T sprechen gegen Hy:

P(T(X) < zq) = ®(20) = @

Kritischer Bereich: K* ={t c R: t <z} ={teR: t < —2z1_4}
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EEH Statistische Tests

TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ GaUBteSt

a und S—Fehler beim rechtsseitigen Gauldtest

0.25-
0.20-
0.15-
0.10-

0.05-

0.00-

1 1
muO mul
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TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ GaUBteSt

groRer Effekt kleiner Effekt

0.25- 0.25-
0.20- 0.20-
0.15- 0.15-
0.10 0.10

0.05- 0.05-
0.00- 0.00-

quO 2 m:Jl m:JO émlul
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Statistische Tests
Gauldtest

X £ Abfillgewicht einer Tafel Schokolade (100¢)

Stichprobe x = (100, 97, 101, 96, 98, 102, 96, 100, 101, 98)

ergibt 79 = 98.9 und sy = 2.183 Frage: Ist das Fullgewicht systematisch zu
gering? Annahme: X ~ N (u,0?) mito = 2, = 0.05
Test:

> Ho: pu>100 = po, Hy @ p <100 = pg
TestgroRe: t = T'(x) = /nia=to = /10282190 — 1 739
Quantil der Standardnormalverteilung: z, = —2z1_o = —20.95 = —1.645
Kritischer Bereich: K* = {t e R: t < —1.645} = (—o0, —1.645)

Auswertung: t = —1.739 € K* = lehnen H, ab, d.h. das Abflllgewicht
der Schokoladentafeln ist bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%
signifikant kleiner als 100g

vvyyy
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Statistische Tests

Gauldtest

Was kommtin Hyund was in H; beim einseitigen Tes-
ten?
Fortsetzung Beispiel Abfullgewicht einer Tafel Schokolade

» Untersuchen jetzt Hy : ¢ <100 = pg, H1 : > 100 = pg
> identische TestgroBe: t = T(x) = /nZete = /10282100 — 1,739
» Quantil der Standardnormalverteilung: z1_, = z9.95 = 1.645
» Kritischer Bereich (jetzt auf der rechten Seite):
K*={teR: t> 1645} = (1.645, c0)
» Auswertung:t = —1.739 ¢ K* = keine Einwande gegen H, d.h. Test

hat bei 5%-tiger Irrtumswahrscheinlichkeit keine Einwande dagegen,
dass das Abfiillgewicht der Schokoladentafeln kleiner als 100¢ ist =
keine statistisch starke Aussage

» kein signifikanter Nachweis, dass Abfillgewicht Giber 100¢ liegt (diese
Frage war allerdings vorab auch nicht von Interesse)
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t-Test

t-Test: Hypothesen (iber 1 bei unbekanntem o2 fir
X ~ N(u,0%)

1. Hypothesen Hy: it = po, H1 : 1 # o

bei einseitigen Fragestellungen:
Ho :p < po, Hy @ pp > po bzZW. Ho = o > po, Hy 2 < pig

.. n — \2
2. TestgroBe: ersetzen o2 durch 52 = -1 ; (X; — X,)

X, —
ﬂmwﬁsw

falls Hy stimmt, ist TestgroRe ¢—verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden, d.h.
T(X) ~tn_q
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Parametertests fiir binomialverteilte Merkmale

Pr[jfen einer Wahrscheinlichkeit: Parametertest fur bi-
e}lver}3 |Ite M%rkmale
er ma

x_ 1, mitWkt. p
)0, mitWkt.1—1p

konkrete Stichprobe x = (x4, ..., z,) soll Aufschluss tUber den Parameter p
geben
1. betrachten hier beispielhaft die einseitige Hypothese: H, : p < py,
Hy: p>po
2. TestgrolRe: T'(X) = > X; ~ Bin(n, pg) falls Hy stimmt
1=1
3. grole Werte von T sprechen gegen Hy: zur Bestimmung des kritischen
Bereichs ermitteln wir daherein k,_,, € {0,1,2,...,n}, so dass

PT(X)<ki_o)>1l—a < P(IT(X)>k-o <«
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Parametertests fiir binomialverteilte Merkmale

Prifen einer Wahrscheinlichkeit;: Parametertest fur bi-

nomialverteilte Merkmale
4. Kritischer Bereich: K* = {t € {0,1,...,n}: t > k1_4}

bei alternativen Fragestellungen:
fir Hy : p > po ergibt sich K* = {t € {0,1,...,n}: t < k,}

flir Hy : p = po ergibt sich
K* — {tg{o,lj...,n}: t<k% Odert>k1_%}

5. Entscheidungsregel: liegt konkreter Testwert ¢t = T'(x) der konkreten
Stichprobe x im kritischen Bereich?
fallst € K* Ablehnen von Hy, d.h. die Wahrscheinlichkeit p ist
signifikant grolRer als pg
fallst ¢ K* Test hat keine Einwande gegen H,, d.h. der durchgefihrte
Test hat keine Einwande gegen p < pg
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Parametertests fiir binomialverteilte Merkmale

Prifen einer Wahrscheinlichkeit;: Parametertest fur bi-

nomialverteilte Merkmale, asymptotisches Vorgehen
1. fiir grolRe Stichproben (n — o) ist TestgroRe asymptotisch
normalverteilt, falls H, richtig ist:

T(X) =) X~ N(npo, npo(1l - po))

1=1

2. fur hinreichend grof3e n (vgl. Faustregel zu Grenzwertsatz von Moivre /
Laplace) kénnen wir TestgroRe

éXi — NP
o= Vnpo(1 — po) =N

verwenden
3. Kritischer Bereich flir Hy : p = po: K* = {t e R: |t| > z1_< } (analog zu
Fall 1 beim Test des Erwartungswerts eines normalverteilten Merkmals)
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TECHNISCHE UNIVERSITAT

Mittelwerttest fur beliebig verteilte Merkmale

» flr grolRe n ist wegen dem Zentralen Grenzwertsatz das arithmetische
Mittel naherungsweise normalverteilt, d.h.

2

— ] — o
X = — Xz% ’y
n; N, —)

» somit konnen Gauss-Test und t—Test fur groRe Stichproben auch fir
beliebig verteilte Merkmale X durchgeflihrt werden

» die t—Verteilung mit n Freiheitsgraden kann fir n > 30 durch die
Standardnormalverteilung approximiert werden
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