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3. Ubungsblatt

Aufgabe 11:

(@) Man zeige, daB3 die Spaltensummen-Norm || A||; und die Zeilensummen-Norm || A/ ei-
ner Matrix A € R"*" jeweils die der Vektornorm || - ||,, p = 1bzw. p = 0o, zugeordnete
Matrixnorm ist.

(Hinweis: FOr p = 1 bzw. p = oo zeige man, daf3

[Az]lp < [ Allpllz]lp vz € R" VAeR™”"

gilt, und daf fir mindestens ein = € R™ in der Abschatzung jeweils das Gleichheitszei-
chen angenommen wird.)

(b) Man zeige folgende Ungleichungen:

lzlla < llzlly < v/nllzll2
|2l < ll2ll2 < Vnll2(lo
[2lloe < lzlli < nllzle

Wann gilt jeweils Gleichheit?

(c) Zu einer beliebigen Matrix-Norm gibt es eine Vektor-Norm, so daf3 die Matrix-Norm mit
dieser vertraglich ist.

Aufgabe 12:

Die Spaltensummen- und die Frobenius-Norm sind fur beliebige Matrizen A € R™*™ definiert
durch

[Ally = lr%agnz; |aij| ,
und
n m 1/2
AllF = (DD layl*|
i=1 j=1
Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) Die Frobenius-Norm |- ||z ist eine Matrix-Norm und vertraglich mit der Euklid-Norm || - ||2 .



(b) FUrjede Matrix A € R™*"™ gilt
1
NG
(c) Fur die Rang-1-Matrix zz? mit 0 # x € R™ und ||z||2 = 1 gilt
IA(L = z2®) |7 = | AlF — [|Az]3.

1Al < [IAllF < vl Allx -

Aufgabe 13:
Zu einer beliebigen Vektornorm || - || auf C™ ist die zugehdrige Dualnorm || - ||.. definiert durch
|y x| Re y"z
|lylls == max =——— = max ———, y € C".
a20 2| wzo |z
Man zeige:

(a) Durch obige Definition von || - || ist tats&chlich eine Norm definiert.

(o) Die Dualnorm zu || - ||, ist durch || - ||, mit 1/p+1/q = 1, p,q > 1 gegeben.
(Hinweis: Man benutze die Héldersche-Ungleichung.)

(c) Seien xz,y € C". Fur die durch die Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm || - ||as gilt
lzy ™ ar = [l l][y]l--
(d) Fur die von der Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm || - || a7 gilt
Re y Az

”AHJW = Imax
zy#0 ||yl ]

far alle Matrizen A € C**",
(Hinweis: Man benutze die Tatsache, dass es zu jedem x € C™ einen dualen Vektor
z € C" mit zfz = ||z||.||z| gibt.)

Aufgabe 14:

Auf einem (komplexen) Vektorraum 7 sei ein Innenprodukt (Skalarprodukt) (-,-) : ' x ¥ — C
erklart. Bekanntlich ist dann durch

|v]| :=+/(v,v), veV

eine Norm, namlich die durch das Innenprodukt induzierte Norm, auf ¥ definiert. Man zeige:

(a) FuUr jede durch ein Innenprodukt induzierte Norm qilt die Parallelogrammgleichung
lo +wl* + v —wl* =2 (Jol* + lw]*), v we¥
sowie die Polarengleichung

1
Re(v,w) = ; (lo+w|?~ v —w|?) vwe .

(b) Die 1-Norm im C", ||z||; := |z1] + - - - + |zx], erfillt nicht die Parallelogrammgleichung, ist
also von keinem Innenprodukt induziert.

(c) Zeigen sie, dass in einem reelen Vektorraum zu einer Vektornorm, die die Parallelo-
grammgleichung erflllt, ein Innenprodukt existiert, dass diese Norm induziert.
(Hinweis: Benutzen sie die Polarengleichung um einen passenden Kandidaten zu defi-
nieren und zeigen sie alle notwendigen Eigenschaften)



