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Übung 8: Ökonomisches Wachstum nach v. Neumann

In einer Ökonomie mit n Gütern und m Aktivitäten seien n×m Input- und Outputmatrizen
A ≥ 0, B ≥ 0 mit nicht-negativen Einträgen gegeben.

Das technologische Wachstumsproblem aus der Vorlesung lautet:

Finde x ≥ 0, x 6= 0 und α maximal, so daß Bx ≥ αAx.

Das ökonomische Wachstumsproblem aus der Vorlesung lautet:

Finde p ≥ 0, p 6= 0 und β minimal, so daß pTB ≥ βpTA.

1) Zeigen Sie mit Hilfe der Linearen Optimierung für eine n×m Matrix C:

falls Cx > 0 keine Lösung x ≥ 0 besitzt, so exisitiert p ≥ 0, p 6= 0 mit pTC ≤ 0.

Benutzen Sie dieses Resultat, um zu zeigen, dass die ökonomische Wachstumsrate β̄ die tech-
nologische Wachstumsrate ᾱ nie überschreitet.

2) Die Input- und Outputmatrizen seien für eine Ökonomie wie folgt gegeben:

A =

(
0.3 0.5
0.6 0.4

)
, B =

(
1 0
0 1

)
.

Finden Sie optimale Itensitäts- und Preisvektoren x̄, p̄, sowie zugehörige technologische und
ökonomische Wachstumsraten ᾱ, β̄.

3) Betrachte einfaches Wachstumsmodell nach v. Neumann, indem Sie B = I als Ein-
heitsmatrix setzen. Zeigen Sie, dass x̄ = ᾱAx̄, wobei x̄ optimaler Itensitätsvektor und ᾱ
technologische Wachstumsrate ist. Interpretieren Sie dieses Ergebnis aus mathematischer und
ökonomischer Sicht.

4) Im einfachen Wachstumsmodell nach v. Neumann sei die Inputmatrix A produktiv.
Zeigen Sie für die zugehörige technologische Wachstumsrate ᾱ > 1.


