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Einfuhrung

« Zusammenhang zweier Variablen: Die Variablen variieren
systematisch miteinander

 Fiktives Beispiel: Zusammenhang zwischen Behaltens- und
Transferleistungen

—_
o

Transfer
o = N W »Hh 01 o0 N 00 ©

Behalten
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Kovarianz

(z.B. Rasch, Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

Kovarianz und Korrelation quantifizieren den Grad des
Zusammenhanges

Kovarianz zweier Variablen: Durchschnittliches Abweichungs-
produkt aller Messwertpaare von ihrem jeweiligen Mittelwert

Formel (vgl. Formel zur Varianz):

» X; =Wert x der Person i
— — X = Mittelwert von x
Z (Xi B X) . (yl B y) y, =Werty der Person i
COV(X, y) = 1= y = Mittelwertvony
n-1 n = Anzahl an Personen

Kovarianz: Unstandardisiertes Mal} fiir den Grad von
Zusammenhangen
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Kovarianz

 Beispiel: Berechnung der Kovarianz fir den -“m

rechts dargestellten Datensatz Sheldon
» Berechnung: Leonard 6.5 7.5
Howard 4.5 6.0
cOV(x, y) — (9.5-6.1)-(9.0-6.5) +...+ (1.5—6.1) - (2.0 6.5)
5-1 Rajesh 8.5 8.0
Penny 1.5 2.0
cov(X, y) = 8.5+0.4—|—0.Afr3+3.6+ 20.7 _ 344 _g5 M 6.1 6.5

» Ergebnis: Die Kovarianz betragt 8.5
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Korrelation

(z.B. Rasch, Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

« Produkt-Moment-Korrelation nach Pearson gebrauchlichstes Mal}
fur die Starke des Zusammenhangs zweier (intervallskalierter)
Variablen

- Korrelationskoeffizient r als standardisiertes (Effektstarke-)Mal}
far den Zusammenhang zweier Variablen

* Formel:
Covemp = Empirische Kovarianz zwischen x und'y
r — COVemp _ COV(X1 y) Cov,,.x = Maximale Kovarianz zwischen x und y
Xy oA A g, = Standardabweichung (SD) von x
COV max Oy Gy 0, = Standardabweichung (SD) von y

 Wertebereich von r reicht von —1 bis +1

« Wichtig: Korrelationskoeffizient r nicht intervallskaliert und nicht
als Prozentmal} des Zusammenhanges interpretierbar (i. G. zu r?)
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Korrelation

Wie hoch ist die (gerundete) Korrelation fir -“m

den rechts dargestellten Datensatz? Sheldon
1 A:0.97 Leonard 6.5 7.5
[1 B:1.00 Howard 4.5 6.0
O C:0.79 Rajesh 8.5 8.0
L1 D:0.85 Penny 1.5 2.0
M 6.1 6.5
SD 3.21 2.74
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Arten von Zusammenhangen

* Beispiele fur Zusammenhange zwischen zwei Variablen x und y:

Hoher positiver Hoher negativer Kein
Zusammenhang Zusammenhang Zusammenhang
10 10 10
9 9 9 X
8 8 8
7 7 7
o 6 o 6 @ 6
S 5 8 s e 5
c; 4 E 4 c;s 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable x Variable x Variable x
Positive Negative Kovarianz von
Kovarianz Kovarianz (nahezu) Null
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Korrelation und Kausalitat (Rey, 2020)

« Wichtig: Korrelation und Kausalitat sind nicht identisch

« Mogliche Ursachen fur eine Korrelation zwischen den zwei
Variablen x undy:

8 8 88
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Korrelation und Kausalitat (Dubben & Beck-Bornholdt,

2006; Bortz & Schuster, 2010)

* Beispiele fur hohe Korrelationen ohne Kausalzusammenhange
« Storchenpopulation und Geburtenrate
 Einsatz von Feuerwehrleuten und Brandschaden
» Globale Erwarmung und Lebenserwartung

« Verweildauer im Krankenhaus und spaterer
Gesundheitszustand (negative Korrelation)

« Kartoffelkonsum und Stromverbrauch (negative Korrelation)

« Aufdeckung von Scheinzusammenhangen aufgrund von
Drittvariablen durch Partialkorrelationen

« Partialkorrelation: Korrelation zwischen Variablen, welche vom
Einfluss einer oder mehrerer Drittvariablen statistisch bereinigt
wurde
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Fishers Z-Transformation

(z.B. Rasch, Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

* Problem: Berechnung von Mittelwerten aus Korrelationen
aufgrund des fehlenden Intervallskalenniveaus nicht unmittelbar
moglich

 Losung: Fishers Z-Transformation (nicht mit der z-
Standardisierung verwechseln!)

« Berechnungsschritte

« Transformation der einzelnen Korrelationen in Fishers Z-Werte
« Berechnung des Mittelwertes zu den Fishers Z-Werten
* Ricktransformation dieses Mittelwertes in eine Korrelation

 Berechnung in Excel mittels der Funktionen ,FISHER()“ und
,FISHERINV()"

 Beispiel: Mittelwert aus r=.10 und r = .90 ist r = .66 und
nicht r = .50
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Signifikanz von Korrelationen

(z.B. Rasch, Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

Signifikanztest fir Korrelationen analog zum t-Test

° Forme|1 t(df ) _ I- N —_ 2 r = Korrelation

/1 r2 N = Stichprobenumfang

* Formel fur die Freiheitsgrade: df =N — 2

» Beispiel: In einer Studie mit 100 Studierenden korrelieren Behalten
und Transfer mit r=0.3

0.3-4100-2 030-9.90 ..

V1-0.32 0.95

- Dat,,,=3.11 =t = 1.66 wird H, zugunsten der H, verworfen, d.
h. das Ergebnls |st S|gn|f|kant r— 3,t(98) =3.11,p < .01

« Berechnung: t(98) =
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Lineare bivariate Regression

(z.B. Rasch, Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

* Lineare bivariate Regression: Statistisches Verfahren zur
Vorhersage einer Kriteriumsvariable durch eine Pradiktorvariable
mittels linearer Funktion

 Fiktives Beispiel: Zusammenhang zwischen Behaltens- und
Transferleistungen

1

Transfer
o =2 N W »h 00 O N o0 O o

Behalten
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Lineare bivariate Regression

* Regressionsgrade soll den Gesamttrend der Einzelwerte
bestmoglich wiedergeben

* Regressionsgleichung zur Regressionsgraden:

y = Vorhergesagte Kriteriumsvariable y
/A . .
y — m . X _|_ b m = Steigung der Regressionsgraden
x = Pradiktorvariable x
b = Achsenabschnitt der Regressionsgraden

» Berechnung der Regressionsgewichte m und b mittels Methode
der kleinsten Quadrate
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Methode der kleinsten Quadrate

T A7=0.01 A2=0.06 A3=0.36 A4=0.00 A5=0.04

-

e 4

BF:y =0.35x + 0.55

—

Sum of Square Areas = 0.48 (5,2.5)

(4,2)

(3,1)

bl
——

i i
L '

Quelle: http://www.youtube.com/watch?v=jEEJNzORK4Q
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http://www.youtube.com/watch?v=jEEJNz0RK4Q

Methode der kleinsten Quadrate

- Summe der Abweichungsquadrate (SAQ) soll ein Minimum
ergeben

 Ein Gewicht: Parabel (= Regressionsgerade durch
Achsenursprung)

- Zwei Gewichte: Paraboloid (= Regressionsgrade)

Fur ein Gewicht Fur zwei Gewichte
SAQ SAQ

SAQmin

SAQmin:_ |
min m S
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Methode der kleinsten Quadrate

- Summe der Abweichungsquadrate (SAQ) soll ein Minimum
ergeben

 Formel:

SAQ =g[)’i -9;f :Zn:[Yi —(m-x; +b)f* = min

=1

* Erste Ableitung bilden und auf Null setzen ergibt fir m und b:

COV(X y) y = Beobachtete Werte der Variableny
m . = : y = Vorhergesagte Kriteriumsvariable y
g Gf m = Steigung der Regressionsgraden
x = Pradiktorvariable x
v v b = Achsenabschnitt der Regressionsgraden
be o y myX X i =Personi
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Lineare bivariate Regression

* Beispiel: Berechnung von b und m zu dem -“m

rechts dargestellten Datensatz:

Sheldon 9.5
COV(X, 8.5 Leonard 6.5 7.5
myx (2 y) 2 ~ 082 Howard n 6 0

o, " 3.21 : :

Rajesh 8.5 8.0
be = y_myx X~65-082-6.1=1.47 Penny 1.5 2.0
M 6.1 6.5
SD 3.21 2.74
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Lineare bivariate Regression

 Beispiel: Regressionsgrade mit b = 1.47 und m = 0.82:

10
9
8
/ x Sheldon
< g x Leonard
s A x Howard
3 x Rajesh
) » Penny
1
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Intelligenz
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Lineare bivariate Regression

Wie hoch ist die Intelligenz laut Regressionsgleichung fir das
Beispiel auf der vorherigen Folie bei einer Person mit einem
Mathewert von 4?

0 A: 3

[0 B: 3.09 (gerundet)

0 C: 4

0 D:4.75

[0 E: Wert kann nicht berechnet werden

Prof. Dr. Giinter Daniel Rey 10. Korrelation und Regression 20



Nichtlineare Zusammenhange (z. B. Rasch, Friese,

Hofmann & Naumann, 2021)

* Beispiele fur lineare und nonlineare Zusammenhéange

Linearer Zusammenhang Nonlinearer Zusammenhang
10 10 MK X
9 9
X
8 8
7 7
> 6 > 6
g s g s
5, s,
3 3
2 2
1 1
X
0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable x Variable x
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Multiple univariate Regression

- Definition: Statistisches Verfahren zur Vor- [y Vorhergesagte
hersage einer Kriteriumsvariable durch mehr- Kriteriumsvariable y

ere Pradiktorvar. mittels Linearkombination |b, Achsenabschnitt
der Regressions-
graden

X, Erste Pradiktor-
variable

y — 1 b() + X]_ ) b]_ +...T Xm ) bm b, Steigung zur ersten

Pradiktorvariablen

 Bestimmung der Regressionsgewichte (Beta- | x,, m-te Pradiktor-
Gewichte) wieder mittels Methode der variable
kleinsten Quadrate b,, Steigung zur m-ten

: : : ) Pradiktorvariablen
e Unterschied zur linearen bivariaten
Regression: Berechnung mit Matrizen statt
mit Zahlen

» Regressionsgleichung zur
Regressions(hyper-)ebene:
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Interaktionseffekte in der multiplen Regression

* Interaktionseffekt (bzw. Studienerfolg
Moderatoreffekt bzw.
Wechselwirkungseffekt)

 Fiktives Beispiel:
Studienerfolg nur dann hoch,
wenn 1Q (x,) und Motivation
(x,) hoch sind

* ¥ =T:bgt Xy byt X by
Xy by

Motivation
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Inkrement und Dekrement in der multiplen

Regression

* Beitrag zur Varianzaufklarung: Fir jede einzelne Pradiktorvariable
lasst sich ein solcher Beitrag bestimmen

* Unterscheidung zwischen Inkrement und Dekrement

* Inkrement (R?): Zuwachs an aufgeklarter Varianz durch
Hinzunahme weiterer Pradiktorvariablen

« Dekrement (R,?): Abnahme an aufgeklarter Varianz durch
Verzicht auf bestimmte Pradiktorvariablen
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Inkrement und Dekrement in der multiplen

Regression

* Orthogonaler Fall (samtliche m
Pradiktorvariablen sind unkorreliert): RZ _ Z r2
Addition der Einzelkorrelationen zur -
Berechnung von R?; R (bzw. Ry?) = rzxj,y j=1

» Kollinearer Fall (Pradiktoren sind korreliert)

* RZ2kleiner als Summe der Einzelkorrela- m
tionen durch Informationsuber- R2 < Z r2
schneidungen (haufiger Fall)

« RZgroRer als Summe der Einzel-
korrelationen: Suppressoreffekte durch
Informationsprazisierung (seltener Fall) m
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Suppressorvariablen in der multiplen Regression

« Suppressorvariablen erhéhen die aufgeklarte Varianz durch
Unterdrickung irrelevanter Varianzen anderer Variablen
» Bedingungen fur eine Suppressorvariable
« Keine oder geringe Korrelation mit der Kriteriumsvariable
 Deutliche Korrelation mit mindestens einer Pradiktorvariable

* Inkrement bzw. Dekrement der Variable ist (deutlich) groRer
als einfacher Determinationskoeffizient (R?) der
Suppressorvariable

- Beispiel: Berufserfolg (AV) wird durch Abschlussnote im Studium
(UV,) und Priifungsangst (UV,) vorhergesagt

 Prifungsangst kdnnte als mogliche Suppressorvariable
irrelevante Varianz in der Abschlussnote unterdricken
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Indikatorcodierung

* Regressionsanalyse mittels Indikatorcodierung ™
auch bei fehlendem Intervallskalenniveau der
Pradiktorvariable(n) moglich

X X X
XXX

X)()l

* Indikatorcodierung: Umrechnung von nominal-
oder ordinalskalierten Pradiktorvariablen in
kiinstliche, intervallskalierte Pradiktorvariablen

» Beispiel: Umrechnung der Variable Geschlecht
in eine Indikatorvariable (z.B. & =0und @ = 1)

- Aquidistanz: Diese Indikatorvariable enthalt nur
ein Intervall, welches zu sich selbst aquidistant ménnlich welblich
ist und somit Intervallskalenniveau besitzt

« Wichtig: Durch Indikatorcodierung und das
Allgemeine Lineare Modell gilt mathematisch:
Varianzanalyse = Regressionsanalyse

Kriteriumsvariable bzw. AV

o = N W » 0 O N o v
X X X
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Inferenzstatistische Voraussetzungen (z.B. Rasch,

Friese, Hofmann & Naumann, 2021)

Intervallskalenniveau der Kriteriumsvariable
Normalverteilung der Kriteriumsvariable in der Population
Unabhangigkeit der einzelnen Messwerte verschiedener Personen

Homoskedastizitat: Homogenitat der Streuungen der zu einem x-
Wert gehorenden y-Werte Uber den gesamten Wertebereich von x
(vgl. inferenzstatistische Voraussetzungen der MANOVA ohne
MW)
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Beispiele fur Korrelationen und Regressionen in

Fachzeitschriften

The data were analyzed by means of a 2 x 2 ANOVA with the learner’s gender and the
speaker’s gender as between-factors. For the analysis of problem-solving performance, two
additional control variables were included, namely the “Abiturnote™ (i.e., final high school
grade point average) and intrinsic motivation, resulting in a 2 x 2 ANCOVA. Both
covariates showed a significant correlation with problem-solving performance (Abiturnote:
r= —.36, P = .001, whereby better school grades were associated with better learning
outcomes; intrinsic motivation: r = .26, P = .02, whereby higher intrinsic motivation was
associated with better learning outcomes), but were independent from each other (r = —.01,
P = .94). The results of the experiment are shown in Table 1.

Quelle: Linek, Gerjets und Scheiter (2010)

Table 6. Correlations between indices of game performance, pre-test and learning outcome  Table 2
Summary of regression analysis for variables predicting posttest scores.

2 3 4 5 6
Predictor variable B SE 8

(1) Level Reached 99¥*x  49%*  4]1* 43* (18

, o 3 ) Unique simulation experiments 0.05 0.02 0.23
(2) Unique Maths Tasks S5 38t A4 20 Relations aspect model quality ~0.12 0.04 -0.29
(3) All Maths Tasks =23 .37% .25

Quelle: Mulder, Lazonder und de Jong (2014)

(4) Accuracy 06 -14
(5) Pre-test =01

(6) Gain

Note. * = p<0.05, ** = p<0.01, *** = p<0.001 (two-tailed test of significance).

Quelle: Habgood und Ainsworth (2011)
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Zusammenfassung

- Kovarianz als unstandardisiertes und " X
Korrelation als standardisiertes Mal} zur .
Quantifizierung des Zusammenhanges -
zweier Variablen 3 s
° . X . 0 $ 4
- Korrelation und Kausalitat sind nicht " s
identisch .
e Signifikanztest far Korrelationen analog "o 125 4567800
Zum t_TeS-t Variable x
. . . . . g 10
- Lineare bivariate Regression: Statistisches 9 .
Verfahren zur Vorhersage einer Kriteriums- i
variable durch eine Pradiktorvariable 36
mittels linearer Funktion g
>
 Methode der kleinsten Quadrate zur ;
Berechnung der Regressionsgewichte :
0012345678910

Variable x
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