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1. Einleitung

Und Gott sprach: Es werde Licht. Und es ward Licht.

� Die Bibel, 1. Mose 1,3

In der Bibel, einem der ein�ussreichsten Bücher auf die europäische Geschichte, stehen � fast
ganz am Anfang � diese Worte. Licht ist in allen Hochkulturen ein positives Symbol und wurde
sogar vergöttert � man denke an den Sonenngott der Ägypter, der Griechen, der Römer. . .
Die Menschheit hat sich von jeher Gedanken über die Natur des Lichtes gemacht und es war
ein langer Weg, bis es im Rahmen der (relativistischen) Quantenmechanik enträtselt � oder
verschleiert? � wurde. Und dennoch gibt es immer neue Fragen, die am Horizont auftauchen
und die Beschäftigung mit Licht hat ihren Reiz nicht verloren. Als Beispiel sei die Frage nach
Gruppengeschwindigkeiten von Licht in Medien, in denen sich Licht schneller als im Vakuum
ausbereitet (sogenannte �fast-light media�), in der Arbeit von Stenner genannt [1]. Jedoch liegt
der Fokus heutzutage eher auf der Anwendung.

Licht ist vielseitiger als man denkt: Man kann damit nicht nur Räume beleuchten, sondern auch
Gegenstände zerschneiden1 und wieder verbinden (Laserschweiÿen). Man kann z.B. Augenope-
rationen durchführen oder sogar Krebsgewebe gezielt zerstören, indem man mit hochintensiven
Laserfeldern Atome beschleunigt. Dieser Prozess wurde von Tajima und Dawson in Ref. [3]
bereits im Jahr 1979 theoretisch postuliert und wird seitdem erforscht [4, 5]. Das Besondere
ist, dass derartige �Beschleuniger� wesentlich weniger Platz benötigen als ein Synchrotron und
für ein Krankenhaus � im Vergleich zu einem Teilchenbeschleuniger � eine erschwinglich sind.
Man forscht z.B. im Max-Planck-Institut in Heidelberg intensiv daran [6].

Licht ist weiterhin zentraler Bestandteil in der Datenkommunikation. Besonders gefragt sind
dabei Laser im Bereich der Telekomwellenlängen um 1310 nm und 1550 nm, denn für die-
se Wellenlängen besitzen Glasfasern ein Absorptionsminumum. Die Laser müssen dabei sehr
präzise arbeiten, um möglichst hohe Datenraten mit geringer Fehlerrate zu übertragen, kos-
tengünstig sein und wenig Energie verbrauchen. Diese Anforderungen erfüllen Laserdioden im
Allgemeinen, jedoch ist es momentan noch eine Herausforderung, gut funktionierende Halb-
leiterlaser in diesem Wellenlängenbereich herzustellen. Bislang werden dafür Festkörperlaser,
z.B. Nd:YAG-Laser verwendet. Grundsätzlich eignen sich für die Herstellung von Laserdioden
verschiedene Verbundhalbleiter auf der Basis von GaAs aufgrund ihrer im Vergleich zu GaAs
reduzierten Bandkante, z.B. (InGa)As, Ga(AsN) bei sehr geringem Nitridanteil, Ga(AsSb)
und Ga(AsBi) [7, 8]. Um auch im infraroten Bereich gut zu absorbieren, eignen sich diese
Halbleiterverbundmaterialien für die E�zienzsteigerung in Solarzellen (siehe Ref. [9, 10]). Die
Herausforderung besteht nun darin, diese Materialien von ausreichend guter Kristallqualität

1Eine fast kuriose Anwendung ist beispielsweise das sterile und zerstörungsfreie Ö�nen von Bruteiern mittels
Laser, wofür die Laservorm GmbH im Jahr 2005 mit dem Innovationspreis des Landes Sachsen ausgezeichnet
wurde [2].
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1. Einleitung

herzustellen, um darin optischen Gewinn zu erzeugen und die Unordnung zu minimieren.
Diese hat einen starken Ein�uss auf die optischen Eigenschaften, z.B. durch lokalisierte, ex-
zitonische Niveaus unterhalb der Bandkante, sodass es in diesem Fall äuÿerst schwierig ist,
Besetzungsinversion herzustellen.

Um das optische Verhalten von Halbleitern zu untersuchen und zu klassi�zieren, benötigt man
ein Modell, dass mithilfe von optischen Eigenschaften, wie z.B. Photolumineszenz, Rückschlüs-
se auf strukturelle Eigenschaften des Materials zulässt. Man weiÿ, dass Kristallunordnung zur
Lokalisierung der Ladungsträgerwellenfunktionen führt, die sich in diesen Potentialen auf soge-
nannten lokalisierten Störstellen (Sites) be�nden und bewegen. Mit mikroskopischen Theorien
sind in der Regel nur Aussagen für Temperaturen möglich, oberhalb der alle Ladungsträ-
ger delokalisiert sind. Das ist dann der Fall, wenn die kinetische Energie der Ladungsträger
die mittlere Energie der Unordnung übersteigt. Im Tieftemperaturbereich benötigt man eine
Theorie, die lokalisierte Zustände von Ladungsträgern berücksichtigt. An dieser Stelle setzt
das Hüpfen im Rahmen der Miller-Abrahams-Theorie an. Hüpfen � oder Hopping � bezeichnet
hier den phononassistierten Übergang zwischen zwei lokalisierten Störstellen.

Aufgrund der Temperaturabhängigkeit des Hoppings weisen die Kenngröÿen der PL-Spektren
grundsätzlich ein anderes Temperaturverhalten auf als Spektren, denen rein kristalline, ge-
ordnete Halbleiter zugrunde liegen. Ein Beispiel dafür ist das anomale Verhalten des PL-
Maximums, das mit steigender Temperatur in den roten Bereich des Spektrums verschiebt,
dann innerhalb eines schmalen Temperaturfensters abrupt blauverschiebt, um anschlieÿend
wieder in den langwelligen Bereich zu verschieben � der sog. S-shape. Dieses Verhalten wird,
neben zeitaufgelösten Ergebnissen, in der Simulation untersucht und mit den experimentellen
Ergebnissen verglichen.

Die Simulation ist keine ab-initio-Theorie, sondern sie ist in der Lage, durch Anpassung der
Spektren an die experimentellen Befunde Unordnungsparameter der Probe zu extrahieren und
daraus Rückschlüsse über die Qualität der Probe zu ziehen. Beispielsweise treten in Ga(AsBi)-
Quanten�lmen zwei Unordnungse�ekte auf � Legierungsunordnung, d.h. groÿräumige Kon-
zentrations�uktuationen des Wismut im GaAs, und Clusterzustände, die sich auf wenige Bi-
Atome erstrecken. Die Behandlung erfolgt deshalb in einem Zwei-Skalen-Modell, das zuerst
Hoppingprozesse auf der Skala der Legierungsunordnung annimmt und anschlieÿend Hopping
zwischen den Clusterzuständen. Dabei kann eine bestehende Probe mit 4,5% Bi-Gehalt voll-
ständig charakterisiert werden. Sowohl die temperaturabhängigen als auch die zeitabhängigen
Kenngröÿen lassen sich mit einem einzigen Parametersatz konsistent beschreiben und es lässt
sich quantitative Übereinstimmung mit dem Experiment herstellen.

Auf der anderen Seite ist auch sehr schwaches Licht von groÿem Interesse. �Quantencompu-
ting� heiÿt das Zauberwort, wobei es darum geht, Licht als Rechenbaustein zu verwenden.
Dabei ist die kontrollierte Emission, Absorption und Speicherung einzelner photonischer Zu-
stände von groÿer Bedeutung. Die Einzelphotonemission gelingt z.B. mit Quantenpunkten,
einzelnen Atomen in einem Resonator oder gezielten Defekten in Kristallgittern, z.B. Dia-
mant [11]. Aber nicht nur fürs Quantencomputing, sondern auch für die Datenübertragung
bzw. -verschlüsselung wird Licht verwendet und an dieser Stelle werden Einzelphotonquellen
in Zukunft eine groÿe Rolle spielen [12].

Insbesondere Halbleiternanokristalle (als Vertreter der Quantenpunkte) eignen sich zur Ein-
zelphotonemission. Dabei sind die im Quantenpunkt � oder besser: die auf der Ober�äche des
Quantenpunktes � ablaufenden Prozesse noch nicht vollständig verstanden [13]. Um Quanten-
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punkte dafür nutzbar zu machen, muss man ihre elektronische Struktur und ihre optischen
Eigenschaften verstehen und kontrollieren können. Man untersucht sowohl die Photolumi-
neszenz einzelner Quantenpunkte, in denen der in der Anwendung unerwünschte E�ekt des
Blinkens auftritt [14, 15], als auch die Photolumineszenz eines Quantenpunktensembles [16],
um das Verständnis der Quantenpunkte zu vertiefen.

Die optischen Eigenschaften eines Halbleiternanokristalls werden beispielsweise stark durch
dessen Ober�äche beein�usst, da je nach Gröÿe des Quantenpunktes ca. 20�50% der Atome
an der Ober�äche liegen. Dort existieren unabgesättigte Bindungen, die zu einer ungeordneten
Potentiallandschaft führen, sog. Fallenzuständen oder Traps. Elektronen, die im Quantenpunkt
angeregt werden, können in diese Ober�ächenzustände tunneln und hüpfen dort zwischen den
Sites, bis sie schlieÿlich mit dem Loch im Quantenpunkt rekombinieren. Im Rahmen die-
ser Arbeit wurde ein Hoppingmodell für die Ladungsträgerdi�ussion und -rekombination auf
der Ober�äche von Quantenpunkten erarbeitet, um Photolumineszenzspektren von Quanten-
punkten und damit die auf der Ober�äche von Halbleiternankristallen statt�ndenden Prozesse
besser verstehen zu können. In dieser Arbeit werden mögliche Zustandsdichte dieser lokalisier-
ten Störstellen diskutiert und für unterschiedliche Simulationsparameter mit dem Experiment
verglichen.
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2. Grundlagen zum Hopping

2.1. Unordnung

Das folgende Kapitel soll einen kurzen Überblick über die Arten von Unordnung geben und
eine De�nition dessen, was man als Unordnung bezeichnet. Anschlieÿend wird motiviert, wie-
so es lokalisierte Wellenfunktionen in ungeordneten Systemen mit (1) Punktdefekten und (2)
massiver Unordnung gibt und welche Charakteristika diese haben. Darauf folgt eine Herleitung
des Miller-Abrahams-Übergangs, die die phononassistierte Übergangsrate zwischen zwei loka-
lisierten Störstellen angibt. Schlieÿlich werden die Grundlagen mit einer kurzen Einführung
in die Perkolationstheorie abgeschlossen, die notwendig ist, um den Anderson-Übergang1 zu
verstehen und mögliche Anwendung auf das Hoppingproblem zu diskutieren.

Die Herleitung orientiert sich im Wesentlichen am Buch von Shlovskii und Efros [17], das mit
der Lokalisierung an Punktdefekten einsteigt und die Herleitung der Miller-Abrahams-Raten
(siehe Ref. [18, 19]) in aufgearbeiteter Form enthält. Des weiteren wurden Details aus dem
Buch von Bonch-Bruevich et al. [20] übernommen. Daraus stammt z.B. die Herleitung des
Matrixelements für den Elektronen-Phonon-Übergang sowie Abschnitte aus der Perkolations-
theorie. Als punktuelle Referenz diente weiterhin die �Einführung in die Festkörpertheorie� von
Madelung [21]. Im Buch von Gerd Czycholl (Ref. [22]) �ndet man einen qualitativen Überblick
über den Stand der Forschung. Einführende Konzepte als auch Grundlagen zur Perkolations-
theorie �ndet man im Buch von Ziman (Ref. [23]), aus dem auch Teile verwendet wurden.
Eine etwas tiefergreifende Einführung ins Hopping, z.B. unter Berücksichtigung elektrischer
als auch magnetischer Felder, kann man im Buch von Böttger und Bryskin nachlesen (siehe
Ref. [24] als auch in [25]).

2.1.1. Was ist Unordnung?

Unordnung ist im Allgemeinen das Fehlen von langreichweitiger Ordnung in einem makro-
skopischen System, wobei jedoch Nahordnung vorhanden sein kann. Fernordnung führt zu
periodischen Potentialen innerhalb dieser Systeme, die bei Unordnung durch ein Zufallsfeld
� das vorerst beliebigen Urprunges sein kann � gestört werden. Man kann also jedes System,
das nicht über ein periodisches Potential verfügt, als ungeordnetes System betrachten.

Diese Klassi�kation ist jedoch zu streng, da auÿer in einem perfekten, unendlich ausgedehntem
Kristall oder in einem perfekten Vakuum immer Unordnung vorhanden ist, d.h. die Transla-
tionsinvarianz gilt nicht uneingeschränkt. Ein solcher Krisall lässt sich bereits aus thermody-
namischer Sicht nicht herstellen, da die Entropie eines derartigen Systems gleich null wäre,
was nur bei T = 0K gilt. Man umgeht diese zu strenge Einteilung, indem man den E�ekt

1der Übergang zwischen lokalisierter und delokalisierter Wellenfunktion
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2. Grundlagen zum Hopping

der energetischen Unordnung ins Verhältnis zu der im System auftretenden Energie (z.B. Fer-
mienergie bei Festkörpern) setzt. Ist das Verhältnis verschwindend gering, spricht man von
einem geordneten System.

Im Bereich der Feskörper behandelt man geringe Unordnung als Störung der Gitterperiodi-
zität, die a) zu Streuung der Ladungsträger (z.B. endlicher Strom in Metallen) oder b) zur
Bildung eines Störstellenbereiches (Punktdefekte in Gittern, die zu lokalisierten Wellenfunk-
tionen führen) im Energiespektrum führt.

Beispiele für ungeordnete Systeme sind Flüssigkeiten, amorphe Festkörper, stark dotierte Halb-
leiter, Kristallober�ächen oder ungeordnete Legierungen, um nur einige zu nennen.

2.1.2. Arten von Unordnung

Ausgehend von Festkörpersystemen kann man verschiedene Arten von Unordnung graduell
unterschieden:

In einem reinen Kristall ohne Defekte kann man a) Fremdatome an zufälligen Gitterplätzen
verteilen, ohne das die Kristallstruktur an sich gestört wird (Dotierung oder Legierung, je
nach Anteil) oder b) die Atome zufällig verteilen. Im Fall a) spricht man von kompositioneller
Unordnung bzw. compositional disorder, während man im Fall b) von struktureller Unordnung
(positional disorder) spricht. Man kann (a) und (b) kombinieren und erhält eine Mischung aus
kompositioneller und struktureller Unordnung. Weiterhin kann man die Atome so stark um-
verteilen (c), dass kovalente Bindungen im Kristall gebrochen werden � dann spricht man von
topologischer Unordnung (topological disorder) oder sogenannten unabgesättigten Störstellen
(dangling bonds).

�� �� ����

Abb. 2.1.: Die verschiedenen Arten von Unordnung: 0) geordnete Struktur, a) kompositionelle
Unordnung, b) strukturelle Unordnung und c) topologische Unordnung (unabge-
sättigte Störstellen)

Anhand dieser Aufzählung sieht man, dass es nicht möglich ist, eine geschlossene Theorie für
�ungeordnete Halbleiter� zu entwickeln. Der analytische Zugang zu realen Systemen gelingt
auch nur näherungsweise, weshalb man gezwungenermaÿen Simulationen am Computer durch-
führen muss. Und selbst hier gelingt die Beschreibung nur näherungsweise, da man z.B. nie
alle Teilchen eines ungeordneten quantenmechanischen Systems betrachten kann, sondern auf
Korrelationen zwischen einer endlichen und i.a. relativ kleinen Anzahl von Teilchen beschränkt
ist.

In der vorliegenden Arbeit sollen vor allem compositional disorder im Fall von Ga(AsBi) und
dangling bonds im Fall von Halbleiternanokristallen untersucht werden. Dabei ist zu klären,
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

wie die Simulation dazu auszusehen hat und ob sie in der Lage ist, Messdaten qualitativ,
möglicherweise sogar quantitativ wiederzugeben.

2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

So vielfältig wie Unordnung ist, so vielfältig sind auch die Theorien über Unordnung. Ein
Grundproblem � die Schrödingergleichung im ungeordneten Potential zu lösen � muss für
verschiedene Arten von Unordnung unterschiedlich angegangen werden. Beispielsweise kann
man im Falle von kompositioneller Unordnung Blochfunktionen als Basis rechtfertigen (solange
die Kristallstruktur durch den Substituenten nicht zu stark gestört wird), was bei struktureller
Unordnung unmöglich ist.

Schlieÿlich kann man die Wellenfunktion nicht direkt messen, sondern es werden abgeleitete
Gröÿen wie z.B. Leitfähigkeit, Widerstand und Photolumineszenzspektren betrachtet, sodass
die Information, die man aus der Wellenfunktion erhalten möchte, in eine Messgröÿe umge-
rechnet werden muss � in unserem Fall: zeitabhängige Photolumineszenzspektren. Damit führt
die reine Lösung der Schrödingergleichung nicht zum Ziel, sondern für unsere Zwecke ist es
i.d.R. ausreichend, davon auszugehen, dass die Wellenfunktion lokalisiert ist. Der Lokalisie-
rungsradius wird dann zu einem Parameter.

2.2.1. Punktdefekte im Gitter

Es gibt mehrere Ursachen für Lokalisierung von Wellenfunktionen. Die einfachste davon ist ein
Punktdefekt. Diesen kann man sich wie eine zusätzliche Potentialmulde im Kristallpotential
vorstellen, die einen Ladungsträger einfängt.

Dieses Potential kann man wie einen geladenen Defekt betrachten, da es z.B. auch bei Git-
terverspannungen zu unvollständiger Abschirmung der Kernpotentiale kommt und sich eine
e�ektive Ladung des Defektes einstellt. Es ist nicht überraschend, dass dieser geladene Defekt
im Kristallpotential wassersto�atomähnliche Wellenfunktionen mit sich bringt. Dabei werden
die Zustände als nicht entartet vorausgesetzt und das Kristallgitter besitzt der Einfachheit we-
gen keine ausgezeichnete Richtung. Das soll im Folgenden kurz skizziert werden, wobei Details
bzw. der isotrope und entartete Fall in [17],S.3 �. nachgelesen werden können:

In einem Kristallgitter mit den Blochwellenfunktionen

φλ,k =
1√
V0
uλ,k e

ikr (2.1)

mit den zugehörigen gitterperiodischen Funktionen uλ,k (λ - Quantenzahl für Spin und Band,
k- Quasiimpuls) und dem Quantisierungsvolumen V0 gibt es einen Defekt mit dem Coulomb-
Störpotential (in SI-Einheiten)

U(r) =
e2

4πε0εrr2
. (2.2)

ε0 ist die Dielektrizitätskonstante, εr die dielektrische Permeabilität des Materials und H0

bezeichnet den Hamiltonian eines Teilchens im periodischen Gitterpotential mit
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2. Grundlagen zum Hopping

H0 = − ~2

2m0
∆ + V (r) , (2.3)

woebi m0 die Masse des freien Ladungsträgers ist. Wir beschränken uns im Folgenden auf
anisotrope Systeme in e�ektiver-Masse-Näherung (mit der e�ektiven Masse me�)

E(k) =
~2k2

2me�
(2.4)

und betrachten nun das gestörte Hamiltonproblem

(H0 + U(r)) Ψ = EΨ . (2.5)

Als Ansatzwellenfunktionen kann man die Blochfunktionen verwenden, nach denen die Lösung
entwickelt wird:

Ψ(r) =
∑
n′,k′

Bn′(k)φn′,k′(r) (2.6)

Setzt man diesen Ansatz in das gestörte Hamiltonproblem (2.5) ein, multipliziert mit ψ∗nk
von rechts und integriert über das Kristallvolumen, dann erhält man unter Verwendung der
Normierungsbedingung für Blochfunktionen

1

V0

∫
φn′k′(r)φ∗nk(r) d3r = 〈φn′k′ | φnk〉 = δnn′δkk′ (2.7)

und die Gleichung für die Entwicklungskoe�zienten

[En(k)− E]Bn(k) +
∑
n′,k′

〈ψn′k′ |U(r) |ψnk〉︸ ︷︷ ︸
Un
′,k′

n,k

B′n(k′) = 0 . (2.8)

mit den Energieeigenwerten H0Ψ = En(k)Ψ. Unter Berücksichtigung der Vorassetzung, dass
die Störung klein sein soll, kann man das Matrixelement Un

′,k′

n,k vereinfachen, indem man
annimmt, dass die relevanten Beiträge dieses Matrixelements bei kleinen k liegen und man
deshalb statt des Integrals über den gesamten k-Raum den Gammapunkt k = 0 betrachtet,
d.h. man schreibt die Gitterwellenfunktionen u∗n,k ≈ u∗n,0 und un′,k′ ≈ un′,0. Diese Näherung
ist nur für kleine, nichtperiodische Störungen gültig. Dann schreibt sich das Matrixelement
wie folgt:

Un
′,k′

n,k =
1

V0

∫
u∗n,kun′,k′e

i(k−k′)rU(r) d3r ≈︸︷︷︸
∗

1

V0

∫
u∗(r)n,0u(r)n′,0 d3r︸ ︷︷ ︸

δnn′

∫
ei(k−k′)rU(r) d3r .

(2.9)

Aufgrund der schnellen Oszillationen u(r)n′,0 der Gitterwellenfunktionen im Ortstraum und
dem langsam variierenden Term ei(k−k′)rU(r) kann man das obige Integral an der Stelle (*)in
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

das Produkt zweier Integrale überführen. Aus der Orthogonalität der Blochfunktionen (Glei-
chung (2.7)) sieht man wiederum, dass das erste Integral zu δnn′ wird und sich die Gleichung
(2.8) stark vereinfachen lässt. Das restliche Integral

Ukk′ :=

∫
ei(k−k′)rU(r) d3r = − e2

ε0εrV0(k− k′)2
(2.10)

ist das fouriertransformierte Coulombpotential. Aus Gleichung (2.8) wird

[En(k)− E]Bn(k) +
∑
k′

Ukk′Bn(k′) = 0 . (2.11)

Setzt man nun die Dispersionsrelation der Blochwellenfunktionen ein (Gleichung (2.4)) und
schreibt man das transformierte Coulombpotential aus, erhält man:

[
~2k2

2me�
− E

]
Bn(k)− e2

ε0εrV0

∑
k′

1

(k− k′)2
Bn(k′) = 0 . (2.12)

In Gleichung (2.9) wurde die Näherung verwendet, dass man die Summation über die Bril-
louinzone gut durch den Beitrag von k = 0 abschätzen kann. Das bedeutet auch, dass man
die Summation (statt streng genommen nur über die erste Brillouinzone zu summieren) ohne
groÿe Fehler bis auf unendlich ausweiten kann, da die Terme nur einen geringen Beitag liefern.
Es folgt, dass man die Lösung der Entwicklungskoe�zienen Bn(k) gar nicht erst durchführen
muss, sondern aufgrund der Summation über alle k kann man diese Gleichung als Entwicklung
einer ortsabhängigen Funktion F (r) nach k betrachten. Durch Multiplizieren der Gleichung
(2.12) mit eikr und unter Verwendung der Entwicklung

F (r) =
1√
V0

∑
k

Bn(k)eikr (2.13)

erhält man die Gleichung für die Wassersto�wellenfunktion

(
− ~2

2me�
∆− e2

4πε0εrr

)
F (r) = EF (r) . (2.14)

Die Lösungen sind bekannt. Die Energien lauten

En = − 1

n2

e4me�

2ε20ε
2
r~2

(2.15)

und die Wellenfunktion für den Grundzustand lautet

F0(r) =
1√
πα3

e−
r
α . (2.16)

Dabei ist α = ~ε0εr/(me�e
2) der sogenannte Lokalisierungsradius der Wellenfunktion. Das ist

jedoch noch nicht die Lösung für unsere ursprünglich gesuchte Gleichung (2.5). Diese erhält

9



2. Grundlagen zum Hopping

man, wenn man aus der Grundwellenfunktion F (r) die Transformation in die Entwicklungs-
koe�zienten der Wellenfunktion Bn(k) durchführt, diese in die Gleichung (2.6) einsetzt und
schlieÿlich das wichtige Ergebnis erhält:

Ψ(r) = un,0(r)F (r) . (2.17)

Damit ist die Wellenfunktion eines gestörten Gitterpotentials das Produkt aus der Gitter-
wellenfunktion und einer wassersto�artigen, einhüllenden Wellenfunktion. Es ist anzumerken,
dass die Bohrradien dieser Wellenfunktion ziemlich groÿ werden, z.B. das Paradebeispiel der
Verbundhalbleiter GaAs besitzt eine Permeabilität von εr = 12, 6, was einem Lokalisierungsra-
dius von ca. α ≈ 100Å entspricht. Damit ist dieses Modell nur für schwach dotierte Halbleiter
anwendbar. Bei höheren Konzentrationen ist es keine gute Näherung, da sich Wellenfunktionen
überlappen werden.

Dennoch treten in Mischlegierungen � also Halbleitermaterialien mit wesentlich höherer Stör-
stellenzahl � genauso lokalisierte Zustände auf. Diese muss man jedoch anders behandeln. Man
kann keine delokalisierten Blochwellenfunktion als Basis verwenden, sondern man bedient sich
lieber den im Ortsraum lokalisierten Wannierfunktionen:

aλ(Rn, r) =
1√
N

∑
k

exp(ikRn)φλ,k(r) =
1√
N

∑
k

exp(ik(r−Rn))uλ,k(r) . (2.18)

Dabei ist N die Anzahl der reziproken Gittervektoren (als Normierung) und Rn ein Git-
tervektor. k läuft über die erste Brillouin-Zone. Die Wannierfunktionen entstehen durch die
Entwicklung der periodischen Blochfunktionen nach einem räumlichen Funktionensatz � den
Wannierfunktionen. Die Inversion dieser Entwicklung liefert die in Gleichung (2.18) dargestell-
te Beziehung.

Formal bietet sich die zweite Quantisierung an, um z.B. Übergänge lokalisierter Wellenfunktio-
nen von Zustand i in Zustand j zu beschreiben. Dabei kann es sein, dass die Energiedi�erenz
zwischen zwei lokalisierten Zuständen so hoch ist, dass das Teilchen nicht ohne Wechselwir-
kung mit einem weiteren Teilchen � dem Phonon � den Zustand wechseln kann. Diesen pho-
nonassistierten Übergang nennt man Hopping. Den Phononen in ungeordneten Materialien ist
Kapitel 2.2.4 auf Seite 18 gewidmet.

2.2.2. Lokalisierung der Einteilchen-Wellenfunktion in ungeordneten
Potentialen

In ungeordneten Systemen treten unter bestimmten Bedingungen lokalisierte Wellenfunktio-
nen auf. Einsichtig ist das für den 1-dimensionalen Fall, z.B. das sog. ungeordnete Kronig-
Penney-Modell. Dabei stellt man sich ein Potential vor, das aus δ-Peaks besteht, die nicht in
einem festen Abstand wie beim Kronig-Penney-Modell (links in Gl.(2.19)) angeordnet sind,
sondern in unregelmäÿigen Abständen (rechts):

V (x) =

∞∑
i=−∞

~2

2m
Ω0δ(x− ia) V (x) =

∞∑
i=−∞

~2

2m
Ωiδ(x− xi) (2.19)
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

Eine Veranschaulichung be�ndet sich in Abb. 2.2. Das Grundergebnis des bekannten Kronig-
Penney-Modells ist, dass die Wellenfunktionen gitterperiodische Funktionen im Ort sind und
sich eine Bandstruktur mit erlaubten und verbotenen Bereichen ausbildet. Beim ungeordneten
Gitter �ndet man keine Wellenfunktion, die das Gitter überstreicht und nicht divergent ist.
Man �ndet also nur physikalisch sinnvolle Lösungen der Schrödingergleichung, die lokalisiert
sind. Detailliertere Herleitungen kann man, z.B. in [21] und [26] �nden. Damit könnte man das
Kapitel auf sich ruhen lassen und sich darauf zurückziehen, dass es nur lokalisierte Zustände
in ungeordneten Systemen gibt.

� � �� �������

�

Abb. 2.2.: Das Standard-Kronig-Penney-Potential (links) und das ungeordnete (rechts). Wäh-
rend man bei dem ersten delokalisierte Lösungen mit erlaubten und verbotenen
Energiebereichen �ndet, gibt es im ungeordneten Potential nur lokalisierte oder
divergente Zustände.

Diese Resultate kann man auf zwei Dimensionen ausweiten, jedoch sieht das in drei Dimensio-
nen ganz anders aus. Hier konkurrieren lokalisierte Wellenfunktionen mit delokalisierten, die
jedoch nicht kohärent sein müssen, so wie das im Kristallgitter der Fall ist. Es müssen Kri-
terien gefunden werden, an denen man festmachen kann, ob es erstens lokalisierte Zustände
gibt und zweitens wann eine konkrete Wellenfunktion lokalisiert ist. An dieser Stelle spielt das
Anderson-Modell [27] eine fundamentale Bedeutung. Im 1-dimensionalen Anderson-Modell
stellt man sich die in Abb. 2.3 (links) gezeigte Potentiallandschaft vor.

Den Hamiltonoperator dieses Problems kann man wie folgt darstellen (in 2. Quantisierung):

�

����

���
�

���

�

����������	


�����������	

�

Abb. 2.3.: Links: Das Potential im Anderson-Modell: Die Tiefe der Potentialtöpfe ist im In-
tervall von

[
−W

2 ,
W
2

]
energetisch gleichverteilt.

Rechts: Die Zustandsdichte zum Anderson-Modell: Alle Zustände im Bereich
[−B

2 ,
B
2 ] sind delokalisiert und gehören zu Resonanten Sites, alle auÿerhalb

lokalisiert.
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2. Grundlagen zum Hopping

H =
∑
n

Enc
†
ncn +

∑
mn

Vmnc
†
mcn (2.20)

Dabei sind c†n bzw. cn Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren des Zustandes n und Vmn
ist der Überlapp der Wellenfunktion zwischen Nachbarszuständen m und Zustand n. Dabei
nimmt man Wannierfunktionen als Basis [21], S.441, also einen lokalisierten Funktionensatz.

Das Anderson-Modell soll die Frage nach lokalisierten Zuständen beantworten. Diesen Begri�
füllt Anderson mathematisch, in dem er die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Wellenfunktion
eines konkreten Zustandes n für t → ∞ betrachtet. Ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
betrachteten Raumbereich von 0 verschieden, handelt es sich um einen lokalisierten Zustand,
mathematisch gesprochen:

lim
t→∞
|Ψi(t)|2 > 0 (2.21)

Ist diese Wahrscheinlichkeit 0, dann ist der Zustand delokalisiert. Für das Anderson-Modell
�ndet man, dass das charakteristische Kriterium für einen lokalisierten Zustand vom Verhältnis
der Bandbreite B des Zustands zu W abhängt. Diese Bandbreite B, dargestellt in Abb. 2.3,
rechts, ist so de�niert, dass alle Sites2, die im Energiebereich [−B/2;B/2] liegen, als resonante
Sites betrachtet werden und alle auÿerhalb dieses Energiebereiches als nicht-resonant (Ref.
[17], S.33). Ist dieses Verhältnis B/W gröÿer als die zugehörige Perkolationsschwelle3 xc(s)
des Gitters bzw. der Potentialanordnung, dann ist die Wellenfunktion delokalisiert. Ist sie
kleiner, dann ist sie lokalisiert:

W

B
=

1

xc(s)
. (2.22)

Dieses Kriterium wird in Ref. [23], Kap. 9.9 analog zum Grundlagenpaper von Anderson
[27] abgeleitet. Der Ansatz wird über Gleichung (2.21) gemacht. Dabei bedient man sich der
Green-Funktion im Energieraum, G(E), um die Selbstenergie des Zustandes zu berechnen.
Konvergiert diese, ist die Wellenfunktion ein Eigenzustand dieses Sites i (für alle Zeiten) und
die Wellenfunktion ist lokalisiert. Die Beiträge zur Selbstenergie laufen über alle möglichen,
geschlossenen Pfade des Gitters, die in i starten und wieder enden. Durch eine Reihe von An-
nahmen und Umformungen landet man bei einem Integral, dessen Konvergenz davon abhängt,
ob das Verhältnis W/B < e ist. Das ist das Ergebnis des Artikels [27] und stellt eine gute
Näherung dar. Seitdem wurde diese Methode verfeinert und in Zusammenhang mit der Perko-
lationstheorie gebracht, die die o.g. Beziehung zutage brachte. Typische Perkolationsschwellen
für verschiedene, 3-dimensionale Gitter liegen im Bereich von 0.2 bis 0.4 (siehe [23], S.375),
was durchaus der Gröÿenordnung 1/e ≈ 0.37 entspricht.

Die Bandbreite als Kriterium ist hier jedoch nicht praktikabel, da man die Bandbreite nicht
direkt aus dem Potential ablesen kann. Deshalb sucht man einen Zusammenhang zwischen

2Sites sind lokalisierte Zustände eines Systems.
3Die Perkolationsschwelle gibt i.A. an, wann ein Cluster verbundener Sites sich über das gesamte System
erstreckt. Angewandt auf die Wellenfunktion bedeutet das, dass der Überlapp zweier Sites so groÿ ist, dass
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der für t = 0 zu Site i gehörenden Wellenfunktion für groÿe Zeiten gegen
0 geht. Details zur Perkolationstheorie kann man im Anhang A auf Seite 89 nachlesen.
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

Bandbreite und Überlapp V . Betrachtet man die Wellenfunktionen als exponentiell abfallend4,
dann kann man V ≈ B

4 abschätzen und erhält ein grobes Kriterium für die Lokalisierung einer
Wellenfunktion. Dieser Faktor 4 resultiert aus der Betrachtung topologischer Eigenschaften
eines unendlichen Clusters, der sich wie ein Netzwerk langer, eindimensionaler Ketten verhält.
Diese Argumentation ist in Ref. [17], S.34 bzw. Kap. 5, ausführlicher dargestellt. Damit erhält
man folgendes Kriterium für den Anderson-Übergang:

4V

W
= xc(s) bzw.

W

V
=

4

xc(s)
. (2.23)

Die Grenze für den Energiebereich der Wellenfunktion, oberhalb derer die Lokalisierung auf-
gehoben wird, nennt man auch Mobilitätskante und den zugehörigen Übergang Anderson-
Übergang. Er ist auch als �Metall-Isolator-Übergang� bekannt, denn ein ungeordnetes Material
mit einem Ferminiveau unterhalb der Mobilitätskante ist isolierend und oberhalb metallisch
leitend. Die Leitfähigkeit in Abhängigkeit von der Energie der Wellenfunktion im Bereich des
Andersonübergangs wird durch sog. kritische Exponenten beschrieben, die nur von der Di-
mension des Gitters abhängen. Etwas mehr dazu be�ndet sich im Kapitel A auf Seite 89 über
Perkolationstheorie.

Die andere Frage ist, wie die Wellenfunktionen im ungeordneten Regime aussehen. Dabei kann
man für tiefe Potentialmulden den Ansatz des endlich tiefen Potentialtopfes machen, indem
man argumentiert, dass in der Umgebung um ein solches Niveau eine Potentiallandschaft
existiert, deren Maximum betragsmäÿig viel kleiner als das Minimum des Grundzustandes der
Potentialmulde ist. (siehe Abb. 2.4) Dann kann man die Lösung des endlich tiefen Potenti-
altopfes verwenden und stellt eine exponentiell abfallende, wassersto�artige Wellenfunktion
(Radialanteil) fest:

Ψ(r) ∼ exp
(
− r
α

)
. (2.24)

Die Lokalisierungslänge α beträgt α = ~√
2mE

. Die Lokalisierungslänge hängt also von der Tiefe
E des Potentialtopfes ab. Verkleinert man jedoch diese Tiefe, kommt man in ein Regime, in
dem man auf α(E) ∼ E−2/3 tri�t [20], S.109 bzw. [28, 29]. Letztendlich muss man sicherstellen,
dass innerhalb dieser Lokalisierungslänge kein weiterer, lokalisierter Zustand liegt.

Eine Wellenfunktion muss nicht nur exponentiell abfallen, sondern die Schrödingergleichung
lässt auch potenzförmig lokalisierte Wellenfunktionen zu:

Ψ(r) ∼ r−nχ(θ, φ) . (2.25)

χ(θ, φ) ist eine quadrat-integrable Funktion und gibt den Winkelanteil der Wellenfunktion an.
Diese Art der Lokalisierung tritt dann auf, wenn das Potential im asymptotischen Verhalten
ähnlich wie V (r) ∼ −1/r2 aussieht. Damit wird die Lösung der Schrödingergleichung eine
Potenzfunktion, da sie auf eine Di�erentialgleichung vom Euler-Typ gebracht werden kann.
Der Exponent n hängt dabei nur von der Normierung der Wellenfunktion ab. Eine solche
4Das ist nicht immer der Fall, denn es gibt auch potenzförmig lokalisierte Zustände, d.h. Ψ(x) ∼ (x/α)−γ ,
siehe z.B. [20], Kap. 2.11. Diese sind zwar lokalisiert, aber liegen direkt an der Bandkante. Mehr dazu in
Abschnitt 2.2.2.
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Abb. 2.4.: Das asymptotische Gebiet einer stark lokalisierten Wellenfunktion. Die Potential-
mulde im Ursprung kann näherungsweise als Kastenpotential endlicher Tiefe auf-
gefasst werden (siehe Text)

Lösung wird in [20],S.110 als instabil eingestuft, weil die Ionisationsenergie dieses Zustandes
verschwindet. Damit liegen diese Zustände direkt an der Mobility-Edge.

In Ref. [30] werden lokalisierte Wellenfunktionen mit exponentieller und algebraischer Lokali-
sierung in einem 1-dimensionalem System direkt beobachtet. Die Autoren beobachten dabei ein
Bose-Einstein-Kondensat (BEC) aus Rubidium-Atomen in einem irregulären Laser-speckle-
muster und messen die Ausdehnung der Rubidium-Atome über deren Fluoreszenz mit und
ohne Laseraktivität. Obwohl dieses Potential nur schwach ist, reicht es aus, um das BEC auf
einem gewissen Raumgebiet einzusperren. Die algebraische Lokalisierung tritt dort nur ober-
halb der �Mobilitätskante� auf. (Da Zustände in 1-dimensionalen, ungeordneten Systemen
immer lokalisiert sind, gibt es keine ausgedehnten Wellenfunktionen und der Begri� Mobili-
tätskante ist hier etwas irreführend.) Jedoch stützt dieses Ergebnis die Argumentation und
potenzförmige Lokalisierung spielt unterhalb der Mobilitätskante keine Rolle.

2.2.3. Übergang zwischen lokalisierten Zuständen

Mit der Frage des Übergangs zweier lokalisierter Wellenfunktionen ineinander haben sich Mil-
ler und Abrahams in [18] grundlegend beschäftigt. Der Übergang zweier Wellenfunktionen
ineinander kann aufgrund des Energieunterschiedes nur durch Absorption bzw. Emission ei-
nes Phonons passieren. Dabei gehen sie von einer lokalisierten Wellenfunktion im schwach
gestörten Gitter aus (siehe Kapitel 2.2.1 auf Seite 7):

ψi(r) = F (r)φ(r) . (2.26)

Es ist φ(r) die Blochfunktion des Leitungsbandes des Festkörpers und F (r) als

F (r) =
1√
πα3

e−
r
α (2.27)

einhüllende wassersto�artige Wellenfunktion. Auf eine Betrachtung des entarteten Falles mit
anisotroper, e�ektiver Masse, wie es direkt in Ref. [18] getan wurde, wird an dieser Stelle
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

verzichtet und aus Gründen der Übersicht eine einfachere Darstellung gewählt, die auch in
Ref. [17], Kap. 1.4.2 verwendet wird.

Die Gesamtenergie zweier Wassersto�wellenfunktionen setzt sich aus 3 Beiträgen zusammen:

Ei,j = −E0 −
e2

4πε0rij
± Iij . (2.28)

Der Term−E0 ist der Beitrag des zugehörigen Bandes im Kristall, e2

4πε0rij
ist der Energiegewinn/-

verlust durch die Coulombwechselwirkung mit rij = |ri − rj | und Iij ist ein Beitrag, der durch
den Überlapp der Wellenfunktionen verursacht wird, die sog. Resonanzenergie. Diesen kann
man wie folgt abschätzen:

Iij = L− SJ = −
〈
ψi

∣∣∣∣ e2

4πε0ri
ψj

〉
+ 〈ψi| ψj〉

〈
ψi

∣∣∣∣ e2

4πε0rj
ψi

〉
. (2.29)

L steht dabei für die Coulombwechselwirkung des Potentials i mit dem der Wellenfunktion
des Sites j, S für den Überlapp der Wellenfunktionen im Zustand i und j und J für die
Wechselwirkung des i-ten Zustandes mit dem Coulombpotential, das von Zustand j ausgeht.
ri bezeichnet den Abstand des Ortsvektors vom i-ten Zenrum: ri = |r− ri| ist

L =−
〈
ψi
∣∣ [e2/(4πε0ri)]ψj

〉
J =−

〈
ψi
∣∣ [e2/(4πε0rj)]ψi

〉
S = 〈ψi| ψj〉 (2.30)

Setzt man hier wassersto�artige Wellenfunktionen mit der Lokalisierungslänge α an, bekommt
man das Ergebnis

Iij =
2

3

(
e2

4πε0α

)(rij
α

)
exp

(
−rij
α

)
. (2.31)

Dabei wurde die LCAO-Näherung verwendet (die Wassersto�wellenfunktionen sind hier die
Ansatzwellenfunktionen) und diese lässt sich rechtfertigen, weil die Resonanzenergie klein
im Vergleich zur Energiedi�erenz ∆Eij = V (rj) − V (ri) der beiden Zustände i und j ist.
Die aus den �Atomorbitalen� resultierenden Wellenfunktionen Ψi bzw. Ψj müssen nun in die
entsprechenden �Molekülorbitale� (aufgrund der Kopplung) transformiert werden:

Ψ′i =Ψi +
Iij

∆Eij
Ψj

Ψ′j =Ψj −
Iij

∆Eij
Ψi (2.32)

Dieser Energieunterschied beimWechsel des Zustands von Niveau i ins Niveau j muss ausgegli-
chen werden. Da Phononen im Material Energien im meV-Bereich besitzen und die Übergänge
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2. Grundlagen zum Hopping

in diesem energetischen Bereich liegen, �nden diese Prozesse unter Wechselwirkung mit einem
Phonon statt. Die Übergangsrate zwischen zwei Zuständen unter Ein-Phononabsorption lässt
sich schreiben als

νij =
2π

~
V0

(2π)3

∫
|Mq|2 δ(~sq −∆Eij) d3q . (2.33)

Hier ist V0 das Kristallvolumen, über das gemittelt wird, s die Schallgeschwindigkeit, q
der Wellenzahlvektor der Phononen, Nq bezeichnet die Phononenzahl und Mq den Wech-
selwirkungshamiltonian der Wellenfunktion mit dem Phononfeld. Diese Beziehung wird in
Abschnitt 2.2.5 auf Seite 19 genauer beschrieben. Mq berechnet sich zu

Mq = iE1

(
~qNq

2V0sd

)1/2 ∫
Ψ′je

iqrΨ′i d3r . (2.34)

Die Konstante E1 ist die sog. Deformationspotentialkonstante. Sie gibt an, welche Energie
durch die Bewegung des Ladungsträgers von seinem Ausgangszustand i hin zum ionisierten
Endzustand j durch Deformation im Festkörper entsteht bzw. aufgebracht werden muss. d ist
die Kristalldichte. Weiteres Einsetzen der Wassersto�wellenfunktionen, die Verwendung der
Näherung, dass qrij >> qα und Auswertung der auftretenden Integrale liefert (Details in [17],
Kap. 4.2.1)

|Mq|2 =
~qE2

1

2dV0s

(
Iij

∆Eij

)2

N2
q (1− cosqrij)

[
1 +

(qα
2

)2
]−4

. (2.35)

Einsetzen von Iij (Gl. (2.31)), Auswertung des Integrals in Gleichung (2.33) (Die Mittelung
über alle q lässt den Term cosqrij verschwinden) und die Verwendung der Planckverteilung
für die Phononenzahl Nq (thermisches Gleichgewicht) führt zur bekannten Miller-Abrahams-
Übergangsrate

νij = ν0
ij exp(−2rij/α)N(∆Eij) , (2.36)

wobei die Abkürzungen

ν0
ij =

E2
1∆Eij
πds5~4

(
2e2

3ε0α

)2 r2
ij

α2

[
1 +

(
∆Eijα

2~s

)2
]−4

(2.37)

und

N(∆Eij) =

[
exp

(
∆Eij
kBT

)
− 1

]−1

≈ exp

(
−∆Eij
kBT

)
(2.38)

darstellen. Die Näherung in Gleichung (2.38) gilt dabei für tiefe Temperaturen, da dann

exp
(

∆Eij
kBT

)
groÿ gegenüber 1 ist. Aus diesem Grund eignet sich die Simulation, die mit den
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

Miller-Abrahams-Übergangswahrscheinlichkeiten durchgeführt wird, für Temperaturen im Be-
reich von ∆E < kBT . ν0

ij ist die attempt-to-escape-frequency oder Debyefrequenz und gibt an,
wie oft die Wellenfunktion pro Zeiteinheit versucht, das Site i zu verlassen.

Prinzipiell ist diese Herleitung nur für leicht gestörte, kristalline Systeme gültig. Da aber nur
der Ansatz über die wassersto�artige Wellenfunktion damit begründet wird, ist dieses Modell
für alle wassersto�artig lokalisierten Zustände gültig, deren Überlapp klein ist. Auf ein gleiches
Ergebnis für νij mit einem intuitiven Ansatz für rein ungeordnete Systeme gelangt Ambegaokar
1971 [19], was diese Argumentation unterstreicht. Dabei wird sowohl die Abhängigkeit der
Tunnelrate zwischen lokalisierten Zuständen

νij ∼ exp(−2rij/α) (2.39)

als auch die Aussage, dass die Übergangsrate Γ0
ij = Γ0

ji im thermischen Gleichgewicht zwischen
zwei Niveaus unterschiedlicher Energie gleich sein muss, zugrunde gelegt. Setzt man für die
Besetzung dieser Niveaus Fermiverteilungen an, so erhält man die Temperaturabhängigkeit
des Verhältnisses der Hoppingwahrscheinlichkeit über

νij = νji exp(−∆Eij/(kBT ))
1 + exp((Ei − EF )/(kBT ))

1 + exp((Ej − EF )/(kBT ))︸ ︷︷ ︸
≈1

, (2.40)

wobei EF die Fermi-Energie kennzeichnet. In Kombination dieser Wahrscheinlichkeiten erhält
man Gleichung (2.36).

Der letzte Bruch ist dann in etwa 1, wenn a) die Temperatur des Systems gering ist, b) die
Energiedi�erenz zwischen den beiden Niveaus klein (gegenüber kBT ) ist oder c) die Niveaus
nahe an der Fermikante liegen. Man erkennt bereits in diesem Näherungsansatz, dass die
Gleichung für groÿe Energiedi�erenzen ∆Eij relativ schlecht gerechtfertig ist.

Sobald die Energiedi�erenz die Phononenergie übersteigt, kommen zusätzlich nur Mehrphono-
nenübergänge für den Übergang infrage, sodass die Miller-Abrahams-Übergangsraten in der
Form nicht mehr funktionieren. Für geringe Energiedi�erenzen kann man sie vernachlässi-
gen, da Mehrphononprozesse deutlich unwahrscheinlicher als Einphononprozesse sind, da sie
Übergänge höherer Ordnung darstellen. In [31] werden Multiphononprozesse auf Basis der
Miller-Abrahams-Rate in der Form

νmulti
ij = νij exp

(
−γ∆E

~Ω

)
(2.41)

einbezogen. ~Ω ist die Phononenergie in eV und γ ist ein Skalierungsfaktor, der in der Nähe
von 1 liegt. ∆E ist die vorzeichenlose Energiedi�erenz zweier Zustände.

In [21], Kap. 10.2.2 wird folgender Term für die Debye-frequenz angegeben:

ν0
ij =

E2
1A

2
0∆Eij

πρ0s5~4
. (2.42)
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2. Grundlagen zum Hopping

A0 ist hier der Überlapp der Wellenfunktionen, der alle sich in Gl. (2.37) unterscheidenden
Terme erklärt � auÿer das Abstandsverhältnis r2

α2 (das auch im Paper von Miller und Abra-
hams auftritt). Kritisch bleibt die Frage, ob man diesen Term berücksichtigen muss oder ob
man aufgrund der Näherung r >> α, die auch in der Herleitung gemacht wurde (LCAO-
Näherung), diese Abhängigkeit vernachlässigen kann, da dann die Exponentialfunktion die
Potenz dominiert. In der Simulation kann man deshalb nur im Niedrigdichtefall bzw. bei tie-
fen Temperaturen arbeiten, um die Näherungen zu erfüllen. Man kann diesen Faktor

(
r
α

)2
dahingehend rechtfertigen, weil Miller und Abrahams Coulombwechselwirkung in Betracht
gezogen haben und daher naheliegende Sites � im Gegensatz zur Tunnelrate � abstoÿende
Eigenschaften besitzen. Aufgrund der LCAO-Näherung ist dieser Bereich sowieso nur schwer
zugänglich.

In Ref. [19] als auch in Ref. [32],S.25 wird dazu argumentiert, dass ν0 nur schwach von rij und
∆Eij abhängt und in der Hauptsache eine Funktion der Phononzustandsdichte, der Elektron-
Phonon-Kopplungsstärke und anderen Materialeigenschaften ist.

2.2.4. Dynamische Anregungen in ungeordneten Materialien

Da die Elektron-Phonon-Wechselwirkung eine ausgezeichnete Rolle beim Hopping spielt, muss
man auch Phononen (oder besser: dynamische Anregungen) in ungeordneten Systemen be-
trachten. Das klassische Phonon gibt es in der Form nicht in ungeordneten Systemen � jedoch
im Kontinuumslimes, in dem das System als kontinuierlich betrachet werden kann, da die
Wellenlänge des Phonons viel gröÿer als die inneratomaren Zustände ist. Darauf wird in [23],
Kap. 11.2 vertieft eingegangen.

Für Phononenzustände mit Wellenlängen im Bereich der inneratomaren Abstände kann man
in Analogie zu den Wellenfunktionen in ungeordneten Systemen argumentieren: Phononen
besitzen die Gitterperiodizität bzw. die kurzreichweitige Periodizität der Nahordnung mit
einer einhüllenden, langsam abfallenden Wellenfunktion, die das Analogon zur Wassersto�-
einhüllenden der Gitterwellenfunktion ist. Damit besitzen die Anregungen nur eine begrenzte
Reichweite und das zugehörige Phononspektrum wird kontinuierlich.

An sich ist dieses Kapitel ein Forschungsgebiet der letzten Jahre. Beispielsweise hat sich Schir-
macher in [33, 34] mit dem Wärmetransport in glasartigen Materialien beschäftigt als auch
Gurevich et al. in [35, 36]. Dabei wird die Beobachtung gemacht, dass das Phononspektrum
in glasartigen Materialien komplett umverteilt wird und ein Verhalten zeigt, dass man Boson-
Peak nennt5. Da wir es in dieser Arbeit aber nicht in erster Linie mit rein glasartigen, sondern
im Grunde mit z.T. gestörten Kristallstrukturen zu tun haben, sollte dieser E�ekt nicht zum
Tragen kommen.

In Kapitel 4.3.2 auf Seite 49 werden bei einzelnen Proben Phononrepliken beobachtet. Diese
sind nur sichtbar, wenn das Phononspektrum einen sehr schmalen Peak besitzt und damit eine
gute Kristallstruktur vorliegt. Das ist ein Indiz dafür, dass die Näherungen sowohl im folgenden
Kapitel als auch bei der Herleitung der Miller-Abrahams-Raten für unser Materialsystem
sinnvoll sind, selbst wenn in der Mehrzahl der Proben keine Phononrepliken auftreten.

5Dabei stellt man fest, dass die Wärmekapazität glasartiger Materialien ein Plateau bei ca. 10K (bzw. ca.
1/10 der sog. Debye-Temperatur) besitzt und danach wieder ansteigt und in eine Sättigung übergeht. Das
macht sich als Peak in der reduzierten spezi�schen Wärme C(T )/T 3 bemerkbar und kann auf einen Peak
in der reduzierten Zustandsdichte g(ω)/ω2 zurückgeführt werden � der sog. Boson-Peak.
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2.2. Theoretische Behandlung von Unordnung

2.2.5. Elektron-Phonon-Wechselwirkung im Halbleiter

In Ref. [18] wird der Gleichung (2.33) ein Elektron-Phonon-Hamiltonian zugrunde gelegt, auf
den nicht näher eingegangen wird. Diese Gleichung kann man mit Mitteln der 2. Quantisierung
herleiten, wie es in [20],Kap. 4.3 bzw. in Ref. [32] getan wurde. Dabei geht man so vor, dass
man die Bewegungsgleichung für den Dichteoperator aufstellt und die Übergänge von Zustand
λ nach λ′ daraus extrahiert. Dazu benötigt man den Hamiltonoperator für Elektron, Phonon
und Elektron-Phonon-Wechselwirkung und einige Beziehungen zur Dichtematrix.

Ausgangspunkt für die Herleitung ist der Hamiltonoperator

H = He +Hph +He,ph , (2.43)

wobei He der Einelektronenoperator ist, Hph der Hamiltonoperator für das Phonon und He,ph

der Wechselwirkungshamiltonian zwischen Elektron und Phonon. Der Einelektronenoperator
schreibt sich in zweiter Quantisierung

He =
∑
λ

Eλa
†
λaλ . (2.44)

λ stellt hier die Quantenzahl für das Elektron dar (Spin, Band) und a†λ bzw. aλ fermionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Zustand λ. Es gelten die üblichen Antikommu-
tatorrelationen [aλ, aλ′ ]+ =

[
a†λ, a

†
λ′

]
+

= 0 und
[
a†λ, aλ′

]
+

= δλλ′ . Dabei sind die Basiswellen-

funktionen die Einelektronenwellenfunktionen |λ〉. Der Phononhamiltonian ergibt sich zu

Hph =
∑
q

~ωq(b†qbq + 1/2) , (2.45)

was der Darstellung einer Wellenfunktion im harmonischen Potential entspricht. b†q und bq
sind bosonische Erzeuger bzw. Vernichter eines Phonons mit dem Impuls q. Der Elektron-
Phonon-Wechselwirkungsterm beschreibt die Erzeugung eines Elektrons im Zustand λ′ unter
Vernichtung eines Elektrons im Zustand λ und eines Phonons mit Impuls q (Phononabsorp-
tion) als auch den inversen, also komplex konjugierten, Prozess � natürlich unter Summation
über alle möglichen Quantenzahlen λ, λ′ und q:

He,ph =
∑
λλ′q

Bq
λλ′a

†
λaλ′bq +B−qλλ′a

†
λ′aλb

†
q . (2.46)

Bq
λλ′ ist das Wechselwirkungsmatrixelement von Elektronen und Phononen

Bq
λλ′ =

〈
λ′
∣∣ Bq(x)

∣∣ λ〉 =
∑
κ

Bq(κ)
〈
λ′
∣∣ eiκx

∣∣ λ〉 , (2.47)

wobei im rechten Teil nach ebenen Wellen entwickelt wurde. Wir gehen von der Kontinuums-
annahme (siehe Kapitel 2.2.4 auf der vorherigen Seite) aus, dass ebene Schallwellen vorliegen.
Im Allgemeinen kann Bq(κ) eine komplizierte Funktion sein, die die Unordnung des Systems
enthält � in unserem Fall kann man es als
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2. Grundlagen zum Hopping

Bq(κ) = B(q)δκ,q mit B(q) = B(q) = i

√
E1 |q|
sdV0

(2.48)

darstellen, wobei s die Schallgeschwindigkeit ist, d die Dichte, E1 die Deformationspotential-
konstante und V0 das Quantisierungsvolumen ist. Die Hauptdiagonalelemente Bq

λλ verschwin-
den, da ein Phonon zwingend den Zustand des Elektrons verändern muss. Setzt man Gl. (2.48)
in Gl. (2.47) ein, steht Gleichung (2.34) da.

Damit sind alle Terme des Hamiltonoperators komplett. Nun soll der Übergang eines Elektrons
von Zustand i in den Zustand j betrachtet werden � das Ergebnis kann man aus der Dich-
tematrix ρ(t) extrahieren, deren Bewegungsgleichung im Heisenberg-Modell niedergeschrie-
ben werden soll. Alle explizit zeitabhängigen Operatoren sind Heisenbergoperatoren, der Rest
Schrödingeroperatoren, wobei die Beziehung

Â(t) = e−iHtÂ(0)eiHt (2.49)

gilt. Mit den De�nitionen für die reduzierte Dichtematrix

fλ1λ2(t) = Sp
(
ρ(t)a†λ1aλ2

)
(2.50)

und der Heisenbergbewegungsgleichung für die komplette Dichtematrix

∂ρ(t)

∂t
= −i~ [H, ρ(t)] , (2.51)

als auch den aus der Statistik bekannten Beziehungen zum Thema Spurbildung und Erwar-
tungswert eines Einteilchenoperators Â bzw. Â(t)

〈
Â
〉

= Sp ρ(t)Â(0) = Sp ρ(0)Â(t) (2.52)

kann man nun die Bewegungsgleichung für die reduzierten Einteilchendichtematrix für das
Elektron aufschreiben:

i~
∂fλλ′

∂t
+ (Eλ − Eλ′)fλλ′ =

∑
λ1qj

{
Bq
λ′λ1

〈
a†λaλ1β

(j)
q

〉
−Bq

λ1λ

〈
a†λ1aλ′β

(j)
q

〉}
, (2.53)

wobei β(1)
q = bq und β(2)

q = b†−q. Nach einer Rechnung, die den Rahmen dieser Diplomarbeit
sprengen würde und in Ref. [20, 32] näher ausgeführt ist, erhält man folgende Mastergleichung
für den Übergang von Niveau λ nach λ′:

∂fλ
∂t

= −
∑
λ′

{Wλλ′fλ(1− fλ′)−Wλ′λfλ′(1− fλ)} (2.54)

mit
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Wλλ′ =
sgn(Eλ − Eλ′)

1− exp
{
−Eλ−Eλ′

kBT

}wλλ′ (2.55)

wobei wλλ′ =
2π

~
∑
q

|Bλλ′ |2 δ(|Eλ − Eλ′ | − ~ωq) . (2.56)

Wλλ′ stellt die Übergangsrate zwischen Niveau λ und λ′ dar und enthält die Gleichgewichts-
besetzung der Niveaus. wλλ′ ist dabei die reine Übergangswahrscheinlichkeit für ein konkretes
Teilchen, während fλ, das dem Diagonalelement fλλ entspricht, die Besetzung des Niveaus
λ im thermodynamischen Gleichgewicht darstellt. Gleichung 2.56 ist identisch mit Gleichung
(2.33), wenn man die Summe in ein Integral überführt und die daraus resultierende Normie-
rung V0

(2π)3
berücksichtigt.

2.2.6. Vielteilchene�ekte

Vielteilchene�ekte beinhalten die Wechselwirkung von Elektronen auf den Sites. Damit wer-
den die Elektronen durch das Pauliverbot in ihrer Mobilität behindert und die Spektren ver-
schieben sich im Vergleich zum Niedrigdichtefall. Das führt sogar dazu, dass der s-shape (siehe
Kapitel 4.5.3 auf Seite 55) fast verschwindet. Diese E�ekte kann man nur mit extremem nume-
rischen Aufwand behandeln, da man (a) alle Exzitonen gleichzeitig simulieren muss und damit
die Parallelisierbarkeit verschwindet und (b) die Hoppingraten unter Ein�uss der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung stark verändert werden, indem sich die Energien der Sites konti-
nuierlich verändern. Die Energie eines Sites hängt dann von der Elektronenkon�guration des
Gesamtproblems ab.

Um diesen Ein�uss mit zu berücksichtigen, müsste man in Kapitel 2.2.5 auf Seite 19 Elektron-
Elektron-Streuung berücksichtigen, die durch den Hamiltonoperator

He,e =
1

2

∑
λλ′

V (λ, λ′) a†λ′a
†
λaλa

†
λ′ (2.57)

gegeben ist [20, 32]. (De�nitionen analog zu Kapitel 2.2.5 auf Seite 19). Diesen Hamilton-
operator fügt man in das Problem ein und erhält wesentlich mehr zusätzliche Terme, u.a.
führt man Energierenormierungen der einzelnen Zustände ein. An dieser Stelle kann man z.B.
in [20, 22, 24] mehr über die Natur der Elektron-Elektron-Wechselwirkung erfahren. In gro-
ber Näherung kann man die Coulombwechselwirkung mit Abschirmung verwenden, um die
Energiedi�erenz beim Wechsel des lokalisierten Zustandes zu ermitteln und wiederum Miller-
Abrahams mit diesem zusätzlichen Term ansetzen. Jedoch erfordert dieser Ansatz, um ihn ans
Experiment anzupassen, mindestens einen zusätzlichen Parameter (die relative Besetzung des
Gitters). Dieser Parameter lässt sich aus dem Experiment nur grob abschätzen, da man die
Anzahldichte der lokalisierten Zustände ermitteln muss und die Quantene�zienz in Erfahrung
bringen muss.

Es wurden bereits in den 80er Jahren Computersimulationen zu ungeordneten Materialien
mit Coulombwechselwirkung durchgeführt, jedoch beschränkte man sich darauf, die Zustands-
dichte auszurechnen und erhielt das sog. Coulombgap, eine Lücke der Zustandsdichte an der

21



2. Grundlagen zum Hopping

Fermikante [37, 38, 39]. Dabei wurden keine kinetischen Monte-Carlo-Simulationen durchge-
führt, sondern es fand eine reine Summation der Eigenenergien unter Berücksichtigung der
Coulombwechselwirkung statt. Die Gesamtenergie des Systems wurde unter dem Übergang
eines Elektrons eines besetzten Zustands auf einen andere, unbesetzten neu berechnet und
nach dem Metropolis-Algorithmus minimiert.

Es gibt auch neuere Arbeiten zu Hüpfprozessen mit Coulombwechselwirkung, jedoch wird
z.B. in [40] nur eine konstante Übergangswahrscheinlichkeit für die Hüpfprozesse verwendet.
In Ref. [41] wird festgestellt, dass für Germanium-Quantendots in einer Ge/Si Heterostruktur
die Coulombwechselwirkung den Transport bei tiefen Temperaturen dominiert (die Arbeit von
Tenelsen [42] stellt das Gleiche vom theoretischen Standpunkt her fest), jedoch ist das Gebiet
grundlegend umstritten, wie man in [43] nachlesen kann, wo Einelektronenwechselwirkung als
der dominante Prozess angesehen wird.

In dieser Arbeit reicht für den Niedrigdichtefall die Einelektronennäherung, wie man an den
Ergebnissen in Kapitel 4.5 auf Seite 53 sehen kann, aus, um das System Ga(AsBi) zu beschrei-
ben. Das gilt im Falle gröÿerer Dichten nicht mehr.
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3.1. Simulationsansätze

Die Simulation des Hoppings soll sowohl Photolumineszenzspektren erzeugen als auch Auf-
schluss über die zeitliche Entwicklung der Photolumineszenz liefern. Zu diesem Zweck wird
ein ungeordnetes Gitter mit Störstellen (Sites bzw. lokalisierten Zuständen, im Folgenden nur
�Zustände�) im Energie-Orts-Raum generiert, auf dem Hoppingprozesse von Ladungsträgern
mit periodischen Randbedingungen simuliert werden. Die Exzitonen zerfallen strahlend mit
einer mittleren Lebensdauer τ0. Es gibt zwei grundlegende Herangehensweisen, um den Hop-
pingprozess zu simulieren, 1) das Ratengleichungsmodell, das in Abschnitt 3.1.1 vorgestellt
wird und 2) die kinetische Monte-Carlo-Simulation, die in Abschnitt 3.1.2 erläutert wird.

3.1.1. Ratengleichungsmodell

Die Idee hinter dem Ratengleichungsmodell (Abb. 3.1, links) ist die Lösung der Ratenglei-
chungen für alle Zustände (in der Abbildung als schwarze Striche gekennzeichnet). Die Dar-
stellung veranschaulicht die Übergänge, die alle �gleichzeitig� gelöst werden, d.h. es werden
alle Übergangs- und Zerfallsraten ausgerechnet und das sich ergebende Di�erentialgleichungs-
system gelöst. Dabei werden die Miller-Abrahams-Übergangswahrscheinlichkeiten (Gleichung
(2.36)) zugrunde gelegt und die Übergänge von Zustand zu Zustand (bzw. der strahlende
Zerfall) durch Mastergleichungen beschrieben [44].

Die zeitliche Änderung der Besetzungsdichte ni auf einem Zustand i wird dabei durch die
Summe der Zu�ussraten νj→i von anderen Zuständen, die Summe der Ab�ussraten νi→j auf
andere Zustände und von der Rekombinationsrate bestimmt [44], also

dni
dt

=
∑
j

νj→inj −
∑
j

νi→jni −
ni
τ

. (3.1)

Anschlieÿend wird dieses Di�erentialgleichungssystem numerisch gelöst (i.d.R. werden einige
10000 Zustände verwendet) und die Rekombinationsrate zu einer bestimmten Zeit und bei
einer bestimmten Energie ausgegeben. Das Produkt von Rekombinationsrate und Zeitintervall
ist ein Maÿ für die Intensität der Photolumineszenz zu einer bestimmten Zeit und bei einer
bestimmten Energie und trägt an dieser Stelle zum zeitabhängigen Lumineszenzspektrum bei.

Der Vorteil dieser Methode im Vergleich zur kinetischen Monte-Carlo-Simulation ist die Rausch-
freiheit des simulierten Signals. Der Nachteil ist jedoch, dass auch alle Raten ausgerechnet
werden müssen, was die Gröÿe des Gitters stark beschränkt und dass dieses Di�erentialglei-
chungssystem nicht nur einmal gelöst werden muss, sondern über viele Gitterrealisierungen
gemittelt werden muss, da sonst das Spektrum unphysikalische Kanten enthält. Des weiteren
ist die Parallelisierung aufwändiger als bei der kinetischen Monte-Carlo-Simulation. Aufgrund
dessen wird dieser Simulationsansatz in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.
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3.1.2. Kinetische Monte-Carlo-Simulation

Die Grundidee der kinetischen Monte-Carlo-Simulation (KMC) ist die Betrachtung des Pro-
zesses aus Sicht eines einzelnen Exzitons, nicht aus der Sicht des Gitters, wie im vorigen
Abschnitt beschrieben (Abb. 3.1, rechts). In dieser Abbildung ist das Exziton auf dem Zu-
stand i eingezeichnet, die dominanten Übergänge zu den nächsten möglichen Nachbarn und
der mögliche, strahlende Zerfall.

Dabei ist der Simulationsablauf der Folgende [45]:

Die Zustände werden zufällig im Ortsraum gleich- und Energieraum nach einer gegebenen Ver-
teilungsfunktion g(E) verteilt. Ein Exziton wird auf einem Zustand i positioniert, das zufällig
ausgewählt wird. Anschlieÿend werden die Hüpfraten (siehe Gleichung (2.36)) zu den N nächs-
ten Nachbarn ausgerechnet, kumuliert und normiert. Für gewöhnlich wurde N = 32 gesetzt.
Schlieÿlich wird die Zerfallsrate ausgerechnet und die Hüpfraten entsprechend renormiert, so-
dass die Summe aller zugehörigen Wahrscheinlichkeiten wieder 1 ergibt. Eine Zufallszahl im
Intervall [0,1] entscheidet nun über den ausgeführten Prozess. Die Prozessdauer wird anhand
der Rate des Prozesses exponentialverteilt ausgewürfelt. Dazu wird eine Zufallszahl ξ1 im In-
tervall [0,1] ausgerechnet und nach dem Gesetz über die Transformation von Zufallszahlen
transformiert:

ti = −ν−1
i ln ξ1 (3.2)

Nach einer vorher de�nierten, mittleren Lebensdauer zerfällt das Exziton und trägt zur Zeit t
mit der Energie EGap+εi zum (zeitabhängigen) Spektrum bei. EGap ist dabei die Bandkanten-
energie des Materials und εi die Energie des Zustands i, die negativ de�niert ist. Anschlieÿend
wird ein neues Gitter erzeugt und ein neues Exziton hüpft. Für den Fall, dass Hopping statt-
�ndet, wird das Exziton je nach obiger Zufallszahl auf das Zustand j gesetzt und anschlieÿend
�ndet ein neuer Hoppingvorgang statt. Des weiteren ist nichtstrahlender Zerfall als Option
eingebaut worden, um die Abschwächung der PL-Intensität (PL-quenching) mit steigender
Temperatur zu modellieren [46]. Dabei wird eine nichtstrahlende Zerfallswahrscheinlichkeit p

Abb. 3.1.: Veranschaulichung der Simulationsansätze: Das Ratengleichungsmodell (links) und
die kinetische Monte-Carlo-Simulation (rechts) � die beteiligten Prozesse sind sche-
matisch dargestellt: die Pfeile veranschaulichen die möglichen Übergänge (nicht alle
eingezeichnet), und die geschwungenen Linien die strahlende Rekombination.
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3.1. Simulationsansätze

angenommen und eine Zufallszahl entscheidet, ob das Exziton strahlend oder nichtstrahlend
zerfällt. Die nichtstrahlende Zerfallsrate wird an dieser Stelle als

νnr = ν0 exp

(
− E

kBT

)
(3.3)

angenommen. Die KMC eignet sich hervorragend für die parallele Umsetzung, da in Niedrig-
dichtenäherung das Hopping eines einzelnen Exzitons unabhängig von einem anderen Exziton
ist. Die Simulation wurde mit openMP und openMPI nach dem Master-Worker-Schema in
[47] parallelisiert implementiert.

3.1.3. Simulationsparameter

Die Zahl der Exzitonen

Als Ergebnis der Simulation (Spektren, Zerfälle) möchte man in der Regel möglichst glatte
Resultate mit wenig Rauschen bekommen. Je nach Simulationszweck muss diese Zahl individu-
ell eingestellt werden. Für zeitunabhängige oder energieunabhängige Rechnungen verwendet
man ca. 500.000 bis 1.000.000 Exzitonen (je nach gewünschter Au�ösung), für die meisten
energie- und zeitabhängigen Rechnungen im Bereich von 3.000.000 bis 10.000.000, um einen
ausreichend glatten Verlauf der Transienten1 zu erhalten, und für Publikationszwecke sogar
noch mehr.

Die Zahl der Zustände und die Zahl der Nachbarzustände

Soweit nicht anders angegeben, wurden die Simulationen mit 40.000 Sites mit Nachbarwech-
selwirkung mit den N = 32 nächsten Sites in einer 2-dimensionalen Struktur durchgeführt.
Ein Exziton kann sich � vor allem bei hohen Temperaturen � vor dem Zerfall über groÿe Berei-
che eines Festkörpers hinweg bewegen. Da diese nicht identisch sind, ist es nicht ausreichend,
mit wenigen Sites und periodischen Randbedingungen zu arbeiten, sondern man muss eine
Struktur ausreichender Gröÿe scha�en, um Rande�ekte ausschlieÿen zu können.

Die Zahl der wechselwirkenden, nächsten Nachbarn kann auf 32 begrenzt werden, weil die
Übergangsraten exponentiell vom Abstand abhängen. Dadurch ist die Wechselwirkung mit den
umliegenden nächsten Nachbarn dominant. In zweidimensionalen, ungeordneten Strukturen
hat man i.d.R. weniger als zehn nächste Nachbarn, weshalb man mit 32 Nachbarn auf Nummer
sicher geht. Die Ergebnisse wurden mit den 64 nächsten Nachbarsites abgeglichen und keine
Unterschiede in den Simulationsergebnissen festgestellt.

Die Modellparameter ν0, τ0 und N0α
n
0

Die Modellparameter ν0, τ0 und N0α
n
0 beein�ussen den Hoppingprozess direkt. Die Debye-

Frequenz beein�usst, wie schnell das Exziton hüpft und liegt in Festkörpern in der Regel

1In dieser Arbeit sind Transienten Zerfallsreihen in einem bestimmten Energieintervall.
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3. Aufbau der Simulation

zwischen 1012 bis 1014 Hz und die Rekombinationszeit τ0 beträgt für Exzitonen einige Nanose-
kunden. Das Produkt ν0τ0 bestimmt die Eigenschaften der zeitunabhängigen Photolumines-
zenz [48] und ist ein Maÿ für die Anzahl der Hops vor der Rekombination. Es kann a priori
beliebig gewählt werden, wobei die physikalischen Grenzen für jeden einzelnen Parameter ν0

und τ0 eingehalten werden müssen.

N0α
n
0 legt die Dichte der Zustände fest. Je gröÿer der Parameter N0α

n
0 ist, d.h. je dichter die

Zustände im Ortsraum liegen, desto stärker ist das Hopping in Ortsrichtung. Dieser Parame-
ter darf aber 1 nicht überschreiten, weil dann die Wellenfunktionen der Zustände zu stark
überlappen und das Exziton nicht mehr auf einem Zustand lokalisiert ist, sondern sich über
mehrere Zustände erstreckt. Damit ist eine Grenze des Modells erreicht.

Im Allgemeinen ist die Zerfallszeit eine energieabhängige Gröÿe, wird aber im Rahmen dieser
Arbeit als konstant angenommen. Der Ein�uss einer energieabhängigen Zerfallszeit kann je-
doch als klein angenommen werden. In gleicher Weise ist die Lokalisierungslänge eine Funktion
der Energie, wird hier aber ebenfalls konstant angenommen.

Temperatur

Die Temperatur spielt eine zentrale Rolle beim Übergang der ungeordneten Zustände, wie es in
Gleichung (2.36) ersichtlich ist. Im wesentlichen spielt der Parameter ε0/kBT die entscheidende
Rolle, wobei ε0 der Mittelwert der Energieverteilung ist. Für höhere Temperaturen kann man
sich das System so vorstellen, als würden die Zustände im Energieraum komprimiert.

Berücksichtigung von Multiphononprozessen

Sollte die charakteristische Energieskala ε0 gröÿer sein als die Phononenergie des betrachteten
Materials, so kann ein Hüpfprozess um ε0 nicht mit einem Phonon realisiert werden, sondern
man benötigt mehrere. Dabei wird die Übergangsrate in Gleichung (2.36) mit

νmulti
ij = νij exp

(
−γ∆E

~Ω

)
(3.4)

multipliziert. Die Phononenergie ist ~Ω und γ ist ein Skalierungsfaktor, der in der Nähe von 1
liegt [31]. ∆E ist die vorzeichenlose Energiedi�erenz zweier Zustände. Für GaAs z.B. beträgt
die Energie akustischer Phononen 36meV [49].

Diese Formel ist eine phänomenologische Erweiterung des Modells, d.h. Multiphononprozes-
se sind vom theoretischen Standpunkt aus gesehen in zweiter Quantisierung zu behandeln.
Bspw. unterscheiden sich Zwei- und Dreiphononprozesse sehr stark in der Wahrscheinlichkeit,
sodass es auf Grundlage der reinen Theorie nicht ohne Weiteres möglich ist, einen geschlos-
senen analytischen Ausdruck wie Gleichung (3.4) für Vielphononprozesse anzugeben. Jedoch
funktioniert die Näherung in der Simulation sehr gut und wurde bereits in Ref. [31] verendet.

Anteil nichtstrahlender Rekombinationszentren

Der Anteil nichtstrahlender Rekombinationszentren bestimmt, wie stark die Photolumineszenz
mit steigender Temperatur gequencht, d.h. unterdrückt wird. Nichtstrahlende Rekombinati-
on ist eine Art der Rekombination, die über energetisch tief liegende Störstellen erfolgt und
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3.1. Simulationsansätze

dadurch nicht zur Photolumineszenz, sondern zur Erwärmung des Materials beiträgt. Dieser
Vorgang ist auch in Abb. 3.2, (7) abgebildet.

Verteilungsfunktion für Zustände

Die Lokalisierungsenergie der Exzitonen wird durch die Verteilungsfunktion der Zustandsdich-
te und die charakteristische Energieskala ε0 (= Mittelwert der Verteilungsfunktion) bestimmt.
Es wurden Gauÿ- und Exponentialverteilungen verwendet, weil sie auch im Experiment zu be-
obachten sind.

Das Zweiskalenmodell

Das Zweiskalenmodell ist eine Erweiterung des oben beschriebenen Algorithmus [50, 51]. Dieses
Modell wird der Legierungsunordnung, d.h. groÿ�ächigen Schwankungen der Konzentration
eines Legierungsmaterials (z.B. Bi in Ga(AsBi)) gerecht. D.h. zuerst �ndet ein Hoppingvorgang
in den groÿräumigen Strukturen statt und anschlieÿend in den Cluster-Sites. Die Cluster-
Zustände entstehen durch kleine Bi-Cluster, die in etwa 2-5 Atome groÿ sind. Das Modell
stellt in Abb. 3.2 schematisch dar, welche Vorgänge mit einem Exziton passieren können:

Nach der Anregung (Abb. 3.2, (1)) �ndet ein Hoppingvorgang auf der Skala der Legierungsu-
nordnung (auch Alloy-Skala genannt) statt (2), der mit dem Index 1 gekennzeichnet ist, d.h.
die Parameter für diese Skala lauten ν1 für die Debyefrequenz, τ1 für die mittlere Lebensdauer
dieser Zustände für die Relaxation auf die Cluster-Zustände sowie N1α

n
1 , welches proportional

zum mit Sites bedeckten Anteil der n-dimensionalen Struktur ist. Aufgrund der Unregelmä-
ÿigkeit der Dichte�uktuationen in der Alloy-Skala erhält man eine Verteilung der zugehörigen
energetischen Zustände, die mit dem Mittelwert ε1 gekennzeichnet ist. Da eine Gröÿenvertei-
lung meist ein komplexer, stochastischer Prozess mit sehr vielen Ein�üssen ist, nimmt man
dafür meist gauÿverteilte Zustände an. Ist das Exziton auf einen Cluster relaxiert, schlieÿt
sich das Hopping auf den Cluster-Sites an (3) und danach �ndet erst die Rekombinaton statt
(4). Für die Cluster-Zustände werden die Hopping-Parameter analog mit ν2, τ2 und N2α

2
2

gekennzeichnet und die energetische Verteilung mit ε2 charakterisiert.

Dieses Zweiskalenmodell wurde motiviert durch das Materialsystem Ga(AsBi), in dem die Wis-
mutatome zur Clusterbildung neigen [50, 51]. Ein weiteres Zweiskalenmodell wurde auch in [52]
verwendet, wobei mit diesem Ansatz der Verteilung der Quanten�lmbreite in Ga(NAsP)/GaP-
Strukturen Rechnung getragen wurde. Es handelt sich um ein anderes Zweiskalenmodell als
hier, da z.B. in diesen Proben die Legierungsunordnung von Sticksto� ausgeschlossen ist.
Nitride neigen nicht zu Legierungsunordnung und können an sich erfolgreich in einem Einska-
lenmodell beschrieben werden [53, 7].

Direkte Rekombination von der Alloy-Skala und Backhopping

Schlieÿlich sind noch zwei weitere Prozesse denkbar, die in Verbindung mit den beiden Skalen
auftreten können: a) die direkte Rekombination der Exzitonen (Abb. 3.2, (5)) und b) das sog.
backhopping (Abb. 3.2, (6)), also das Zurückhüpfen der Exzitonen von der Cluster-Skala auf
die Alloy-Skala. Die direkte Rekombination von der ersten Skala stellt � neben der Relaxation
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3. Aufbau der Simulation

Abb. 3.2.: Das Zweiskalenmodell: Dargestellt ist die Alloy-Skala (Alloy-Disorder, blau mit
grauem Hintergrund), die eine Abstraktion der Cluster ist und die Cluster-Skala
mit der Substitutional Disorder � (1) Anregung eines Exzitons, (2) Relaxation und
Hopping auf die Alloy-Skala, (3) Relaxation und Hopping auf die Cluster-Skala,
(4) Exzitonische Rekombination, (5) direkte Rekombination von der ersten Skala,
(6) Backhopping von der zweiten auf die erste Skala, (7) Rekombination über tiefe
Störstellen.

auf die Cluster-Sites � einen weiteren Zerfallskanal dar, der in gleicher Weise wie der strah-
lende Zerfall implementiert ist. Dazu wird eine Zerfallszeit τrec eingeführt, die eine strahlende
Rekombinationsrate von der Alloy-Skala induziert.

Das Backhopping wurde parameterfrei auf folgende Art und Weise in der Simulation imple-
mentiert: Das Exziton kann bei der Rekombination entweder strahlend zerfallen oder hüp-
fen. Im Programm wird dieser Prozess unabhängig voneinander ausgewählt, d.h. zuerst wird
abgefragt, ob das Exziton zerstrahlt und anschlieÿend, ob es hüpft. Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten für alle Hüpfprozesse und der Rekombination ist auf eins normiert, sodass
die Wahrscheinlichkeit für reines Hopping auf die N Nachbarsites kleiner als eins ist. Damit
besteht noch ein Freiraum, in dem nicht de�niert ist, was das Exziton tun soll. An dieser
Stelle kann es entweder nichtstrahlend zerfallen, falls dieser E�ekt in der Simulation berück-
sichtigt wird, oder zurückhüpfen. Falls keiner von beiden E�ekten berücksichtigt wurde, wird
die Energieverteilung neu ausgewürfelt und das Exziton fängt von neuem an zu hüpfen. Die
auftretenden E�ekte werden in Kapitel 3.2.4 auf Seite 42 detaillierter beschrieben.

3.2. Ein�uss der Modellparameter auf die simulierten
PL-Spektren

Im Folgenden soll der Ein�uss der Simulationsparameter auf das zeitintegrierte Simulations-
ergebnis in zwei Dimensionen untersucht werden. In der Hauptsache werden Gauÿ- und Expo-
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3.2. Ein�uss der Modellparameter auf die simulierten PL-Spektren

Abb. 3.3.: Die PL und die Zustandsdichte � (I)
Im höherenergetischen Teil dominiert das
Abwärtshüpfen in Richtung (II) � der
Energiebereich, in dem die meisten La-
dungsträger aus (I) rekombinieren. In
(III) �ndet kaum Hopping mehr statt, da
die Nachbarsites in der Regel energetisch
höher liegen.

���

��

��� �� �
���	
��

nentialfunktion verwendet. Zuerst wird die gauÿsche und die exponentielle Skala separat auf
ihre Eigenschaften bezüglich der dimensionslosen Parameter ν0τ0, N0α

2 und ε0/kBT unter-
sucht. Bei tiefen Temperaturen und für eine exponentielle Zustandsdichte gibt es analytische
Abschätzungen für die Abhängigkeit des Maximums über den Parametern ν0τ0 und N0α

2,
jedoch nicht bei höheren Temperaturen [45, 48, 54]:

Emax ≈ −E0 ln

(
πNα2

4
ln2(ν0τ0) +X

)
(3.5)

X ist eine numerische Konstante, die in [54] mit 0,567 angegeben ist. Beim Hoppingpro-
zess spielen die dimensionslosen Parameter ν0τ0, N0α

2 und kBT
ε0

eine Rolle. Das zugehörige
Photolumineszenzspektrum wird in Abhängigkeit von diesen Parametern dargestellt. Da die
Photolumineszenz vor allem bei tiefen Temperaturen gut beobachtet werden kann, werden wir
den Parameterein�uss auch bei diesen Temperaturen untersuchen. Da die analytische Theorie
in der Regel nur Abwärtshüpfen annimmt, gilt die Analytik auch nur für tiefe Temperaturen,
wie leicht aus Gleichung (2.36) einzusehen ist.

In den Bereichen (III) und (II) auf der niederenergetischen Flanke bildet das PL-Spektrum
die Zustandsdichte nach, was in Abb. 3.3 dargestellt ist. Das liegt daran, dass die Zustände in
diesem Bereich (III) (siehe Abbildung) sehr weit auseinanderliegen und die nächsten Nachbarn
im Ortsraum energetisch höher liegen, sodass der Zerfallskanal das Hopping dominiert. Damit
hat das Hopping keinen maÿgeblichen Ein�uss mehr auf das PL-Spektrum. Das kann man
sich z.B. im Experiment zunutze machen, um zu entscheiden, ob dem PL-Spektrum eine
exponentielle oder eine gauÿsche Zustandsdichte zugrunde liegt. Dieser Fakt spielt bei der
Parameteranpassung ans Experiment eine sehr groÿe Rolle.

Es stellt sich die grundlegende Frage, wie die Ergebnisse der Einskalenrechnung die Resultate
der Zweiskalenrechung beein�ussen. Das Simulationsergebnis ist eine Verteilungsfunktion in
Energie und Zeit. Zerfallsenergie und -zeit werden für jedes Exziton auf der ersten und der
zweiten Skala unabhängig voneinander ermittelt2 und schlieÿlich summiert. Die Verteilung der
Summe zweier unabhängiger Zufallsvariablen ist die Faltung der beiden Einzelverteilungen.

2Ausnahme: Backhopping koppelt die beiden Skalen aneinander � da dieser E�ekt jedoch vernachlässigbar
ist, spielt das hier keine Rolle. Strahlende Rekombination auf der ersten Skala superponiert lediglich Simu-
lationsergebnisse der ersten Skala unter die Zwei-Skalen-Ergebnisse.
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3. Aufbau der Simulation

Damit ist das resultierende (zeitabhängige) Spektrum der Zwei-Skalen-Rechnung die Faltung
der (zeitabhängigen) Spektren der Einskalenrechnung. Das kann man sich zur Parameterab-
schätzung zu Nutze machen, z.B. kann man den Verlauf des PL-Maximums über der Tempera-
tur durch den Verlauf der beiden PL-Maxima der Ein-Skalen-Rechnung abschätzen. Gleiches
gilt für die Halbwertsbreite der PL.

Das Maximum des Faltungsegebnisses bei zwei symmetrischen Funktionen ist die Summe der
Maxima der zu faltenden Funktionen. Bei asymmetrischen Funktionen � wie bei den PL-
Spektren � kann man das als grobe Abschätzung verwenden. Aus diesem Grund werden die
exponentielle Skala und die gauÿsche Skala zuerst unabhängig voneinander betrachtet.

Schlieÿlich wird das zeitliche Verhalten des Systems untersucht. In [53] wird festgestellt, dass
das zeitliche Verhalten der Gesamtintensität über der Zeit nicht von der Wahl der Zustands-
dichte abhängt, weshalb wir auf die nach Skala getrennte Betrachtung der zeitaufgelösten Pho-
tolumineszenz verzichten. Jedoch hängt das transiente Verhalten einzelner spektraler Bereiche
von der Zustandsdichte ab [48]. Dieser Fakt wird beim Angleichen der Simulationsparame-
ter an das Experiment näher beleuchtet. Auch für die Dynamik gilt diese Faltungshypothese,
sodass die resultierende Zerfallszeitreihe eine Faltung der Einskalenzerfälle ist.

3.2.1. Exponentielle Skala

Die Zustandsdichte der exponentiellen Skala lautet

g(ε) =
N

ε0
exp

(
− ε

ε0

)
. (3.6)

Der Parameter ν0τ0

Das Produkt ν0τ0 ist ein Maÿ für die Anzahl der Sprünge der Exzitonen vor der Rekombi-
nation. In Abb. 3.4 sind resultierende PL-Spektren (rechts) und der zugehörige Verlauf der
Kenngröÿen der Spektren über dem Parameter ν0τ0 bei unterschiedlichen N0α

2 (Mitte) dar-
gestellt. In der Abbildung wird quanti�ziert, was qualitativ klar ist: je mehr Sprünge das
Exziton bei tiefen Temperaturen macht, desto tiefere Energien kann es erreichen. Das gilt für
alle N0α

2. Die analytische Theorie in Ref. [45] wurde in Abb. 3.4 (links) eingearbeitet und
dabei der Wert für X = 0, 567 aus der Originalquelle verwendet [54].

Für die Breite der Spektren gibt es jedoch keinen analytisch geschlossenen Ausdruck. Diese
variiert bei wachsendem ν0τ0 im Rahmen der Energieau�ösung und bei groÿen N0α

2 nicht
und hat einen konstanten Wert von ca. (2, 6± 0, 1) ε0. Bei kleineren N0α

2 liegen die Spektren
jedoch nah an der Bandkante und werden deshalb z.T. abgeschnitten. Dieser Ein�uss macht
sich vor allem bei N0α

2 = 0, 01 bemerkbar. Nichtsdestoweniger ist der Verlauf der Spektren
über dem Parameter ν0τ0 abhängig von N0α

2: Bei N0α
2 = 0, 05 bildet sich ein Maximum der

Halbwertsbreite bei ν0τ0 = 104 heraus.

Bei tiefen Temperaturen skalieren alle Gröÿen mit der charakteristischen Energieskala ε0.
Deshalb ist es nicht notwendig, dafür separate Untersuchungen anzustellen. Bei höheren Tem-
peraturen ist das nicht mehr der Fall � das Temperaturverhalten wird jedoch an anderer Stelle
(Abschnitt 3.2.1) besprochen.
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Abb. 3.4.: Links: Die Abhängigkeit des Stokes-Shifts und der Breite über ν0τ0 � man erkennt
die qualitativ gute Übereinstimmung mit der analytischen Theorie und der Simula-
tion. Für steigende ν0τ0 verschieben die Spektren immer weiter weg von der Band-
kante.
Mitte: Die Breite der Spektren hängt bei hohen N0α

2 (im Rahmen der Energie-
au�ösung) nicht von ν0τ0 ab. Bei kleinen N0α

2 weicht das Verhalten stark davon
ab, wobei man an dieser Stelle das Abschneiden des Spektrums an der Bandkante
berücksichtigen muss. (siehe Text)
Rechts: Die Photolumineszenzspektren der exponentiellen Skala bei variablem ν0τ0

und N0α
2 = 0, 15, T = 10K und ε0 = 10meV. Je gröÿer das Produkt ν0τ0 wird,

desto tiefer springen die Exzitonen auf der Energieskala.

Der Parameter N0α
2

N0α
2 gibt an, wie dicht die lokalisierten Zustände beieinander liegen. Je dichter sie sind, desto

stärker ist das Hopping im Raumbereich und desto tiefere Energien können mit zunehmender
Dichte der Zustände erreicht werden. Das sieht man in Abb. 3.5 (links) am Stokes-Shift, der
in Abhängigkeit von N0α

2 dargestellt ist. Dieses Verhalten ist für alle ν0τ0 das Gleiche.

Die Halbwertsbreite der PL-Spektren und der Stokes-Shift sind in der Mitte von Abb. 3.5
dargestellt. Wiederum fällt auf, dass die Halbwertsbreite der PL für gröÿere N0α

2 gegen den
konstanten Wert (2, 6 ± 0, 1) ε0 geht. Der Parameter N0α

2 ist wichtig, um die Beweglichkeit
der Ladungsträger auf dem Gitter zu beein�ussen.
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Abb. 3.5.: Links: Die Abhängigkeit des Stokes-Shifts und der Breite über N0α
2 � man erkennt,

dass der Stokes-Shift für wachsende ν0τ0 immer gröÿer wird. Die Übereinstimmung
der analytischen Theorie mit der Simulation ist sehr deutlich.
Mitte: Die Breite ändert sich nur für kleine N0α

2 und kleine ν0τ0, wobei man auch
den E�ekt des Abschneidens berücksichtigen muss, wenn die PL an der Bandkante
noch gröÿer als 1/2 ist.
Rechts: Die Photolumineszenzspektren der exponentiellen Skala bei variablemN0α

2

und dem Parameterset ν0τ0 = 104, T = 10K und ε0 = 10meV. Je gröÿerN0α
2 wird,

desto mehr mögliche Wege gibt es für das Exziton, zu tiefer liegenden Zuständen
zu gelangen.

Das Temperaturverhalten

Das Temperaturverhalten ist das Charakteristikum ungeordneter Systeme. Normalerweise
folgt die Bandkante bei Halbleitern dem Varshni-Verhalten (siehe Gleichung (4.1) in Ab-
schnitt 4.3.2 auf Seite 47). Bei unordnungsdominierten Halbleitern erhält man jedoch ein
anderes Verhalten der Bandkante � für kleine Temperaturen verläuft die PL mit zunehmen-
der Temperatur in den roten Bereich, bei einer �Übergangstemperatur� verschiebt sie sich in
Richtung blau, um anschlieÿend wieder rotzuverschieben. Dieses Verhalten bezeichnet man
als S-shape. Die Frage ist, ob man das mit der Simulation nachbilden kann � quantitative
Vergleiche zwischen Simulation und Theorie, speziell für Ga(AsBi), erfolgen in Kapitel 4.5.3
auf Seite 55.

In Abb. 3.6 sieht man, dass das Maximum der PL genau dieses Verhalten zeigt. Das bedeu-
tet, dass die Simulation grundsätzlich geeignet ist, um diese Art von Temperaturverhalten zu
modellieren. Man erkennt einige interessante Eigenschaften: Ist z.B. kBT gerade gleich der
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Abb. 3.6.: Die Stokes-Verschiebung und die Halbwertsbreite des PL-Spektrums über der Tem-
peratur: man erkennt sowohl den Sprung bei kBT = ε0 als auch eine Abhängigkeit
von N0α

2, die konsistent mit dem Experiment ist.
Inset: PL-Spektren bei verschiedenen Temperaturen (10K, 50K, 100K, 200K bei
ε0 =12meV) bzw. kBTε0 (Legendeneintrag) � für ν0τ0 = 104 und N0α

2 = 0, 5. Die
gestrichelte Linie ist die Emission oberhalb der Bandkante, die proportional zu
exp

(
− E
kBT

)
angenommen wird.

charakteristischen Energieskala, �ndet eine Art �Phasenübergang� statt und das Maximum
springt an die Bandkante. Das bedeutet, dass die PL bei hohen Temperaturen die Zustands-
dichte nachbildet, so wie es zu erwarten ist. Dann spielen die Energieunterschiede in der Ener-
gielandschaft eine untergeordnete Rolle und die Exzitonen zerfallen in etwa gleichverteilt auf
den Sites. Weiterhin sollte man mit Simulationergebnissen oberhalb der kritischen Temperatur
vorsichtig sein, weil dann der Übergang auf die Mobilitätskante möglich und die zugehörige
Wellenfunktion delokalisiert ist. Aus diesem Grund wurde ein Beitrag zur PL oberhalb der
Bandkante hinzugenommen (siehe Abb. 3.6, Inset).

In Abb. 3.6 sieht man den Ein�uss des Parameters N0α
2, der dazu verwendet wird, um das

Au�üllen der Zustände bei höheren Pumpleistungen zu simulieren. Dieses Au�üllen führt zu
einer geringeren Beweglichkeit der Ladungsträger, was gleichbedeutend damit ist, dass weniger
Zustände für das Hopping zur Verfügung stehen. Das erreicht man in der Simulation dadurch,
indem man den Parameter N0α

2 verringert. Dadurch ist die in Kapitel 4.5.3 auf Seite 55
durchgeführte Anpassung an das Experiment möglich.
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3. Aufbau der Simulation

3.2.2. Gauÿsche Skala

Die Zustandsdichte der gauÿschen Skala lautet

g(ε) =
1√

2πε0

exp

(
− ε2

2ε2
0

)
(3.7)

Hier ist nur der Bereich ε < 0 relevant, d.h. genauer genommen ist es eine 1/2-Gauÿ-Skala.

Der Parameter ν0τ0

Wie bei der exponentiellen Skala sind mit steigendem ν0τ0 die energetisch tiefer liegenden Zu-
stände erreichbar. In Abbildung 3.7 (links) ist dieses Verhalten für eine gauÿförmige Zustands-
dichte sichtbar gemacht worden. Genauso wie bei der exponentiellen Skala ist dieses Verhalten
unabhängig von dem gewählten N0α

2. Die zugehörigen PL-Spektren sind für N0α
2 = 0, 15

rechts in dieser Abbildung zu sehen, deren Halbwertsbreite in der Mitte. Da die Zustände
jedoch dichter liegen als bei der exponentiellen Skala, ist der E�ekt nicht so stark ausgeprägt.
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Abb. 3.7.: Die Abhängigkeit des Stokes-Shifts und der Halbwertsbreite über ν0τ0. Ähnlich
wie bei der exponentiellen Skala verschiebt sich das Maximum bei steigendem ν0τ0

zu tieferen Energien, jedoch ist der E�ekt deutlich schwächer. Im Gegensatz zur
exponentiellen Skala ändert sich die Breite für kleine ν0τ0.
Rechts: Die Photolumineszenzspektren der gauÿschen Skala bei variablem ν0τ0 und
dem Parameterset N0α

2 = 0, 15, T = 10K und ε0 = 10meV. Je gröÿer das Produkt
ν0τ0 wird, desto tiefer springen die Exzitonen auf der Energieskala.
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3.2. Ein�uss der Modellparameter auf die simulierten PL-Spektren

Die Breite (Abb. 3.7, Mitte) ist aber stärker von ν0τ0 abhängig als bei der exponentiellen Skala
und zeigt bei kleinem N0α

2 ein anderes Verhalten als bei groÿem N0α
2. Bei kleinem N0α

2

steigt die Breite mit zunehmendem ν0τ0, was allerdings auf die Rande�ekte des Spektrums
zurückzuführen ist, denn der zu den betre�enden Parametern gehörige Stokes-Shift verschwin-
det. Bei gröÿeren N0α

2 dagegen sinkt die Breite mit wachsendem ν0τ0. Dieses Verhalten ist
essentiell, wenn man versucht, Spektren mit gewünschten Eigenschaften (Breite bzw. Stokes
Shift) anhand der Parameter zu generieren, da sich die Kenngröÿen abhängig von dem ge-
wählten N0α

2 anders verhalten. Man benötigt mehr als eine Linie im Parameterraum, um das
Verhalten des PL-Spektrums bezüglich dieses Parameters zu charkterisieren.

Der Parameter N0α
2

Das grundlegende Verhalten des Stokes-Shifts ist hier das gleiche wie bei der exponentiel-
len Skala, jedoch sind die E�ekte auch hier deutlich schwächer als bei der exponentiellen
Skala (Abbildung 3.8, links). Die Darstellung enthält wiederum die Breite der Photolumi-
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Abb. 3.8.: Links: Die Abhängigkeit des Stokes-Shifts über N0α
2 � es ergeben sich die gleichen

E�ekte wie bei der exponentiellen Skala, jedoch mit schwächerer Ausprägung. Der
Stokes-Shift verschwindet hier nur für N0α

2 = 0, 01 und ν0τ0 = 102.
Mitte: Die Breite verhält sich anders als bei der exponetiellen Skala und das Ver-
halten hängt zusätzlich stark von ν0τ0 ab.
Rechts: Die Photolumineszenzspektren der gauÿschen Skala bei variablem N0α

2

und dem Parameterset ν0τ0 = 104, T = 10K und ε0 = 10meV. Im Unterschied zur
exponentiellen Skala erreicht die PL nie die Bandkante.
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3. Aufbau der Simulation

neszenzspektren (in der Mitte) sowie den Stokes-Shift (links). Die Variation des Maximums
überstreicht nur 2, 5 ε0 im Vergleich zu 5 ε0 bei der exponentiellen Skala.

Die zugehörige Breite der Spektren verhält sich etwas anders als bei der exponentiellen Skala.
Es bildet sich in Abhängigkeit von ν0τ0 ein Maximum heraus, das vor allem bei kleinen ν0τ0

signi�kant ist. Grundsätzlich ist die Breite hier etwas geringer als bei der exponentiellen Skala,
wo sie sich im Bereich von 2− 2, 6 ε0 be�ndet.

Das Temperaturverhalten

Im Temperaturverhalten unterscheiden sich gauÿsche und exponentielle Skala grundlegend,
was wichtig für die Anpassung an das Experiment ist. In Abb. 3.9 ist das Temperaturverhalten
der Breite der PL und Stokes Shift aufgetragen und � genauso wie bei der exponentiellen Skala
� wurden die Übergänge ins Leitungsband mit exp

(
− E
kBT

)
angenommen (sichtbar an den

Spektren im Inset). Man sieht, dass der Verlauf der PL bei der Sprungtemperatur ε0 = kBT
(Abb. links) wesentlich weicher ist. Die PL erreicht auch bei hohen Temperaturen nicht die
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Abb. 3.9.: Der Stokes-Shift und die Halbwertsbreite des PL-Spektrums über der Temperatur:
man erkennt den Sprung bei kBT = ε0 als auch eine Abhängigkeit von N0α

2 � die
konsistent mit dem Experiment ist).
Inset: PL-Spektren bei verschiedenen Temperaturen (10K, 50K, 100K, 200K bei
ε0 =12meV) bzw. kBTε0 (Legendeneintrag) � für ν0τ0 = 104 und N0α

2 = 0, 5. Die
gestrichelte Linie ist die Emission oberhalb der Bandkante.
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3.2. Ein�uss der Modellparameter auf die simulierten PL-Spektren

Bandkante. Die Breite der PL (Abb. rechts) steigt anfangs mit der Temperatur, so wie im
Fall der exponentiellen Skala, jedoch verringert sie sich nicht für hohe Temperaturen, sondern
bleibt konstant. Die Abhängigkeit von N0α

2 ist vergleichbar mit der exponentiellen Skala. Für
geringere N0α

2, was im Experiment höherer Leistung entspricht, wird der S-shape kleiner.

3.2.3. Die Zeitabhängigkeit

Die Zeitabhängigkeit ist im Einskalenmodell durch den Parameter τ0 gegeben. Dieser legt
die Zerfallszeit des monoexponentiellen Zerfalls fest � dieser ist in Abbildung 3.10 (links)
dargestellt. In dieser Abbbildung erkennt man die Übereinstimmung des Fits (rot) mit der
simulierten Zerfallskurve (blau) und die ge�ttete Zerfallszeit τ = (0, 999 ± 0, 007) ns stimmt
mit der vorgegebenen Zerfallszeit τ0 überein.

Für das Zweiskalenmodell ergeben sich in der Dynamik noch einige zusätzliche E�ekte. Diese
sind auf der rechten Seite in Abb. 3.10 dargestellt. Strahlende Rekombination trägt zum Spek-
trum bei, wenn man bei tiefen Temperaturen einen biexponentiellen Zerfall der PL-Intensität
über der Zeit beobachtet. τ2 und τ1 kann man mit einem biexponentiellen Fit der Form

I(t) = A1 · exp

(
− t

τ1

)
+A2 · exp

(
− t

τ2

)
(3.8)

mit den Amplituden A1,2 aus dem Zerfall bei tiefen Temperaturen extrahieren. Überraschend
ist, dass die Zeit τr nicht direkt beobachtet werden kann, sondern indirekt aus dem Verhältnis
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Abb. 3.10.: Links: Die Gesamtintensität der integrierten, transienten PL im Einskalenmodell.
Die Zerfallszeit τ0 wurde zu 1 ns festgelegt und führt zur dargestellten Zerfallskur-
ve (blau). Der Fit (rot) ergibt τ = (0, 999± 0, 007) ns.
Rechts: Die Intensität der integrierten, transienten PL im Zweiskalenmodell mit
und ohne direkte strahlende Rekombination: Es wurden die Zeiten τ1 = 0, 1 ns,
τ2 = 1 ns und τr = 0, 5 ns verwendet.
Inset: Die Zerfallszeitenspektren der Zerfälle im Zweiskalenmodell: Ohne die Ver-
wendung direkter Rekombination sieht man nur einen etwas verzögerten Zerfall
mit der Zerfallszeit τ2. Wird direkte Rekombination mit einbezogen, sieht man
einen biexponentiellen Zerfall mit den Zerfallszeiten τ1 = 0, 1 ns und τ2 = 1 ns.
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3. Aufbau der Simulation

der Amplituden A1/A2 des Fits, das proportional zum Verhältnis τ1/τr ist, geschlussfolgert
werden kann. τ1/τr ist gleich dem Verhältnis der charakteristischen Zeiten von direktem strah-
lenden Zerfall und der Relaxation auf die Cluster-Skala. Im Rahmen dieses Verfahrens kann
man die Parameter in etwa grob abschätzen. Im Beispiel, das in Abb. 3.10 (rechts) dargestellt
ist, erhält man ein Amplitudenverhältnis von etwa A1/A2 ≈ 1 (τr/τ1 = 5) und für die Zeiten
bekommt man τ1 = (0, 083± 0, 001) ns bzw. τ2 = (0.997± 0, 003) ns.

Bei endlichen Temperaturen und unter Einbezug nichtstrahlender Rekombination treten mul-
tiexponentielle Zerfälle auf [46], die biexponentiell aussehen können, sodass das Modell an
dieser Stelle nicht angewendet werden sollte. Wird das zeitintegrierte Spektrum korrekt ohne
Berücksichtigung strahlender Rekombination reproduziert und sieht man einen biexponenti-
ellen Zerfall eben beschriebener Art, dann ist dieser E�ekt als sehr klein anzusehen (evtl. ist
der gewöhnliche Fit auch zu grob, um zwei Zeiten zu extrahieren) und die Rekombinationszeit
τr der Exzitonen auf der Alloy-Skala ist wesentlich länger als die Relaxationszeit τ1.

Für diesen Fall kann man die Zerfallszeitenanalyse in Anhang C auf Seite 95 verwenden, wie
es in Abbildung 3.10, Inset getan wurde. Diese Analyse funktioniert für reine Zerfälle, d.h. die
zu analysierende Kurve muss konkav und mononton fallend sein. Jedoch ist hier das Ampli-
tudenverhältnis nicht so sicher bestimmbar bzw. von den Übergabeparametern der Analyse
abhängig. Grundsätzlich kann man das Verhältnis der Amplituden aus dem Höhenverhältnis
der Zerfallszeitenpeaks bestimmen (nicht aus der sichtbaren Fläche in dieser Zerfallszeiten-
darstellung � das liegt an der logarithmischen Skalierung). Die Nachweisgenauigkeit hängt
von den zu analysierenden Zerfallszeiten an sich und von dem Regularisierungsparameter ab.
Details werden im Anhang C auf Seite 95 diskutiert.

Die spektral aufgelöste Zerfallszeit

Ein weiteres interessantes Merkmal eines ungeordneten Halbleiters ist die Abhängigkeit der
Zerfallszeit von der Energie. Diese ist nicht konstant wie bei einem regulären, verbreiterten
Zerfall, sondern hängt von der spektralen Position ab. Das ist über einen Hoppingprozess über
lokalisierte Störstellen zu erklären. Liegen diese Zustände sehr dicht im Orts-Energie-Raum
nebeneinander, dann sind die Übergangsraten zwischen ihnen sehr groÿ. Damit strahlender
Zerfall in diesem Energiebereich konkurrieren kann, muss er sehr schnell erfolgen, d.h. die
Zerfallszeit wird im Bereich hoher Zustandsdichte kürzer als die vorgegebene Zerfallszeit τ0

sein, während sie im Bereich niedriger Zustandsdichte, wo es kaum Nachbarzustände gibt, sehr
langlebig ist.

Die typische Form dieser Abhängigkeit ist in Abbildung 3.11 dargestellt: In der Abbildung
links ist ein Falschfarbenplot der Intensität über der Energie und der Zeit mit den spektralen
Bereichen, über die integriert wurde, um die Transienten zu erhalten, dargestellt. In dem
oberen Teil der Abbildung ist die 1/e-Zerfallszeit für die zugehörige Transiente dargestellt.
Die rechte Abbildung zeigt die zu den Energienereichen gehörigen Transienten.

Das dargestellte Ergebnis ist das Resultat einer Einskalenrechnung mit τ0 = 4ns, ν0 = 2, 5 ·
10−12 Hz und N0α

2 = 0, 15. Hier wurde eine exponentielle Zustandsdichte mit 25meV Breite
zugrunde gelegt. In Bereichen hoher Zustandsdichte, d.h. direkt unterhalb der Bandkante,
ist der Zerfall sehr schnell, während er für Bereiche niedriger Zustandsdichte sehr langsam
ist. Das ist deutlich im oberen Teil der linken Abbildung sichtbar. Dieser Zerfall wird im
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Abb. 3.11.: Links: Die zeitaufgelöste Photolumineszenz in Falschfarben und den zu den Tran-
sienten gehörigen, spektralen Bereichen. Simuliert wurde im Einskalenmodell mit
dem Parametersatz τ2 = 4ns, ν0 = 2, 5 · 10−12 Hz und N0α

2 = 0, 15 und einer
exponentiellen Skala mit 25meV Breite bei T = 10K.
Oben links: Die spektral aufgelöste Zerfallszeit. Diese steigt mit zunehmendem
Abstand von der Bandkante.
Rechts: Die Transienten zu den zugehörigen Energiebereichen. Der Zerfall wird
zur Bandkante hin nicht nur schneller, sondern enthält viele, multiexponentielle
Komponenten.

Mittel sogar langsamer als die mittlere Zerfallszeit τ2, was durch Nachfütterungsprozesse im
niederenergetischen Bereich zu erklären ist.

Die temperaturabhängige Zerfallszeit

Im Abschnitt über das PL-quenching (Abschnitt 3.1.3 auf Seite 26) wurde bereits erwähnt,
dass nichtstrahlende Rekombinationszentren über tief liegende Störstellen für diesen E�ekt
verantwortlich sind [50]. Da diese Art der Rekombination einen zusätzlichen Zerfallskanal
darstellt, kommt es in der PL zu einer Zerfallszeitverkürzung. Das wird in Abbildung 3.12
gezeigt, der die Parameter ν1 = 1013 Hz, τ0 = 1 ns, ε0 = 20meV (exponentielle Skala) und
N0α

2 = 0.5 zugrunde liegen. Gleichzeitig ist der Zerfall bei hohen Temperaturen sehr stark
multiexponentiell, sodass die 1/e-Zerfallszeit als Charakteristikum dient. Der Grund dafür ist
Gleichung (3.3) aus Ref. [46]:

Die e�ektive Zerfallszeit τe� bei der Konkurrenz von strahlender (τr) und nichtstrahlender
Zerfallszeit τnr beträgt
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Abb. 3.12.: Links: Die Zerfallskurven unter Berücksichtigung der nichstrahlenden Rekombina-
tion bei verschiedenen Temperaturen. Man sieht stark multiexponentielle Zerfälle,
denen eine komplizierte Zerfallszeitenverteilung zugrunde liegt (Inset, für 140K
� der kurzlebige Peak am linken Ende des Spektrums wurde aus Darstellungs-
gründen auf 1/4 abgeschnitten.). Die graue Kurve dient zur Überprüfung, ob das
Zerfallszeitenspektrum auch alle Anteile berücksichtigt.
Rechts: Der Ein�uss nichtstrahlender Rekombination führt zu einer mit der Tem-
peratur zunehmenden Zerfallszeitenverkürzung, die unabhängig vom Parameter
nnr

nnr+nr
ist. Im Inset sieht man die Bedeutng dieses Parameters: Er ist für das

unterschiedlich starke PL-quenching verantwortlich.

1

τe�
=

1

τr
+

1

τnr
. (3.9)

Die nichtstrahlende Zerfallszeit ist eine exponentielle Funktion der Zerfallsenergie (Gleichung
(3.3)) � jedes lokalisierte Energieniveau trägt damit zur nichtstrahlenden Rekombinationsrate
bei. Dementsprechend liegt dem resultierenden, simulierten Zerfall ein kompliziertes Zerfalls-
zeitenspektrum zugrunde. Dieses ist beispielsweise für 140K im Inset von Abb. 4.13 mit der
zugehörigen, rekonstruierten Zerfallskurve als graue Linie in der linken Abbildung dargestellt.
Das einfachste Charakteristikum einer solchen Zerfallskurve ist somit die 1/e-Zerfallszeit, die
in der zugehörigen, rechten Darstellung abgebildet ist. Diese verkürzt sich stark mit steigender
Temperatur. Das wird später (Kap. 4.5.6 auf Seite 61) auch im Experiment beobachtet.

In der Gleichung (3.3) ist die Zerfallsrate unabhängig vom Verhältnis der nichtstrahlenden
Zerfallsraten zur Summe der Zerfallsraten nnr

nnr+nr
, sodass in gleicher Weise die 1/e-Zerfallszeit

unabhängig davon ist. Das ist in der rechten Abbildung deutlich zu erkennen. Im zugehö-
rigen Inset ist der E�ekt des PL-quenchings dargestellt � hier erkennt man die Bedeutung
des Parameters nnr

nnr+nr
, der für zunehmendes Verhältnis von nichtstrahlender zu strahlender

Rekombination die PL für hohe Temperaturen immer weiter unterdrückt.

3.2.4. Zeitintegrierte Ergebnisse im Zweiskalenmodell

Die erschöpfende Diskussion des Ein�uss eines jeden Parameters im Zweiskalenmodell ist nicht
möglich, da es unendlich viele Parameterkombinationen gibt und das Skalierungsverhalten
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Abb. 3.13.: Links: Die Stokes-Verschiebung in Abhängigkeit von ν1τ1 bei verschiedenen N1α
2
1:

Sie ist umso stärker, je gröÿer N1α
2
1 und ν1τ1 sind.

Mitte: Die Halbwertsbreite der PL in Abhängigkeit von ν1τ1 bei verschiedenen
N1α

2
1: Die Breite des PL-Spektrums hängt kompliziert von N1α

2
1 und ν1τ1 ab.

Rechts: Vergleich der Summe der Einskalenmomente mit den Zweiskalenmomen-
ten: Man sieht, dass die Einskalenmomente gut zum Abschätzen der Parameter
im Zweiskalenmodell verwendet werden können, jedoch ist die quantitative Über-
einstimmung nur selten gegeben.

bezüglich der Energieskala nicht mehr gegeben ist. Es wurde jedoch bereits auf den Zusam-
menhang der Einskalenergebnisse mit denen des Zweiskalenmodells über die Faltung hinge-
wiesen. Aufgrunddessen kann man z.B. für die Anpassung der Spektren an das Experiment
die Ergebnisse der Einskalenrechnungen für Abschätzungen verwenden. Es soll nun an einem
herausgegri�enen Beispiel diskutiert werden, inwiefern sich die Skalen beein�ussen und wie
gut die Abschätzung der Momente des PL-Spektrums im Zweiskalenmodell über die Summe
der Momente im Einskalenmodell ist.

Dazu wird die erste Skala mit den Parametern ε1 = 50meV und einer gauÿförmigen Zustands-
dichte verwendet. Die zweite Skala ist eine exponentielle Skala mit ε2 = 12meV, N2α

2 = 0, 5
und ν1τ1 = 104. Die Momente der PL werden über dem Parameter ν1τ1 dargestellt und in
Abhängigkeit von N1α

2
1 in Abbildung 3.13 betrachtet:

Man erkennt, dass der Stokes Shift (Abbildung links, vergleiche mit Abb. 3.7 auf Seite 34,
links) mit steigendem N1α

2
1 und steigendem ν1τ1 stetig ansteigt. Dieses Verhalten ist quali-

tativ aus dem Einskalenmodell bekannt. Nun stellt sich die Frage, wie gut die quantitative
Übereinstimmung der Faltung mit der Summe der Kenngröÿen ist. Dazu wurde die Sum-
me der Stokes-Shifts im zugehörigen Einskalenmodell (rote Linie) mit dem Stokes-Shift im
Zweiskalenmodell (blaue Linie) in der Abbildung rechts gegenübergestellt. Man erkennt, dass
die Abschätzung z.T. die richtigen Werte liefert, jedoch steigt die Abweichung für gröÿere
ν1τ1. Das liegt daran, dass die Schiefe des Photolumineszenzspektrums im Einskalenmodell
für steigende ν0τ0 zunimmt und damit die Näherung immer schlechter wird.
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3. Aufbau der Simulation

Mit der Breite der PL sieht es im Zweiskalenmodell qualitativ auch ähnlich aus wie im Ein-
skalenmodell (Abbildung in der Mitte, vergleiche mit Abb. 3.7 auf Seite 34, Mitte) � für
kleine N1α

2
1 steigt die Breite mit zunehmendem ν1τ1, für gröÿere N1α

2
1 gibt es ein Maximum

dieser Breite und für noch gröÿere N1α
2
1 sinkt sie. Vergleicht man die Summe aus den zugehöri-

gen Einskalenmodellrechnungen quantitativ mit den Ergebnissen des Zweiskalenmodells, dann
wird die Breite der Gesamt-PL in diesem Fall um etwa 50% überschätzt, jedoch ist der Verlauf
in etwa identisch. Das wurde auch für andere Parametervariationen beobachtet, d.h. möchte
man die PL mit einer bestimmten Breite erzeugen, dann sollte man für einen Parametersatz
das Verhältnis der Abschätzung zur vollen Zweiskalenrechnung analysieren, anschlieÿend soll-
ten die ersten, präziseren Parameterabschätzungen erfolgen. Nach wenigen Iterationen kann
man damit die gewünschte Breite der PL anhand der Parameter einstellen.

Man kann also sagen, dass sich das Zweiskalenmodell ähnlich verhält, wie man es erwartet und
man kann sich bei der Anpassung des Photolumineszenzspektrums an das Experiment mit dem
Einskalenmodell viel Arbeit ersparen. Dennoch kommt man nicht umhin, die Simulation für
verschiedene Parametersätze zu vergleichen, um ein Spektrum anzupassen. Anschlieÿend muss
dieses Parameterset noch weitere Messkurven wiedergeben, was den Raum der für das spezielle
Experiment gültigen Parameter weiter einschränkt.

Backhopping

Das Backhopping ist ein hypothetischer E�ekt, der zu mehr Hüpfprozessen auf der Alloy-Skala
führt. Dabei nimmt man an, dass das Exziton mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit von der
Cluster-Skala auf die Alloy-Skala zurückhüpfen kann. Für höhere Temperaturen ist zu vermu-
ten, dass dieser E�ekt deutlich zunimmt, sodass man für die Untersuchung des E�ekts am
besten die temperaturabhängigen ersten und zweiten Momente des PL-Spektrums untersucht.

Des weiteren wird der Parameter ν1τ1 einen groÿen Ein�uss auf die Spektren bei hohen Tempe-
raturen haben, denn durch das Backhopping �nden weitere Hüpfprozesse auf der Alloy-Skala
statt, deren Anzahl mit ν1τ1 skaliert. Deshalb wird dieser Parameter in Abbildung 3.14 va-
riiert. Zusätzlich wurden die Parameter N1α

2
1 = 0.07 und ε1 = 50meV für die Alloy-Skala

verwendet und ν2τ2 = 104, N2α
2
2 = 0, 05 und ε2 = 12meV.

Aufgrund der fast exponentiell mit der Temperatur ansteigenden Rechenzeit unter Berück-
sichtigung von Backhopping konnten in Abb. 3.14 nicht alle Wertepaare eingezeichnet werden.
Dennoch ist der Trend in dieser Abbildung � unabhängig von ν1τ1 � klar: Das Backhopping
zerstört den S-shape und führt zu einer stärker ausgeprägten Rotverschiebung des Spektrums.
Auf der groÿen Energieskala ε1 dominiert nach einem Backhoppingprozess das Abwärtshüpfen,
sodass das Spektrum stärker in den roten Bereich verschoben wird � dieser E�ekt überkom-
pensiert das Aufwärtshüpfen in der Cluster-Skala bei höheren Temperaturen und führt zum
Verschwinden des S-shapes.

Die Breite des Spektrums wird dahingegen weniger stark beein�usst. Es gibt einige Anomalien
im Bereich von etwa 100K und die maximale Breite ist etwas geringer. Im Hochtemperatur-
bereich deutet sich im Unterschied zur Rechnung ohne Backhopping, nachdem die Breite ihr
Maximum erreicht hat, ein weiterer Anstieg an.

Backhopping ist also ein E�ekt, der das Verschwinden eines S-shapes in stark ungeordneten
Systemen mit Alloy-Disorder und kompositioneller Unordnung erklären kann. Das wurde in
den in dieser Arbeit auftretenden Materialsystemen jedoch nicht beobachtet.
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3.2. Ein�uss der Modellparameter auf die simulierten PL-Spektren
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Abb. 3.14.: Der Ein�uss von Backhopping auf das Photolumineszenzspektrum (fehlende Da-
tenpunkte sind in dem extremen Rechenzeitverbrauch des Backhoppings bei hohen
Temperaturen begründet):
Links: Der Stokes-Shift wird aufgrund des Abwärtshüpfens auf der Alloy-Skala bei
endlichen Temperaturen verstärkt und lässt den S-shape verschwinden.
Rechts: Die Halbwertsbreite des Spektrums wird bei endlichen Temperaturen we-
niger duch das Backhopping beein�usst.
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4. Das Materialsystem Ga(AsBi)

4.1. Einsatzgebiete von Ga(AsBi)

Ga(AsBi) ist ein vielseitig anwendbares Materialsystem. Aufgrund der Bandkantenreduktion
von ca. 80-90 meV pro Prozent Wismut in GaAs [7, 8, 55, 56, 57, 9, 58] ist es als vielverspre-
chender Kandidat für Laserdioden im Nahinfrarotbereich geeignet. In diesem Bereich sind vor
allem die sog. �Telekomwellenlängen � (für Telekommunikationsanwendungen) im Bereich von
1310 nm/1550 nm von Interesse. Auÿerdem absorbiert dieses Material mit geeigneter Wismut-
konzentration sehr gut im infraroten Bereich, was für die Anwendung in Solarzellen [9, 10] von
groÿem Nutzen ist.

In der Literatur wird auch die Anwendung für Terahertzemitter diskutiert [59, 60], da man
beim Niedertemperaturwachstum von Ga(AsBi) sehr kurze Ladungsträgerlebensdauern er-
hält. In Ref. [59] wird eine Lebensdauer von ca. 1 ps für die Elektronen angegeben. Es wird
damit auch als Material für ultraschnelle optische Schalter interessant. Man kann dementspre-
chend auch Ladungsträgerbeweglichkeiten mit THz-Spektroskopie vermessen, wie es in Ref.
[61] beschrieben wird.

Im Patent [62] wird Ga(AsBi) (bzw. Wismutide i.A.) als Material für einen Transistor vorge-
sehen � es ist geeignet, weil es ein höheres Valenzbando�set als GaAs besitzt und eine relativ
hohe Lochbeweglichkeit aufweist.

Zusätzlich zur Bandkantenreduktion weist Ga(AsBi) ein recht groÿes Spin-Bahn-Splitting auf,
das sich mit zunehmendem Wismutgehalt vergröÿert. Bei etwa 10-15 % Wismutgehalt ist der
Split-O�-Abstand gröÿer als die Bandkante. Dieses Verhalten wünscht man sich für Spintronic-
Anwendungen [63, 64].

4.2. Herstellung

Ga(AsBi) wird mittels Molekularstrahlepitaxie (MBE) hergestellt, wie es für (III-V) Halbleiter
in der Regel der Fall ist. Der Wuchsprozess ist nicht einfach zu beherrschen, da Wismut dazu
neigt, sich bei sehr hohen Temperaturen an der Ober�äche abzuscheiden [65]. Gründe dafür
sind a) GaBi ist ein Halbmetall und weist eine gröÿere Gitterkonstante auf als GaAs und b) es
besitzt eine viel geringere Elektronegativität als GaAs. Deshalb neigt es dazu, sich von GaAs
zu separieren. Um das zu unterdrücken, ist eine sehr starke Kühlung des Substrates (meist
GaAs) notwendig. Die Wuchstemperaturen betragen ca. 280◦C � 400◦C (Substrattemperatur),
wobei in [65] herausgearbeitet wird, dass für Proben mit höherem Wismutgehalt die Tempe-
ratur so niedrig wie möglich gewählt werden muss. Stand der Technik ist die Herstellung von
Proben mit bis zu 10,9% Wismutgehalt [9, 65, 66, 67, 68]. Weiterhin neigen Wismut-Atome
zur Clusterbildung, wie in [50, 51] aus PL-Spektren geschlussfolgert wurde und in [69] direkt
gemessen wurde.
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4. Das Materialsystem Ga(AsBi)

Bevor die Molekularstrahlepitaxie als Herstellungsverfahren für Wismutide etabliert war, wur-
den Proben mit metallorganischer Dampfphasenabscheidung (MOVPE) hergestellt, weil da-
durch die Ober�ächenanreicherung durch Bi unterdrückt wurde [55]. Damit lieÿen sich jedoch
nur relativ geringe Wismutanteile bis 3,5% erzeugen. Beispiele kann man dafür in [8, 70]
�nden.

4.3. Schichtcharakterisierung

Zur Charakterisierung der Schichten gibt es verschiedene Verfahren. In der Regel möchte man
Aussagen über die Schichtqualität tre�en, z.B. wie groÿ die Abweichung von einer regulär kris-
tallinen Struktur ist, wie rein und wie verspannt die Probe ist. Dabei kann man versuchen, die
Probe direkt oder indirekt abzubilden (Elektronenmikroskop [66], Atomkraftmikroskop, kris-
tallographische Methoden wie Röntgenbeugung [55]) oder mit Spektroskopiemethoden (Tera-
hertz, Photolumineszenz (PL), Photoabsorption oder Photore�ektion) indirekte Rückschlüsse
auf die Probenstruktur ziehen.

Die abbildenden Verfahren sind für Strukturuntersuchungen geeignet, z.B. um die Gitterkon-
stante des Materials zu bestimmen oder die Probenreinheit bzw. die Homogenität der Probe.
Die spektroskopischen Methoden erlauben Rückschlüsse auf die energetische Bescha�enheit
des Materials, wie z.B. die Bandlückenbestimmung mittels Absorption, Re�ektion oder auch
Photolumineszenz, wobei die Methoden Signaturen exzitonischer Rekombination enthalten,
die u.U. keine genaue Bandlückenbestimmung zulassen. Um dem Ziel des Lasers näher zu
kommen, muss man zusätzlich den Gain, also die Verstärkung eines Lichtsignals durch die
Probe, messen. Mittels Terahertzspektroskopie kann man z.B. auch die Ladungsträgerbeweg-
lichkeit messen [61].

Die für diese Arbeit relevanten Untersuchungen sind sowohl Absorptionsmessungen als auch
Photolumineszenzspektren, aus denen man Kenntnis über die Varshni-Parameter und die Na-
tur der Unordnung erlangen kann. Die Messungen wurden von der Marburger Gruppe um
Prof. Martin Koch und Dr. Sangam Chatterjee, namentlich Alexej Czernikov, Kolja Kolata
und Nico S. Köster vorgenommen und die zugehörigen Proben von Xiangfeng Lu, Shane R.
Johnson und Daniel Beaton in der Gruppe von Prof. T. Tiedje hergestellt. Soweit nicht an-
ders angegeben, wurde eine 30nm-dicke, MBE-gewachsene Probe mit einem Wismutgehalt von
4�5% verwendet, an der die Theorie getestet wurde.

4.3.1. Absorptionsmessung

Mit Hilfe eines Absorptionsspektrums kann man die elektronische Zustandsdichte der Pro-
be vermessen. Dazu wird die Probe mit einer Weiÿlichtquelle bestrahlt und das zugehörige
Absorptionsspektrum hinter der Probe aufgenommen. Unter Vernachlässigung exzitonischer
E�ekte ist die Absorption linear von der Zustandsdichte abhängig und man kann man diese
direkt aus der Messung ablesen. Zusätzlich dazu treten exzitonische Linien im Absporptionss-
pektrum auf und in ungeordneten Materialien eine Reihe exzitonischer Zustände. Für einen
Quanten�lm (2D) ist die Zustandsdichte eine Stufenfunktion θ(EGap) (EGap ist die Bandkan-
tenenergie, gültig für eine einfache Bandkante). Das Ergebnis der Messung ist in Abb. 4.1
dargestellt.
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Abb. 4.1.: Das Absorptionsspektrum einer 4,5%-igen GaAsBi-Probe mit 30 nm Dicke und zu-
gehörigem Photolumineszenz-Spektrum (blaue Punkte) bei 10K � man sieht einen
deutlichen Bandausläufer (gauÿförmig, erkennbar in logarithmischer Skalierung im
Inset) als auch die Bandlücke bei ca. 1,20±0,01. (Messung von N. Köster und K.
Kolata)

Die Messung zeigt keine harte Stufenfunktion, sondern eine Stufe mit einem Bandausläufer
und einer Überhöhung. Dieser Ausläufer kann mit ungeordneten, exzitonischen Niveaus un-
terhalb der Bandkante erklärt werden. Weiterhin sieht man im Inset dieser Abbildung, wo das
Absorptionsspektrum auf einer logarithmischen Skala abgetragen ist, dass dieser Bandausläu-
fer 1/2-Gauÿförmig ist. Anhand der Überhöhung kann man das erste Exziton erkennen � es ist
nur sehr stark verbreitert. Anhand des Photolumineszenzspektrums kann man die Bandkante
aufgrund des das Absorptionsmaximums auf 1,20±0,01 eV festlegen. Die Bandkante kann in-
nerhalb der Probe auch leicht �uktuieren, da die Wismutverteilung innerhalb der Probe nicht
homogen ist und die Bandkante stark vom Wismutgehalt abhängt.

4.3.2. Photolumineszenzspektren und S-shape

Photolumineszenz ist ein etabliertes Messverfahren, um die Bandkante oder andere elektroni-
sche Eigenschaften von Halbleitern zu untersuchen. Dazu regt man das Material mit einem
Laserpuls an und detektiert das Licht, das dieses Material emittiert. In kristallinen Systemen
mit scharfer Bandkante kann man damit direkt die Bandlücke bestimmen. In Halbleitern hat
man oftmals exzitonische Niveaus mit wassersto�artigen Bindungsenergien vorliegen, d.h. die
Emission erfolgt mit der Energie der Bandlücke, reduziert um die Exzitonbindungsenergie.
Die exzitonische Zustandsdichte sind Delta-Peaks bzw. homogen verbreiterte Peaks. Bei den
Photolumineszenzspektren fällt auf, dass sie asymetrisch sind (siehe Abb. 4.2, links). Das ist
für eine exzitonische Linie auÿergewöhnlich. In Verbindung mit dem Absorptionsspektrum
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4. Das Materialsystem Ga(AsBi)

Bi-Gehalt & Quelle E0 [eV] α [meV/K] β [K]
0% [49] 1,517. . . 1,519 0,55 200. . . 225
0% [57] 1,51 0,42*
0,5% [57] 1,40 0,24*
1,2% [56] 0,4
1,3% [57] 1,35 0,23*
1,9% [72] 0,36
2,6% [57] 1,31 0,15*
3,5% [70] 0,30
4-5% [50] 1,19 0,274 468

Tab. 4.1.: Die Varshni-Parameter für verschiedene Bi-Anteile des Ga(As1−xBix), die mit * ge-
messenen Werte weichen signi�kant ab - in [70] wird dafür das Auswertungsverfah-
ren, um die Bandkante aus Photore�ektionsspektren zu bestimmen, verantwortlich
gemacht.

kommt man zum Schluss, dass es sich um exzitonische Bandausläufer handelt.

Normalerweise folgt die Bandkante eines Halbleiter(verbund-)materials dem sog. Varshni-
Verhalten [71]:

Eg = E0 −
αT 2

T + β
(4.1)

Eg ist die Bandlücke des Halbleiters bei der Temperatur T , E0 die Bandlücke bei 0K und T
die Temperatur. α und β sind Parameter, die für jedes Material angepasst werden müssen.
Für Ga(AsBi) ist der Varshni-Fit für verschiedene Wismutanteile durchgeführt worden, siehe
Tabelle 4.1. Man erkennt, dass der Parameter α mit steigendem Wismutanteil sinkt, d.h. die
Bandkante wird immer unemp�ndlicher gegen thermische Ein�üsse. Das wünscht man sich
z.B. für Halbleiterbauelemente.

Bei tiefen Temperaturen beobachtet man ein seltsames Temperaturverhalten, genannt S-shape
(siehe Abbildung 4.2). In dieser Abbildung sind links die Photolumineszenzspektren bei einer
bestimmten Temperatur aufgetragen. Der Verlauf des PL-Maximums ist als schwarze Linie
eingezeichnet un dzeigt den typischen, S-förmigen Verlauf, d.h. die energie, bei der die PL ma-
ximal wird, reduziert sich zunächst mit steigender Temperatur, bevor sie ab etwa 150K wieder
ansteigt. Rechts sieht man in dieser Abbildung die S-shapes für verschiedene Pumpleistungen.

Das Maximum des Photolumineszenzspektrums verschiebt also für geringe Temperaturen in
den roten Bereich, bei einer charakteristischen Temperatur in Richtung blau und oberhalb
dieser Temperatur wieder in den roten Bereich (siehe Abb. 4.2, rechts). Dieses Verhalten ist
ein klares Indiz für Unordnung, die sich in lokalisierten Zuständen unterhalb der Bandkante
äuÿert. Zusätzlich sieht man, dass dieses Verhalten stark von der Pumpleistung abhängt. Bei
höherer Pumpleistung ist der S-shape weniger stark ausgeprägt. Das führt man in der Regel
auf die Sättigung der lokalisierten Zustände unterhalb der Bandkante zurück.
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Abb. 4.2.: Links: Photolumineszenzspektren der Ga(AsBi)-probe mit 4,5% Bi-Gehalt bei ver-
schiedenen Temperaturen (Anregung: 2,5mW) und der zugehörige S-shape (schwar-
ze Linie).
Rechts: Der S-shape in Abhängigkeit von der Pumpleistung. (Messungen von Alexej
Czernikov)
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Abb. 4.3.: Links: Die Photolumineszenz der Probe mit 1,1% GaBi � man beobachtet 4
Phononrepliken mit jeweils 36meV Energiedi�erenz
Rechts: Das PL-Spektrum der Probe mit 5,5% GaBi � man beobachtet 2 Phonon-
repliken mit ca. 30�40meV Energiedi�erenz
(Messungen und Abbildungen von Alexej Czernikov, mit freundlicher
Genehmigung)

Phononen und Phononreplika in ausgewählten Proben

Bei einigen Quanten�lmen (Dicke: 4,5 nm, 1,1% und 5,5% GaBi-Anteil) sind sog. �Phononre-
pliken� zu beobachten � das PL-Spektrum ist dann eine Superposition des Grundspektrums (0.
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4. Das Materialsystem Ga(AsBi)

Ordnung) mit sich selbst, jeweils um die Energie eines longitudinal optischen (LO) Phonons
verschoben, wie es in Abb. 4.3 gezeigt wird. Bei diesen Proben sind die PL-Spektren auch signi-
�kant schmaler (ca. 20-30meV Breite im Vergleich zu 50-70meV) als bei den übrigen, sodass
dieser E�ekt überhaupt beobachtbar ist. Die Frage, ob in den übrigen Spektren Phononrepli-
ken enthalten sind und diese für eine zusätzliche Verbreiterung sorgen oder ob die Repliken
in diesen Proben gar nicht vorhanden sind, ist bislang o�en. Die Ursache für diese Replika
ist eine verstärkte Kopplung der Ladungsträger an die longitudinal optischen Phononen, die
durch die Lokalisierung derselben um die Bi-Atome zustande kommt, d.h. die lokal erhöhte La-
dungsträgerdichte und Phononaufenhaltswahrscheinlichkeit führt zu verstärkter Kopplung von
Elektronen und Phononen. Damit sind Prozesse höherer Ordnung (Absorption/Emission), d.h.
Mehrphononenprozesse denkbar. Dieser E�ekt wird sehr gut an der 1.1%-Bi-Probe in Abb. 4.3
sichtbar.

Man kann aus den Spektren ablesen, dass die Energie der longitudinal-optischen Phononen
36meV beträgt � das ist die Phononenergie in GaAs [49]. Des weiteren kann man den Huang-
Rhys-Faktor1 aus dieser Probe bestimmen � er beträgt ca. 0,1 � 0,3, d.h. im Mittel werden
0,1 � 0,3 Phononen bei einem Elektronenübergang emittiert. Ähnliche Werte werden auch für
Beryllium-dotiertes GaAs/(AlGa)As berichtet und auf die Berylliumstörstellen zurückgeführt
[74].

Des weiteren werden in Ref. [75] die Phononenmoden mit Ramanstreuung vermessen (Proben
mit 1,2% und 3,1% Wismut) und zwei relevante Linien ermittelt � eine Linie bei 186 cm−1

(≡ 37meV) und eine Linie bei 214 cm−1(≡ 42meV), wobei letztere Linie dem Wismut zuge-
ordnet wird. Die Intensität dieser Linie steigt auch mit zunehmendem Wismutgehalt. Durch
das Hinzufügen von Wismut entsteht also eine zweite Phononenmode, die Phononreplika im
Bereich von ca. 40meV erklären kann.

4.3.3. Zeitaufgelöste Photolumineszenz

Durch die Vermessung der zeitaufgelösten PL erhält man Informationen über die Exziton-
lebensdauer und deren spektrale Verteilung. In Abbildung 4.4 ist diese Zerfallszeit mit den
zugehörigen Transienten dargestellt.

Es fällt auf, dass die Lebensdauer sehr stark von der spektralen Position abhängt und dass die
Zerfälle multiexponentiell sind, während die Gesamtintensität monoexponentiell abfällt. Das
kann man nur mit einem PL-Zerfall erklären, der aus vielen verschiedenen rekombinierenden
Zuständen herrührt, was bei dem verwendeten Modell der Fall ist.

4.4. Mikroskopische Materialeigenschaften

4.4.1. Gitterstruktur von Ga(AsBi)

Ga(AsBi) wächst in der Regel als Zinkblendestruktur, dargestellt in Abb. 4.5 � dabei er-
setzt das Wismut das Arsen zufällig und führt zu den bereits in den Grundlagen erwähnten
1Dieser Faktor ist ein Maÿ für die Kopplungsstärke zwischen Elektronen und Phononen � genauer genommen
ist er das Verhältnis von Phononseitenbande zu Stokes-Verschiebung und wurde ursprünglich von Huang
und Rhys in Farbsto�-Zentren in Molekülen nachgewiesen [73]. Er ist gleichbedeutend mit der im Mittel
emittierten Phononen pro Elektronenübergang.
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Abb. 4.4.: Links: Die zeitaufgelöste Photolumineszenz in Falschfarbendarstellung � die Inten-
sität ist über der Zeit (senkrechte Achse) und die Stokes-Verschiebung (waagerecht)
abgetragen. Die schwarzen Linien sind die Bereiche, über die integriert wurde, um
die Transienten zu erhalten.
Rechts: Die Transienten in den im linken Bild eingezeichneten spektralen Bereichen.
Man erkennt sowohl den multiexponentiellen Zerfall als auch die stark unterschied-
liche Ausprägung des Zerfalls in den verschiedenen spektralen Bereichen.

lokalisierten Zuständen. Bei der Berechnung der Gitterstruktur von III-V-Halbleitern treten
entweder Zinkblende oder Wurzitstruktur auf. GaAs wächst in Zinkblendestruktur [49]. Glei-
chermaÿen hat man für GaBi Zinkblende als stabile Struktur errechnet [76, 77], jedoch wurde
es noch nicht hergestellt. Das bedeutet, dass a) für hohe As-Anteile oder b) für hohe Bi-Anteile
die Gitterstruktur die Zinkblende sein wird.

In Abb. 4.5, rechtes Bild ist die Abhängigkeit der Gitterkonstante über dem Wismutanteil
angegeben. Die Messdaten von Proben mit geringem Wismutanteil aus [8] wurden nach dem
Vegard-Gesetz linear extrapoliert, damit wurde dann auf die Gitterkonstante von GaBi ge-
schlossen. Die erhaltene Gitterkonstante stimmt gut mit den aus Simulationen und Messungen
gewonnenen Daten überein, weshalb die Vermutung nahe liegt, dass der Materialverbund die-
ses Gesetz erfüllt. In [80] werden die Gitterkonstanten für Zinkblende Ga(AsBi) mit 0%, 25%,
50%, 75% und 100% GaBi ausgerechnet und ein empirischer Fit nach folgender Gleichung
durchgeführt:

a(x) = xaGaBi + (1− x)aGaAs − x(1− x)b . (4.2)

a ist hier die Gitterkonstante, x der Anteil GaBi im Ga(AsBi) und b ein Fitparameter, der
zu b=-0.19 bestimmt wurde. Dieses Modell weicht leicht vom Vegard-Gesetz ab und stellt
eine Korrektur dar. In Verö�entlichung [80] werden die Gitterkonstanten für gemessene Daten
systematisch überschätzt, sodass diese Aussage weiterer Veri�kation bedarf.
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Abb. 4.5.: Links: Die Zinkblendestruktur (aus [78])� die meisten III-V-Halbleiter wachsen in
Zinkblendestruktur, u.a. GaAs � grau: Ga, gelb: As. Diese Struktur wird bei der
Einlagerung von Bi beibehalten, wobei Bi das As substituiert.
Rechts: Die Gitterkonstante von Ga(As1−xBix) über dem Wismutanteil
a) [8], Messung & Extrapolation
b) [8], Zitat einer unzugänglichen Quelle, DFT-Rechnung
c) [55], Messung (extrapoliert)
d) [79], DFT-Rechnung
e) [10], DFT-Rechnung
f) [80], DFT-Rechnung, Mittelung der angeg. Werte

4.4.2. Bandstruktur im VBAC-Modell

Die Bandstruktur von Ga(AsBi) wird erfolgreich durch das Valenzband-Anticrossing-Modell
(VBAC) beschrieben [58, 81, 82]. Die Wismutniveaus liegen im Bereich des Valenzbandes von
GaAs, deshalb wird im Wesentlichen nur die Bandkante von GaAs beein�usst. Das Band-
schema von Ga(AsBi) kann man im Rahmen der k · p-Theorie in Übereinstimmung mit dem
Experiment beschreiben. Es gibt den Verlauf der Bandkante über dem Wismutanteil in Über-
einstimmung mit den aktuellen verfügbaren Proben wieder, z.B. in Ref. [81]. Das normale
Bandschema ist in Abb. 4.6 dem vom Bi-beein�ussten Bandschema gegenübergestellt.

Die Valenzbänder des Wismuts (Schwerloch- und Leichtlochband) spalten jeweils in ein E+-
und ein E−-Band auf. Durch diese Aufspaltung kommt es a) zu einer Verringerung der Band-
kante in Übereinstimmung mit dem Experiment (siehe Ref. [81]) und b) zu einem zunehmenden
Abspalten des Split-O�-Bandes, (siehe Ref. [81]), was für Spintronic-Anwendungen interessant
ist.

Obwohl dieses Modell die Bandlücke sehr gut beschreibt, sind die PL-Spektren, die in Ref. [58]
errechnet werden, nicht identisch mit den gemessenen. Das bedeutet, dass im VBAC-Modell
nicht alle mikroskopischen Eigenschaften des Ga(AsBi) enthalten sind. Diese Abweichung kann
man sich mit der auftretenden Unordnung erklären, da man im VBAC-Modell ideale Kristalle
annimmt. Das ist ein Grund dafür, weshalb man diese kinetische Monte-Carlo-Simulation
durchführt.
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Abb. 4.6.: Links: Das Bandschema von GaAs mit den Bi-Defektenergien
Rechts: Das Bandschema von Ga(AsBi) mit geringem Bi-Anteil � die Bänder split-
ten jeweils in ein E+- und ein E−-Band auf und es kommt zur Verkleinerung der
Bandkante.

4.5. Ergebnisse der Simulation im Vergleich mit dem
Experiment

Im Folgenden wird beschrieben, mit welchen Parametern die kinetische Monte-Carlo-Simulation,
die in Kapitel 3.1.2 auf Seite 24 beschrieben wird, geeignet ist, um die Photolumineszenz im
ungeordneten Ga(AsBi) zu beschreiben. Zuerst wird ein Ansatz mit einer Zustandsdichte ge-
macht, der eine einzige Energieskala zugrunde liegt und festgestellt, dass dieses Modell nicht
ausreicht, um das Experiment konsistent zu beschreiben. Deshalb wird ein Zwei-Skalen-Modell
entwickelt, das die Probleme des Ein-Skalen-Modells behebt. Es zeigt sich, dass dieses Modell
darüberhinaus sogar die zeitliche Entwicklung der Photolumineszenz quantitativ beschreiben
kann.

4.5.1. Das Einskalenmodell

Das Einskalenmodell, das im Kapitel 3.1.2 auf Seite 24 beschrieben wird, wurde bspw. er-
folgreich auf (GaIn)(AsN) angewendet [53]. Dieser Ansatz wurde zuerst auch für Ga(AsBi)
versucht, wobei das Modell an dieser Stelle inkonsistent ist [51]. Betrachtet man z.B. die Ab-
hängigkeit der Halbwertsbreite des PL-Spektrums über der Temperatur in Abb. 4.7, dann
gibt es zwei charakteristische E�ekte, die im Modell auftauchen müssen. Zum einen ist das
Maximum bei der charakteristischen Temperatur, der in der Abbildung im Experiment (links)
und in der exponentiellen Skala (rechts) zu sehen ist. Bei der gauÿschen Zustandsdichte ist
dieses Maximum nicht zu sehen, weshalb diese Skala nicht infrage kommt. Der zweite E�ekt
ist die Halbwertsbreite bei T = 0K. Die Temperatur, bei der sich das Maximum be�ndet, lässt
Rückschlüsse auf die charakteristische Energieskala zu. Dieses be�ndet sich bei Ga(AsBi) bei
ca. 140K (Abb. 4.7, links), was zu einer Energieskala ε0 ≈ 10 − 12meV führt. Die initiale
Halbwertsbreite bei einer exponentiellen Zustandsdichte bei T = 0K beträgt etwa 2, 4 · ε0

(Abb. 4.7, rechts) � das entspricht ca. 24�30meV. Im Experiment sieht man jedoch, dass es
knapp 70meV sind (Abb. 4.7, links). Da diese charakteristischen Gröÿen unabhängig von allen
anderen Parametern sind (siehe Kapitel 3.2.1 auf Seite 32), ist die exponentielle Zustandsdichte
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Abb. 4.7.: Links: Die Halbwertsbreite des Ga(AsBi) (gemessen)
Mitte: Die Halbwertsbreite, simuliert mit einer Gauÿ'schen Skala mit N0α

2 = 0.15
bzw. 0.25 (grün bzw. blau)
Rechts: Die Halbwertsbreite, simuliert mit einer exponentiellen Skala mit N0α

2 =
0.15 bzw. 0.25 (grün bzw. blau)

ungeeignet, um das Experiment zu beschreiben. Bei der Gauÿ'schen Skala verschwindet dieser
Peak sogar, sodass auch diese Skala ungeeignet zur Beschreibung des Experimentes ist. Selbst
eine Zustandsdichte mit einem anderen Verhältnis exp

(
− εγ

εγ0

)
, wobei γ eine reelle Zahl ist, wird

diese grundlegenden Probleme nicht au�ösen, zumal eine solche Zustandsdichte physikalisch
schwierig zu rechtfertigen ist.

Des weiteren beobachtet man, dass die Proben bei höheren Temperaturen eine signi�kante
Stokes-Verschiebung aufweisen (siehe Abb. 4.8, rechts), was mit einer exponentiellen Skala
nicht zu erklären ist, sondern nur mit einer Gauÿ-Skala (siehe Abbildungen 3.6 auf Seite 33
und 3.9 auf Seite 36, jeweils links).

4.5.2. Das Zweiskalenmodell

Man vermutet jedoch, dass Wismut dazu neigt, Cluster zu bilden, was im Jahr 2011 in Ref. [83]
(erst nach Etablierung des Modells) sogar direkt mit dem Eletronenmikroskop gemessen wurde.
Aus diesem Fakt resultiert die Idee, zwei Energieskalen einzuführen, die die Zustandsdichte
beschreiben [50, 51]. Dieses Modell wurde bereits in Abschnitt 3.1.3 auf Seite 27 eingeführt.
Genauer genommen wird für die Alloy-Skala eine gauÿsche Zustandsdichte angenommen, da
die Zustandsdichte in der Absorptionsmessung (Abb. 4.1) gauÿförmig ist:

g1(ε) =
1√

2πε1

exp

(
− ε2

2ε2
1

)
(4.3)

Da sich die mittlere Energie dieser Skala als sehr groÿ herausgestellt hat, wurden für die
Simulation Multiphononprozesse mit einbezogen. Dabei wurde lediglich die Phononenergie
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von GaAs mit 36meV in Betracht gezogen, da der Ein�uss bei 4,5% GaBi-Gehalt als gering
eingestuft werden kann.

Für die Cluster-Skala nimmt man weiterhin die exponentielle Skala an, die auch dazu be-
nötigt wird, den Peak bei der Halbwertsbreite über der Temperatur (siehe Abb. 4.7, links)
zu modellieren. Dieses Zweiskalenmodell wurde inkl. der De�nition der Parameter bereits
in Kapitel 3.1.3 auf Seite 27 eingeführt. Dort be�ndet sich auch eine gra�sche Darstellung
(Abb. B.1).

g(ε) =
N

ε2
exp

(
− ε

ε2

)
. (4.4)

Dieses Modell soll dazu geeignet sein, die zeitintegrierten Simulationsergebnisse (S-shape, spek-
trale Breite der Lumineszenz) wiederzugeben. Dabei gibt es einige Einschränkungen im Para-
meterraum:

Die Debyefrequenz wird in der Literatur für Festkörper in der Gröÿenordnung von 1012 bis
1014 Hz angegeben [44, 53] bzw. ist indirekt durch das Produkt ντ gegeben [45, 54] � Frequen-
zen im Bereich von über 1014 Hz sind im Bereich des sichtbaren optischen Spektrums und von
daher nicht sinnvoll. Die Lebensdauer der Exzitonen τ2 ist in der Regel im Nanosekundenbe-
reich � dieser Parameter kann aus dem Experiment durch die Zerfallszeit der PL-Intensität
extrahiert werden. τ1 bestimmt den Aufbau der Photolumineszenz und kann daher aus dem
Experiment grob abgeschätzt werden. Das Produkt νiτi ist ein Maÿ für die Anzahl der Exzi-
tonensprünge auf der i-ten Skala.

Des weiteren können N1α
2
1 bzw. N2α

2
2 als beliebig zwischen 0 und 1 gewählt werden. Für

Werte gröÿer als eins überlappen die Nachbarzustände so stark, dass die Gültigkeit der Miller-
Abrahams-Raten verletzt wird (siehe Kapitel 2.2.3 auf Seite 15). N1α

2
1 und N2α

2
2 sind dabei

als unabhängig zu betrachten, da die Dichte der Zustände im Cluster unabhängig von der
Dichte der Cluster an sich ist.

Das Parameterset hat die Aufgabe, folgende Kenngröÿen zu simulieren:

� Die konsistente Temperaturabhängigkeit der Kenngröÿen der Spektren, d.h. der Breite
und der Position.

� Den zeitlichen als auch den spektralen Zerfall der PL (transientes Verhalten).

Erweitert man das Modell um nichtstrahlende Rekombination tief liegender Störstellen, kann
man das Quenching2 der PL über der Temperatur modellieren [7]. Dabei tritt ein weiterer
E�ekt auf � die Verkürzung der PL-Lebensdauer bei höheren Temperaturen, die ohne die
nichtstrahlende Rekombination nicht im Modell steckt [46, 84], jedoch gemessen wird. Mehr
dazu im Abschnitt 4.5.6 auf Seite 61.

4.5.3. Temperatur- und Leistungsverhalten des zeitintegrierten PL-Spektrums

Charakteristisch für die Photolumineszenz bei 0K ist eine sehr hohe Halbwertsbreite. Ausge-
hend von der charakteristischen Temperatur, bei der sich das Maximum in der Halbwertsbreite

2Als Quenching bezeichnet man die Senkung der PL-Intensität, in diesem Fall mit steigender Temperatur.
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be�ndet, erhält man eine Energieskala von 10-12meV. Eine solche Skala führt zu einer an-
fänglichen Halbwertsbreite von ca. 24 � 30meV. (Abb. 4.7) Berücksichtigt man, dass das
resultierende PL-Spektrum eine Faltung aus dem resultierenden Spektrum der ersten Skala
und der zweiten Skala ist (siehe Kapitel 3.2 auf Seite 30), dann kann man die Breite der ersten
Energieskala in etwa auf 40�50meV für eine Gauÿ'sche Skala abschätzen3.

Um die Pumpleistungsabhängigkeit der Spektren abzuschätzen, verwendet man den Parameter
N2α

2
2, da durch verstärktes Pumpen immer mehr Zustände besetzt werden und durch das

Pauliprinzip die Beweglichkeit der Exzitonen im Ortsraum reduziert wird. Das ist in etwa
gleichbedeutend mit der Reduktion der Dichte der Zustände im Ortsraum. Stärkeres Pumpen
wird auf die Alloy-Skala einen sehr geringen Ein�uss haben, weshalb man den Parameter N1α

2
1

konstant halten kann und man ihn aus der PL bei 0K extrahieren kann.

Aus dem Fit der PL-Zerfallszeit (in Kapitel 4.5.4 auf Seite 58) erhält man τ2 ≈ 4ns und
für ν2 hat man den bereits diskutierten Spielraum. Da man auf der Cluster-Skala sehr viele
Hüpfprozesse im Vergleich zur Alloy-Skala vermutet, ist die intuitive Herangehensweise, dass
das Produkt ν2τ2 gröÿer sein sollte als ν1τ1. Das verträgt sich mit einer sehr kurzen Einfangzeit
der Cluster τ1, die aus dem quasi instantanen PL-Anstieg in Abb. 4.10, Inset in Kapitel 4.5.4
geschlossen werden kann. Da man ν1 nicht gröÿer als 1014 Hz setzen kann und die Zeitau�ösung
der gemessenen Spektren 4 ps beträgt, was demnach in etwa eine obere Grenze für τ1 ist, ist
der Parameter ν1τ1 kleiner als 400, während ν2τ2 im Bereich von 4'000 bis 400'000 liegen kann.

Aus den genannten Grenzen und dem Anpassungsverfahren kann man verschiedene Parame-
tersets für die erste Skala extrahieren. Für die zweite Skala erhalten wir τ2 = 4ns, ν2 =
2, 5 · 1012 Hz, N2α

2
2 je nach Leistung (siehe Abbildung 4.8) und ε2 = 11meV. Der Fit für die

Zerfallszeiten, wie in Abschnitt 3.1.3 auf Seite 27 erläutert, wird im Kapitel 4.5.4 durchge-
führt. In der zugehörigen Gra�k wurde das Varshni-Verhalten der Bandkante berücksichtigt.
Für hohe Temperaturen nimmt man an, dass das PL-Maximum der Bandkante folgt und er-
hält die Varshni-Parameter α = 0, 274meV/K bzw. β = 468K. Aufgrunddessen unterscheidet
sich die Abbildung 4.8 von Abbildung 4.2, rechts.

Bei der Interpretation des Vergleichs in Abb. 4.8 sollte man beachten, dass man annimmt,
dass die Bandkante dem Varshni-Verlauf folgt. Die Abweichungen oberhalb 150 K lassen sich
auf die Temperaturverschiebung des Spektrums auf der ersten Skala zurückführen. Des weite-
ren ergeben sich in der Theorie oberhalb der charakteristischen Temperatur auch wesentliche
Fragen, z.B. in wie weit die Miller-Abrahams-Raten noch gültig sind.

In Abbildung 4.9 wird die Breite der PL in Abhängigkeit von der Temperatur verglichen, die
Simulation auf der linken Seite und die Messung an der Referenzprobe auf der rechten Seite.
Dort sieht man eine gute Übereinstimmung der Halbwertsbreite für tiefe Temperaturen, die
bei Temperaturen oberhalb von 150K den Verlauf nur noch qualitativ wiedergibt. Ein Grund
kann natürlich die Einschränkung der Miller-Abrahams-Indizes auf lokalisierte Zustände mit
kleinem Überlapp sein. Es ist auch möglich, dass die Beweglichkeit der Exzitonen bei hoher
Temperatur steigt, da die mittlere Lokalisierungslänge zunimmt, die in der Simulation konstant
angenommen wird. Streng genommen ist diese eine Funktion der Energie (siehe Kapitel 2.2.2
auf Seite 13). Für steigende Nα2 sieht man z.B. in Abb. 4.9, links, dass die Breite für steigende
N2α

2
2 schneller mit der Temperatur fällt. Das kann ein Grund sein, weshalb die Breite der PL

3Bei der Faltung zweier Gauÿ-Funktionen erhält man eine Gauÿfunktion, deren Breite die Summe der Breiten
der einzelnen Gauÿ-Funktionen ist. Da die PL-Spektren keine Gauÿ-Spektren sind, aber ähnlich aussehen,
kann man das als grobe Abschätzung verwenden.

56



4.5. Ergebnisse der Simulation im Vergleich mit dem Experiment

ExperimentSimulation

Temperatur [K]

S
to

ke
s 

V
e

rs
ch

ie
b

u
n

g
 [
m

e
V

]

0 100 200

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20
N

2
2=0.25

N
2

2=0.15

N
2

2=0.07

Temperatur [K]
0 100 200

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20
P=1mW
P=2.5mW
P=5mW

S
to

ke
s 

V
e

rs
ch

ie
b

u
n

g
 [
m

e
V

]

Abb. 4.8.: Der simulierte S-shape (links) und der gemessene (rechts). Man erkennt eine sehr
gute Übereinstimmung im Bereich bis 150K. Oberhalb dieser Temperatur stellt
sich die Frage, ob das PL-Maximum der Bandkante folgt und die Theorie aufgrund
der Näherungen nicht mehr anwendbar ist. Ein weiterer Grund für die Abweichung
kann auch die Zustandsdichte sein, die nicht exakt gauÿförmig bzw. exponentiell
verteilt ist. Weitere Erläuterungen im Text.
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Abb. 4.9.: Die simulierte PL-Halbwertsbreite (links) und die gemessene (rechts). Man erkennt
eine sehr gute Übereinstimmung im Bereich bis ca. 150K. Bei höheren Temperatu-
ren fällt die Breite im Experiment schneller ab.

in Abbildung 4.9, die unabhängig von all diesen Bandkantenein�üssen ist, oberhalb von 150K
nicht mehr so gut mit dem Experiment übereinstimmt. Eine weitere Ursache kann auch sein,
dass die wahre Verteilung der Cluster von der idealisierten in der Simulation abweicht.
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Abb. 4.10.: Der Vergleich zwischen Theorie und Experiment bei T=10K und 2,5mW Pump-
leistung: Das zeitintegrierte PL-Spektrum (links), der Fit der Zerfallszeit (Inset,
grüne Linie, verschoben) mit dem Ergebnis τ2 ≈ (4.25 ± 0.23) ns, die simulierte
Zerfallszeit (Inset, rote Linie) und der Messung (Inset, blaue Linie) und die zu-
gehörigen spektralen Bereiche (schwarze Boxen, links), in denen die Transienten
(rechts) dargestellt wurden.

Im Ende�ekt erhält man aber mit dem Zweiskalenmodell eine zufriedenstellende und konsis-
tente Erklärung für die o�enen Punkte im Einskalenmodell und die Vermutung der Bi-Cluster
hat sich sogar im Experiment bestätigt [69].

4.5.4. Zeitabhängige Simulationsergebnisse

Durch die Messung der Zeitabhängigkeit der Photolumineszenz ist es möglich, nicht nur das
Produkt ντ zu bestimmen wie z.B. in [50], sondern auch die Dynamik auf den einzelnen Skalen
zu untersuchen. Sie ist sowohl durch die Zeiten τ1 < 5 ps und τ2 ≈ 4 ns gegeben als auch durch
die Debye-Frequenzen von ν1 = 1014 Hz und ν2 = 2.5 · 1012 Hz.

Wie bereits in Abschnitt 3.1.3 auf Seite 27 erläutert, wird der Fit der Gesamtintensität
über der Zeit durchgeführt (siehe Inset Abb. 4.10, grüne Linie). Man erhält das Ergebnis
τ2 ≈ (4.25 ± 0.23) ns, was in Zukunft mit τ2 ≈ 4 ns identi�ziert wird. Für die Simulation ist
das ausreichend genau, um eine sehr gute Übereinstimmung des zeitlichen Verlaufs der PL-
Intensität zu bekommen (siehe Inset Abb. 4.10, rote Linie). In gleicher Weise stimmt auch das
PL-Spektrum in Abb. 4.10 mit der Theorie überein.

Der Kreuztest für die Dynamik sind jedoch die Transienten. Diese sind in Abb. 4.10, rechts
dargestellt. Die Transienten sind die in den zeitaufgelösten Spektren (Abb. 4.4) über einen
spektralen Bereich integrierten Zeitreihen. Die Integration erstreckt sich über jeweils ±10meV.
Diese spektralen Bereiche sind in der Abbildung 4.10 links durch schwarze Rahmen eingezeich-
net und die angegebenen Werte in meV (jeweils links und rechts in der Abbildung) entsprechen
der zugehörigen Stokes-Verschiebung, die jeweils von der Bandkante mit Egap = 1, 21 eV ge-
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Abb. 4.11.: Ein Falschfarbenplot der gemessenen und simulierten PL von Ga(AsBi) bei 10K.
Die Pumpleistung beträgt 2,5mW bzw. N2α

2
2=0.15. Die horizontale Achse ist die

Stokes-Verschiebung und die vertikale die Zeit nach der Anregung.

messen wurde. Die Übereinstimmung mit den experimentellen Daten ist nahezu perfekt und
wird mit den Parametern N1α

2
1 = 0, 07 und ε1 = 45meV [85] erzielt. Die zugehörige Messung

ist bei 2,5mW Pumpleistung durchgeführt worden, was dem über dem Temperaturverlauf
ange�tteten N2α

2
2 = 0, 15 entspricht.

In Abb. 4.11 sind sowohl die zeitaufgelösten Spektren der Simulation (links) als auch des
Experiments (rechts) dargestellt. Die PL-Intensität wird in einer Falschfarbendarstellung als
Funktion der Energie (horizontale Achse) und der Zeit (vertikale Achse) gezeigt. Auch hier
ist die Übereinstimmung o�ensichtlich. Zusammenfassend lässt sich also aussagen, dass mit
einem physikalisch relevanten Parameterset das Temperaturverhalten, die Dynamik und auch
die Spektren an sich mit dem gegebenen Modell in sehr gute Übereinstimmung gebracht werden
können.

Es gibt auch noch andere Parametersätze, die das zeitintegrierte Spektrum bei 10K in gleicher
Weise wiedergeben, jedoch ist da die Übereinstimmung der PL-Breite und der Transienten
nicht in der gleichen Qualität wie für das diskutierte Parameterset gegeben. Die Parameter
in Tabelle 4.2 sind ohne Rücksicht auf physikalische Grenzen angegeben und die zugehörigen
Spektren sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Weil das zeitintegrierte Spektrum vom Produkt
der Parameter ν1τ1 bzw. ν2τ2 abhängt, kann man unter Beobachtung einer um ein bis zwei
Gröÿenordnungen langsameren Dynamik auf der ersten Skala die Debyefrequenz entsprechend
anpassen, sodass die physikalischen Grenzen für diese Frequenz wieder eingehalten werden.
Obwohl die Kenngröÿen (Position, Breite) in etwa gleich sind, ist die Form und die Schiefe
der PL leicht verschieden.
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Erste Skala Set 1 Set 2 Set 3 Set 4 Set 5
ν1[s−1] 5 · 1017 5 · 1013 5 · 1015 5 · 1014 5 · 1016

τ1 [ps] 2 2 2 2 2
N1α

2
1 0.01 0.1 0.03 0.05 0.01

E1 [meV] 42 50 41 43 58
Verteilung Gauÿ'sch Gauÿ'sch Gauÿ'sch Gauÿ'sch Gauÿ'sch

Tab. 4.2.: Überblick über die verschiedenen möglichen Parametersets für die erste Energie-
skala. Man beachte, dass die Parameter nicht alle physikalisch relevant sind. Das
betri�t insbesondere die Debyefrequenz ν1, die nicht gröÿer als 1014 Hz sein darf.
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Abb. 4.12.: Verschiedene PL-Spektren mit verschiedenen ersten Skalen:
Set 1: E1 = 42meV, ν1 = 5 · 1017 Hz, N1α

2 = 0.01
Set 2: E1 = 41meV, ν1 = 5 · 1015 Hz, N1α

2 = 0.03
Set 3: E1 = 43meV, ν1 = 5 · 1014 Hz, N1α

2 = 0.05
Set 4: E1 = 50meV, ν1 = 5 · 1013 Hz, N1α

2 = 0.1
Set 5: E1 = 58meV, ν1 = 5 · 1016 Hz, N1α

2 = 0.01

4.5.5. Backhopping und strahlende Rekombination von der ersten Skala

E�ekte wie backhopping oder nichtstrahlende Rekombination von der ersten Skala haben sich
nicht als notwendig erwiesen bzw. führen zu keiner besseren Übereinstimmung. Deshalb sind
sie für das Materialsystem ohne Relevanz. Für andere Materialsysteme, die auch Unordnung
zeigen, kann es jedoch sein, dass sie einen Ein�uss haben.
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Abb. 4.13.: Links: Die Abhängigkeit der Gesamtintensität der PL über der Temperatur, ent-
nommen aus [50], mit freundlicher Genehmigung.
Rechts: Die Abhängigkeit der 1/e−Zerfallszeit der PL über der Temperatur bei Be-
rücksichtigung nichtstrahlender Rekombination (orange) und ohne nichtstrahlen-
der Rekombination (braun) und die experimentellen Messungen bei verschiedenen
Anregungen (blau, rot und grün).

4.5.6. Nichtstrahlende Rekombination

Nichtstrahlende Rekombination hat Folgen im Bezug auf die Temperaturabhängigkeit der
Photolumineszenz: Zum einen führt es zum PL-quenching, zum anderen zu einer Verkürzung
der Zerfallszeiten. Diese E�ekte sind in Abbildung 4.13 dargestellt. In der linken Gra�k ist
das PL-quenching dargestellt, das bei verschieden starken Pumpleistungen im Experiment ver-
schieden stark ausfällt (Quadrate bzw. Kreise in der Gra�k). Das kann man in der Simulation
unter dem Einbezug nichtstrahlender Rekombination nachvollziehen (durchgezogene Linien).
Der zugehörige Parameter in der Legende ist das Verhältnis der nichtstrahlend zerfallenden
Exzitonen zu der Gesamtzahl der Exzitonen nnr/(nr + nnr) , wobei nr der Anteil strahlend
zerfallender Exzitonen ist und nnr der Anteil nichtstrahlend zerfallender Exzitonen.

In der rechten Abbildung sind die 1/e−Zerfallszeiten über der Temperatur mit und ohne
nichtstrahlende Rekombination (braun und orange) und die experimentellen Zerfallszeiten der
Ga(As0,955Bi0,045) dargestellt. Man erkennt, dass die Verkürzung der Zerfallszeit auf die nicht-
strahlende Rekombination zurückzuführen ist (vergleiche die Simulation für nnr/(nr +nnr) =
0, 000 bzw. 0,008). Das kann man damit erklären, dass die nichtstrahlende Rekombination
einen weiteren Zerfallskanal darstellt, der bei höheren Temperaturen immer wahrscheinlicher
wird. Da man nur den strahlenden Zerfall detektieren kann und nichtstrahlende Rekombina-
tion nicht detektierbar ist, erscheint dieser zeitlich verkürzt.

Für die 10mW-Messung wurde nnr/(nr + nnr) = 0, 008 als Anteil nichtstrahlender Rekombi-
nation identi�ziert und führt zu einer sehr guten Übereinstimmung von Simulation und Ex-
periment (siehe Abbildung links). Diese quantitative Übereinstimmung betri�t jedoch nicht
die Zerfallszeit der PL (Abbildung rechts), jedoch stimmt der Trend überein. Die Ursache ist
die, dass bei 10mW Pumpleistung die Niedrigdichtenäherung unabhängiger Exzitonen nicht
mehr gerechtfertig ist. Deshalb ergibt sich experimentell eine Verkürzung der Zerfallszeit von
4 ns bei 3mW (Niedrigdichtenäherung gültig, wie man an der Übereinstimmung von Simula-
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tion und Experiment in Kapiel 4.5.4 auf Seite 58 sieht) auf 2,5 ns bei 10mW. Dieser E�ekt
verstärkt sich für noch höhere Leistungen, bis das PL-Quenching und die damit verbundene
Zerfallszeitenverkürzung bei 100mW Anregungsleistung fast verschwindet.

Eine Vermutung für dieses Verschwinden des PL-quenchings ist, dass es auch leistungsaktiviert
ist, d.h. je stärker die Probe gepumpt wird, desto mehr Exzitonen zerfallen nichtstrahlend.
Diesen Zusammenhang kann man anschaulich verstehen: Je mehr lokalisierte Störstellen be-
setzt sind, desto weniger Hopping �ndet zwischen den Zuständen statt und desto gröÿer ist die
Wahrscheinlichkeit für Rekombination und dementsprechend auch für nichtstrahlende Rekom-
bination. In diesem Fall fällt der zusätzliche Ein�uss des Quenchings durch die Temperatur
nicht mehr so sehr ins Gewicht.

Das könnte man anhand des Zusammenhangs zwischen Pumpleistung und PL-Leistung fest-
stellen. Steigt die PL-Leistung im gleichen Verhältnis wie die Pumpleistung (1:1), ändert sich
das Verhältnis von Rekombination über die lokalisierten Störstellen und strahlendem Zer-
fall nicht in Abhängigkeit von der Leistung. Steigt sie jedoch langsamer an, dann ist die
Rekombination über die Störstellen leistungsabhängig. Dieses Verhalten wurde sogar gemes-
sen: in Abbildung 4.14 steigt die PL-Intensität mit zunehmender Pumpleistung bei niedrigen
Temperaturen schwächer an als bei hohen Temperaturen, d.h. der Kanal für nichtstrahlen-
de Rekombination wird bei tiefen Temperaturen hauptsächlich leistungsaktiviert, bei höheren
Temperaturen spielt die Pumpleistung eine untergeordnete Rolle.

Abb. 4.14.: Die Darstellung der relativen PL-
Intensitätszunahme bei steigender
Pumpleistung: Bei tiefen Temperaturen
ist der Anstieg der PL-Intensität gerin-
ger als bei hohen. Das kann durch eine
pumpleistungsinduzierte Aktivierung
des nichtstrahlenden Zerfallskanals
erklärt werden.

Es scheint die Zerfallszeit von 0,4 ns (≈ τ2/10) ein unteres Limit für hohe Anregung resp. hohe
Temperatur zu sein, gegen die auch die theoretische Kurve mit nichtstrahlender Rekombination
verläuft.

Könnte man diese Messung für noch kleinere Anregungsleistungen durchführen (z.B. 3mW,
für die das verwendete Parameterset gültig ist), dann ergibt sich unter Umständen sogar
quantitative Übereinstimmung, denn (1) die Zerfallszeit beträgt bei 10K in etwa 4 ns (sie-
he Kapiel 4.5.4) und (2) die Breite des Plateaus der Zerfallszeit bei tiefen Temperaturen
und bei kleiner Anregungsleistung nimmt mit zunehmender Leistung ab. Das bedeutet, dass
man für geringere Leistungen eine Zunahme dieser Plateaubreite erwartet und die Simulation
(nnr/(nr + nnr) = 0, 008 gegen 10mW) erzeugt ein breiteres Plateau als die 10mW-Messung
o�enbart.

Es wird jedoch schwierig sein, diese Voraussage experimentell zu überprüfen, denn das PL-
quenching nimmt bei geringerer Leistung zu. Zusätzlich hat man aufgrund der geringeren
Leistung auch weniger PL-Ausbeute. Damit kann man abschätzen, dass bei 5mW Laserleis-
tung nur ca. 20�25% der PL-Intensität im Vergleich zu 10mW bei etwa 200K und darüber

62



4.5. Ergebnisse der Simulation im Vergleich mit dem Experiment

zur Verfügung steht. Durch das aufkommende Rauschen lässt sich dann die 1/e−Zerfallszeit
nicht mehr zuverlässig bestimmen.

Die Abhängigkeit der Zerfallszeit von der Temperatur wäre ein interessanter, weiterer Punkt
dieser Simulation, sodass man mit einem Parametersatz alle hier diskutierten E�ekte mit dem
Experiment in Übereinstimmung bringen kann. Es erfordert jedoch weitere Messungen, um
diese Aussage mit Sicherheit tre�en zu können.
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5. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

5.1. Einleitung

Im folgenden Kapitel sollen Hoppingprozesse auf der Ober�äche vom CdSe-ZnS Core-Shell
Quantenpunkten betrachtet werden � das sind Halbleiternanokristalle, die aus einem CdSe-
Kern (Core) und einer ZnS-Hülle (Shell) bestehen. Man vermutet einen Ein�uss dieser Hüpf-
prozesse auf die optischen Eigenschaften des Quantenpunktes. Daraus lässt sich ableiten, wie
die Defektdichte auf der Ober�äche des Quantenpunktes aussieht und evtl. Klarheit darüber
scha�en, ob sich im Trapping-Modell von Verberk [14] die Ladungsträger auf der Ober�ä-
che des Quantenpunktes be�nden. Selbst wenn Quantenpunkte in den Grundlagen schon zu
groÿen Teilen verstanden sind, z.B. in Ihrer elektronischen Struktur [86], gibt es noch Unei-
nigkeit, wo genau das Blinking von Quantenpunkten herrührt bzw. an welcher Stelle sich die
Ladungsträger be�nden [16, 87]. In gleicher Weise werden bi- bis multiexponentielle Zerfälle
beobachtet, die man noch nicht vollständig erklären kann. In der Diplomarbeit von Robert
Schmidt [88] wurden diese Blinkstatistiken genauer untersucht und ein Modell vorgeschlagen,
mit dem man nicht-exponentielles Verhalten der der �An�- und �Aus�-Zeiten erklären kann,
das auf dem Tunneln von Ladungsträgern in lokalisierten Störstellen beruht. Dieses Modell
soll auf ein Hopping-Modell erweitert werden.

Die Arbeit von Petrov [16] beschreibt vier verschiedene exzitonische Zustände, von denen drei
bereits öfter beobachtet wurden. Die vierte, äuÿerst langlebige Komponente, die aufgrund ihrer
spektralen Verschiebung besondere Aufmerksamkeit erregte, wird in dieser Arbeit eingehender
betrachtet. Es wird ein Hoppingmodell zugrunde gelegt.

5.2. Verwendung von Halbleiternanokristallen

Halbleiternanokristalle � zur Gruppe der Quantenpunkte zugehörig � sind Kristalle der Grö-
ÿe von rund einigen nm aus einem halbleitenden (Verbund-)Material, z.B. Cadmiumselenid
(CdSe), Zinksul�d (ZnS), um nur zwei Beispiele aus der Gruppe der II-VI-Halbleitermaterialien
zu nennen. Aufgrund ihrer Gröÿe haben Nanokristalle andere elektronische und optische Ei-
genschaften als das zugehörige Volumenmaterial und sind damit für viele Anwendungen inter-
essant.

Da Absorption und Emission von Licht in Quantenpunkten von deren Gröÿe abhängt und die-
se bei der Herstellung in gewissen Grenzen eingestellt werden kann, können aus einem einzigen
Material Objekte mit stark unterschiedlichen optischen Eigenschaften hergestellt werden. Glei-
chermaÿen ist die hohe Absorptionrate bzw. Quantenausbeute von Quantenpunkten (bis zu
über 80% in z.B. [87]) im Fokus vieler Anwendungen. Dazu gehören z.B. Bildsensoren für Ka-
meras [89], Solarzellen, Photomarker in der Biologie, Laser, Einzelphotonquellen, Lichtquellen
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mit abstimmbaren Farbanteilen (u.a. LEDs mit unterschiedlichen Weiÿtönen, hoche�ziente
LEDs, Bildschirme) und viele andere mehr.

5.3. Herstellung der CdSe-Halbleiterkristalle

Um Nanokristalle herzustellen, gibt es mehrere Möglichkeiten. Man kann sie auf Ober�ä-
chen abscheiden, wobei die hauptsächlichen Herstellungsverfahren a) die Litogra�e und b) die
Selbstanordnung dieser Quantenpunkte ist. Letzteres wird oftmals vorgezogen, da man dazu
keine teure und aufwändige Litogra�etechnik benötigt. Man dampft mittels Dampfphasenab-
scheidung eine dünne Schicht des gewünschten Materials auf ein kristallines Substrat auf, das
an das abgeschiedene Material nicht gitterangepasst ist. Dadurch bilden sich Ober�ächenspan-
nungen zwischen den Gittern aus, sodass keine beliebig dicke, homogene Schicht wachsen kann,
sondern eine nanostrukturierte Ober�äche entsteht. Die Ursache dafür ist die Minimierung der
freien Ober�ächenenergie beim Kristallwachstum im thermischen Gleichgewicht. Dies ist eine
Aussage der ECS-Theorie (equilibrum crystal shape), die dazu führt, dass sich die Geometrie
des Quantenpunktes so einstellt, dass die Ober�ächenspannungen minimal werden [90].

CdSe-Nanopartikel werden oftmals in Lösung hergestellt. Dabei werden die Bestandteile Cd2−

und Se2+ in Lösung gebracht und zur Keimbildung angehalten. Um das Wachstum kontrollie-
ren zu können, muss man die Keimbildung vom Kristallwachstum zeitlich trennen. Dazu muss
man die Keimbildung, die von alleine beginnt, unterbrechen. Je nach Lösungsmittel kann man
das durch die Regelung der Temperatur oder durch die Regelung des pH-Wertes erreichen.
Nach der Keimbildungsphase lässt man das Kristallwachstum unter kontrollierten Parametern
statt�nden. Die erhaltenen Nanokristalle werden im Anschluss durch geeignete Verfahren grö-
ÿensepariert und stehen zur Untersuchung zur Verfügung. Details kann man in Ref. [91] bzw.
[92] nachlesen.

5.4. Aufbau der CdSe-Halbleiternanokristalle

Sowohl CdSe als auch ZnS wächst in hexagonaler Wurzitstruktur oder Zinkblendestruktur (sie-
he Abbildung 5.1), die beide tetrahedrale Gitter darstellen. Je nach Herstellungsparametern
kann man die eine oder andere Kristallform realisieren, wobei die Quantenpunkte in der Regel
in Wurtzitstruktur wachsen. Die typischen Gitterkonstanten belaufen sich auf a0 = 4, 3Å bzw.
c0 = 7, 02Å für CdSe und a0 = 3, 811Å bzw. c0 = 6, 2234Å für ZnS [93].

Die Ober�ächenzustände und die damit verbundenen, unabgesättigten Bindungen spielen eine
wichtige Rolle für die elektronischen Eigenschaften von Quantenpunkten. Bei einem Nano-
kristall mit 3 nm Durchmesser liegen ca. 35% der Atome an der Ober�äche (Näherungsweise
beträgt die Gitterkonstante 0,4 nm, d.h. jedes Cd-Atom nimmt im Mittel einen Platzbedarf
von ca. 0, 43 nm3 ein). Dieser Anteil an Ober�ächenatomen führt zu vielen freien Bindungen
(sog. dangling bonds, die zu Fallenzuständen (Traps) führen), die die elektronische Struktur
des Quantenpunkts mitbestimmen. Diese Bindungen führen dazu, dass sich beliebige Ver-
unreinigungen an der Ober�äche des Quantenpuktes absetzen und auch zur Photooxidation
führen können [94] und z.B. das Con�nement stören, sodass optische Eigenschaften schwieriger
reproduziert werden können. Diese Fallenzustände können weiterhin zu einer Lumineszenzun-
terbrechung der Quantenpunkte führen, wie es im späteren Kapitel 5.9 auf Seite 82 dargestellt
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Abb. 5.1.: Beide Gitterstrukturen � hexagonale Wurzitstruktur (links) und Zinkblendestruk-
tur (rechts) � sind für CdSe und ZnS denkbar und realisierbar. In Experimenten
wird in der Regel die hexagonale Wurtzitstruktur verwendet. Bild entnommen aus
[95] bzw. [78].

wird. Zusätzlich führen sie zu energetisch tiefen Störstellen, die nichtstrahlender Rekombina-
tionszentren darstellen und damit die Quantene�zienz der Quantenpunkte verringern.

Um diesen E�ekt gezielt zu manipulieren, sättigt man die Störstellen durch eine Hülle (Shell)
ab, die im untersuchten Fall aus ZnS besteht, das eine gröÿere Bandlücke als CdSe aufweist.
Damit kommt dieses Modell einem 3-dimensionalen Kastenpotential sehr nahe. Gleicherma-
ÿen werden die Quantenpunkte gegenüber der Umgebung stabilisiert und die optischen Eigen-
schaften experimentell kontrollierbar. Beispielsweise wird die Lumineszenzausbeute drastisch
erhöht, wie es in Abbildung 5.4 auf Seite 70 dargestellt ist. Hierbei spricht man von Core-Shell-
Quantenpunkten. Das Kristallwachstum der Hülle hängt von der Gitterstruktur des Kerns ab
� je nachdem, ob der Kern Wurtzit- oder Zinkblendestruktur hat, wird auch die Hülle in
dieser Struktur wachsen. Da die Gitterstruktur von ZnS etwas kleiner als die von CdSe ist,
kommt es unweigerlich zu Gitterverspannungen und damit auch Fehlstellen im Kristall, die zu
lokalisierten Störstellen führen können.

Es gibt auch noch weitere Methoden, um Ober�ächenzustände abzusättigen, z.B. mit organi-
schen Molekülen, insbesondere Farbsto�en. Die Absättigung ist an dieser Stelle unvollständig,
da sich die meist groÿen organischen Moleküle durch ihre Gröÿe gegenseitig behindern. Damit
sind nicht alle Zustände an der Ober�äche absättigbar und es gibt weiterhin Fallenzustände
auf derselben.
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5.5. Elektronische und optische Eigenschaften der
CdSe-Nanokristalle

5.5.1. Allgemeine Eigenschaften von Quantenpunkten

Wie bereits im letzten Abschnitt angedeutet, ist ein Quantenpunkt dem Modell des endlichen
Potentialtopfes sehr ähnlich. Aufgrund der Teilchengröÿe, die im Vergleich zu einem Atom sehr
groÿ, aber für einen Festkörper viel zu klein ist, um das Blochtheorem anzuwenden, ergeben
sich deutliche Unterschiede in der energetischen Landschaft. Dieser Übergang ist in Abb. 5.2
dargestellt: Für wenige Teilchen dominieren die linienartigen Zustände, während für groÿe
Teilchenzahlen die atomaren Linien in Bänder aufspalten.

Das entscheidende Kriterium, inwiefern die elektrischen Eigenschaften des Quantenpunktes
vom Bulkmaterial oder von den atomaren Zuständen bestimmt werden, hängt mit dem Bohr-
radius des Exzitons zusammen. Dieser berechnet sich zu

rB =
4πεε0~2

µe2
, (5.1)

wobei ε0 die Dielektrizitätskonstante bezeichnet, µ die reduzierte Masse (aus e�ektiver Elektron-
und Lochmasse bestimmbar) und ε die elektrische Permeabilität des Materials bedeutet [22],
und bewegt sich im Bereich von einigen Nanometern. Je nachdem, ob die Gröÿe der Struktur
a) groÿ oder b) klein bzw. vergleichbar gegenüber diesem Radius ist, kann man das Exziton
entweder als a) genähert frei oder b) als Teilchen in einem Kasten endlicher Länge betrachten.

Je nach Näherung sind die elektronischen und optischen Eigenschaften von a) Festkörpern
bzw. b) Atomen dominant. In Festkörpern ist das Bändermodell mit erlaubten bzw. verbo-
tenen Energiebereichen Ausschlag gebend, wohingegen Atome diskrete Niveaus besitzen. Ein

Atom Molekül Nanokristall Festkörper

N=0

N=1

LUMO

HOMO

Leitungsband

Valenzband

Energie

besetzt

unbesetzt

Abb. 5.2.: Veranschaulichung der elektronischen Zustände vom Atom bis zum Festkörper
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Überblick über die Zustandsdichten vom Atom bis hin zum Festkörper be�ndet sich in Abbil-
dung 5.2, wobei die Quantenpunkte Eigenschaften sowohl diskreter Energiezustände aufweisen,
die man bei Atomen �ndet als auch solche, die man bei Festkörpern �ndet.

Die zugehörige Energielandschaft für einen CdSe/ZnS-Quantenpunkt ist in Abbildung 5.4
(rechts) zu sehen. Für dieses Potential kann man die Schrödingergleichung zwar nicht analy-
tisch lösen, aber die Lösungsstruktur bestimmen. Im vorliegenden Fall erhält man ein oder
mehrere diskrete (je nach Potentialtiefe), eingesperrte Energieniveaus für Elektron und Löcher.
Die Breite der Wellenfunktion hängt auch davon ab, wie stark der Ladungsträger �eingeschlos-
sen� ist. Dieses �Einschlieÿen� nennt man Con�nement (zu deutsch: Beschränkung oder auch
Einschluss), und darunter versteht man die Lokalisierung einer Wellenfunktion in einer so
kleinen Struktur, sodass ihre quantenmechanischen Zustände zutage treten. Die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit der Wellenfunktion ist in Abbildung 5.3 gezeigt. Darin sieht man, dass es
eine endliche Übergangswahrscheinlichkeit von Kern zu Hülle bzw. Ober�äche gibt und das
Con�nement beschränkt ist. Man erkennt weiterhin, dass die Lochwellenfunktion wesentlich
stärker eingeschränkt ist als die Elektronenwellenfunktion, was dazu führt, das die Elektronen
wesentlich beweglicher sind als die Löcher und über Fallenzustände auf die Ober�äche bzw.
in die Umgebung entweichen können. Das führt zu einer positiven Ladung des Quantenpunk-
tes und aufgrund des Stark-E�ektes zu einer leichten Verschiebung der Niveaus und zu einer
Lumineszenzunterbrechung [96], wie sie in Abschnitt 5.9 auf Seite 82 eingehender diskutiert
wird.

Regt man den inneren Zustand im Quantenpunkt an, entsteht ein Exziton, das bei der Re-
kombination Licht emittiert. Dieser Zerfall ist in einem einzelnen Quantenpunkt exponentieller
Natur, d.h. man kann von einer gedämpften, harmonischen Oszillation des Lichtfeldes spre-
chen. Die Fouriertransformierte dieses Zerfalls ergibt das Spektrum, das im Fall einer Messung
an einem Quantenpunkt lorentzförmig und im Fall eines idealen Con�nements ein δ-Peak ist.
Mit steigender Dämpfung und geringerem Con�nement erhält man eine verbreiterte Resonanz.
Aus diesem Grund ist die Absättigung der Ober�äche von entscheidender Bedeutung, da sie
diese Breite direkt beein�usst. Ein Maÿ für die Breite der Resonanz ist der Con�nement-
Faktor.

Führt man nun Messungen an einem Quantenpunktensemble durch, dann wird die Linienver-
breiterung gauÿförmig. Das kann man auf die Gröÿenverteilung der Quantenpunkte zurückfüh-
ren, die zu einer Verteilung der exzitonischen Zustände im Ensemble führt. Die Superposition
der Spektren aller Quantenpunkte führt schlieÿlich zu dieser homogen verbreiterten Linie.

Dieser resonante Zustand im Quantenpunkt dominiert dessen optische Eigenschaften, v.a.
die Lumineszenz, und führt zum sogenannten Quantum-Size-E�ect, wonach die Lage dieses
Niveaus und damit die Absorption, Emission und die Lumineszenz von der Gröÿe des Quan-
tenpunktes abhängig sind. In Abbildung 5.4, links ist beispielsweise die Photolumineszenz in
Abhängigkeit von der Gröÿe des Quantenpunktes dargestellt. Um Lumineszenz anzuregen,
pumpt man meist mit einem Laser in die höher angeregten Niveaus, die Ladungsträger rela-
xieren aufgrund von Augerprozessen, Phononemission oder Relaxation über Störstellen in das
Exzitonniveau und dort �ndet die Rekombination der Ladungsträger statt.

In der dargestellten Abbildung (entnommen aus [97]) sieht man das PL-Spektrum eines CdSe-
(gestrichelte Linie) bzw. eines CdSe/ZnS-Quantenpunktes (durchgezogene Linie). Die Dicke
der der ZnS-Monolage beträgt in etwa 0,31 nm. Man erkennt sehr gut den Quantum-Size-E�ekt
und eine Rotverschiebung, Linienverbreiterung und eine Intensitätssteigerung zwischen un-
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5. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

Abb. 5.3.: Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elektron und Loch im CdSe/ZnS-Quantenpunkt
in TOPO � wie man sieht, besteht für das Elektron als auch für das Loch im
Potentialtopf eine endliche Übergangswahrscheinlichkeit in die Hülle bzw. an die
Ober�äche des Quantenpunktes. Das Elektron ist dabei stärker lokalisiert als das
Loch. Die Abbildung stammt aus [97].

Abb. 5.4.: Links: Der Quantum-Size-E�ekt: Die Photolumineszenz der Quantenpunkte hängt
von Ihrer Gröÿe ab. Die durchgezogenen Linien ist dabei die Lumineszenz der
Core-Shell-Quantenpunkte und die gestrichelte Linie die der einfachen CdSe-
Quantenpunkte, jeweils in TOPO. Die zugehörigen Durchmesser: a) 23Å b) 42Å
c) 48Å und d) 55Å.
Rechts: Die Potentiallandschaft eines CdSe/ZnS Quantenpunktes. Der rechte/linke
Bereich ist die Bandlücke der organischen Matrix (TOPO). Die Abbildungen stam-
men aus [97].
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passivierten, reinen CdSe-Quantenpunkten und CdSe/ZnS-Core-Shell-Quantenpunkten. Die
Rotverschiebung und die gleichzeitige Linienverbreiterung lässt sich durch das schwächere
Con�nement durch die ZnS-Hülle erklären, da die Bandlücke von ZnS nicht so groÿ ist wie
die der TOPO1-Matrix, in der die CdSe-Quantenpunkte eingebettet wurden. Die Intensitäts-
steigerung ist eine Folge der Unterdrückung nichtstrahlender Rekombination. Nichtstrahlende
Rekombination wird durch energetisch tief liegende Fallenzustände aufgrund unabgesättigter
Bindungen hervorgerufen und vermindert die Quantenausbeute bei Temperaturen, die deutlich
über dem Nullpunkt liegen.

5.5.2. Materialspezi�sche Eigenschaften von Quantenpunkten

Die Emission und Absorption wird jedoch nicht nur durch die Gröÿe des Quantenpunktes
bestimmt, sondern auch durch die Eigenschaften des halbleitenden Materials. Bei Quanten-
punkten ist die Bandkante auch gröÿenabhängig, wird aber in der Hauptsache durch die Ma-
terialien bestimmt (siehe Abbildung 5.5). In Ref. [98] wurden die elektronischen Niveaus von
Cadmiumsul�d (CdS) für Nanokristalle, die zwischen 16 und 306 Cd-Atome enthalten, be-
stimmt und die zugehörige Bandkante eingezeichnet. Die schwarzen Linien geben Auskunft
1Trioctylphosphinoxid, geläu�ge Abkürzung: TOPO

Abb. 5.5.: Die elektronischen Zustände des CdSe in Abhängigkeit von der Gröÿe des Quanten-
punktes � die schwarzen Linien sind die elektronischen Niveaus unter Absättigung
der Hülle mit Wassersto�, die blauen Linien ohne Absättigung. Die Abbildung wur-
de aus [98] entnommen.
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5. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

über die elektronische Struktur der Quantenpunkte, die mit Wassersto� abgesättigt wurden,
und die blauen Linien stellen die Niveaus unabgesättigter Quantenpunkte dar. Man erkennt,
dass die Zustände innerhalb der �Bandlücke� bei Absättigung des Quantenpunktes verschwin-
den � aufgrunddessen sind diese Zustände der Ober�äche zuzuordnen. Viele dieser Zustände
liegen in der Nähe der Bandkante, auf die ein angeregtes Exziton relaxieren kann. In diesem
energetischen Bereich können Hoppingvorgänge statt�nden, d.h. wenn diese Zustände energe-
tisch und räumlich nicht zu stark getrennt sind, ist der phononassistierte Übergang zwischen
zwei benachbarten Zuständen möglich. Weiterhin ist CdSe ein direkter Halbleiter, d.h. das
erste Exziton kann ohne Beteiligung eines Phonons angeregt werden, was für die e�ziente
Absorption im Quantenpunkt von entscheidender Bedeutung ist.

5.5.3. Exzitonlebensdauer im Quantenpunkt

Wie bereits in der Einleitung angedeutet �ndet man in Nanopartikeln mehrere Zerfallszeiten:
Angefangen von 2�5 ns, die man in [87, 99] dem Zerfall des zentralen Exzitons zuordnet, über
10�20 ns, die man der Ober�äche zuweist [87, 16] bis hin zu 80 ns, die den Ober�ächenfal-
lenzuständen zugeschrieben werden [16]. Das Bild ist jedoch nicht ganz homogen � so liest
man in [16], dass die 20 ns-Komponente der reguläre Zerfall des Exzitons ist, während die
1 ns-Komponente in Übereinstimmung mit [100] Intrabandübergängen zugeordnet wird. Im
wesentlichen orientiert sich die Interpretation in dieser Arbeit an der letztgenannten Interpre-
tation.

5.6. Simulationsansatz

Unabhängig von der Interpretation der in Abschnitt 5.5.3 erwähnten Zerfallszeiten wurde
in dieser Arbeit die 80 ns-Komponente und die spektrale Au�ösung derselben mittels eines
Hoppingmodells untersucht. Dabei wurde versucht, die Simulationsparameter so einzustellen,
dass wir quantitative Übereinstimmung mit den Messkurven aus der Verö�entlichung von
Petrov [16] bekommen.

Diese Daten können � da man noch nichts Genaues über das Hopping in Quantendots weiÿ �
später als Eingangsdaten für eine Hoppingsimulation der Löcher dienen, um die nichtexponen-
tiellen An- und Auszeitstatistiken im Trappingmodell zu erklären. In [88] wurde bereits der
erfolgreiche Versuch unternommen, mit reinen Tunnelprozessen der Ladungsträger zwischen
lokalisierten Störstellen an der CdSe/ZnS-Grenz�äche bzw. der ZnS-Ober�äche zur Erklärung
der �An�-Zeit-Statistik zu berücksichtigen, die auch von der Eigenschaft eines einzelnen Quan-
tenpunktes bestimmt wird. Dabei wurde jedoch die energetische Position dieser Zustände und
der phononassistierte Übergang noch nicht einbezogen.

Brown und Borczyskowski wandten bereits in [101] den Hoppingtransport auf ungeordnete
Polymersysteme an. Dabei wurde gleichfalls Photolumineszenz modelliert und den Zerfallsex-
ponenten β teilweise quantitativ mit dem Experiment in Übereinstimmung gebracht, wobei die
Zerfälle nach einem Potenzgesetz der Form exp(−(Γt)β) auftraten. In gleicher Weise erho�t
man sich das bei den Quantenpunkten.
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Abb. 5.6.: Die spektral aufgelöste Zerfallszeitenverteilung: Für die verschiedenen spektralen
Bereiche der Photolumineszenz sind hier die Zerfallszeitenverteilungen dargestellt.
Man erkennt im Wesentlichen vier Peaks, die unterschiedlicher ursache sind. Abbil-
dung entnommen [16].

5.6.1. Experimentelle Befunde

Im in [16] beschriebenen Experiment wurde eine Ensemblemessung bei 300K an in Toluol
gelösten CdSe/ZnS Core-Shell Quantenpunkten mit einem Kerndurchmesser von 3,2 nm und
einer triatomaren Hülle (etwa 1 nm Dicke) durchgeführt. Dabei wurden die Quantenpunkte
mit 575 nm Wellenlänge angeregt. Das Maximum der PL liegt bei etwa 591 nm, sodass man
das zentrale Exziton in diesem Bereich vor�ndet.

Petrov et al. haben den Zerfall der Photolumineszenz spektral aufgelöst verfolgt und die Zer-
fallszeitenverteilung analysiert. Man beobachtet in Abb. 5.6 eine 1 ns-Komponente, die stets an
der gleichen Position bleibt. Da die 20 ns-Komponente die intensivste ist (die sich auch nicht
verschiebt), wurde diese zur Normierung der Zerfallszeitenspektren verwendet. Man beobach-
tet des Weiteren eine 10 ns-Komponente, die sowohl in ihrer Intensität schwankt als auch
eine sehr schwache 80 ns-Komponente, die mit zunehmender Rotverschiebung im Spektrum
immer stärker wird, besitzt, was deutlich in Abb. 5.7 (links) über dem Spektrum dargestellt
wird. An dessen rotem Ende konvergiert die mittlere Zerfallszeit, die aus dem Schwerpunkt
des Zerfallszeitenspektrums bestimmt wurde, gegen einen konstanten Wert, der knapp 40 ns
beträgt.

Diese 80 ns-Komponente kann man auch spektral au�ösen, was in Abbildung 5.7 (rechts) ge-
tan wurde. Darin sind die Spektren dargestellt, die nach einer bestimmten Zeit aufgenommen
wurden. Man erkennt, dass das Spektrum zunehmend rotverschiebt. Die Schiefe des Di�erenz-
spektrums deutet darauf hin, dass dieser Prozess nicht nur durch ein einziges Niveau zustande
kommt, da es sonst in etwa symmetrisch und annähernd gauÿförmig wäre (Abbildung 5.7,
rote Linie). Betrachtet man die Spektren, die man im Kapitel 3.2 �ndet, dann sind sie immer
unsymmetrisch. Das Verhältnis 80 ns-Komponente mit der Amplitude A1 im Vergleich zur
20 ns-Komponente mit der Amplitude A2 nach 80 ns (im Vergleich zu 20 ns) ist in etwa

A1

A2
· exp(−20/80)

exp(−20/20)
· exp(−80/80)

exp(−80/20)
= exp(3.75) · A1

A2
≈ 76 · A1

A2
,
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Abb. 5.7.: Das PL-Spektrum und die spektral aufgelöste Zerfallszeit (links), das zeitaufgelöstes
PL-Spektrum mit der Di�erenz der PL-Spektren nach 20 ns bzw. 80 ns (rechts). Die
rote Linie ist ein Di�erenzspektrum unter der Annahme, dass die 80 ns-Komponente
von einem einzelnen, homogen verbreiterten Niveau stammt. Abbildung entnommen
[16].

sodass das erhaltene Spektrum dem zeitintegrierten, reinen 80 ns-Ober�ächen-Spektrum nahe
kommen könnte � je nach Amplitudenverhältnis, das etwa 1

20 sein kann. Dieses Verhältnis ist
jedoch über dem Spektralbereich nicht konstant, sodass das Di�erenzspektrum verzerrt ist
und man nicht ohne Weiteres von diesem Spektrum auf ein zeitintegriertes Spektrum schlie-
ÿen kann. Nimmt man zusätzlich Hopping an, dann ist bekannt, dass der hochenergetische
Teil schneller zerfällt als der niederenergetische Teil. Selbst wenn man also das Amplituden-
verhältnis für jedes Energieintervall bestimmen könnte, kann man aus diesem Spektrum keine
exakten Rückschlüsse auf das zeitintegrierte Spektrum machen, sondern nur sehr grobe. Des-
halb bleibt für das Anpassen der theoretischen Spektren an das Experiment nichts weiter, als
genau diese zeitaufgelösten Spektren miteinander zu vergleichen.

Dennoch kann man feststellen, dass dieses Spektrum sehr asymmetrisch ist. Führt man diese
Auswertung für ein einzelnes, gauÿverbreitertes Niveau, durch, dann erhält man ein einiger-
maÿen symmetrisches Gauÿspektrum (siehe rote Linie in Abb. 5.7). Diese Kurve kann also
nicht nur mit einem Zustand erklärt werden. Damit liegt die Vermutung nahe, dass diese
Form der Photolumineszenz auf viele Zustände zurückzuführen sind, die nach einer gegebenen
energetischen Verteilungsfunktion auf der Ober�äche des Quantenpunktes verteilt sind. Durch
die Schiefe der Spektren drängt sich der Schluss auf, dass Hopping ein beteiligter Prozess ist.
Dieser wird in folgender Simulation untersucht.

5.6.2. Das Simulationsmodell

Für die Simulation wird ein einfaches Modell verwendet, das schematisch in Abbildung 5.8
dargestellt ist. Unter der Voraussetzung, dass die Haupteigenschaften des Quantenpunktes aus
dem zentralen Exzitonniveau stammen, wurden monoexponentielle, gauÿverbreiterte Zerfälle
für das zentrale Niveau angenommen, welches mit 575 nm Laserwellenlänge gepumpt wird.
Dabei gibt es eine 1 ns-Komponente, die aus Intrabandübergängen resultiert, und eine 20 ns-
Komponente, die aus dem Zerfall des Exzitons stammt. Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
tunnelt das Elektron in ein äuÿeres Niveau, das mit einer Lebensdauer von 10 ns bzw. 80 ns
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zerfällt und ein typisches Hoppingspektrum erzeugt. Diese beiden Spektren werden überlagert,
sodass die erzeugten Messkurven repoduziert werden können.

Abb. 5.8.: Das Modell zur Simulation der Ober�ächenemission der Quantenpunkte � Beschrei-
bung im Text.

Die Modellparameter

Für die Simulation wird an dieser Stelle von 4,2 nm groÿen Quantenpunkten ausgegangen,
auf deren Ober�äche sich 300. . . 350 lokalisierte Störstellen be�nden. Diese Störstellen wurden
auf der Ober�äche gleichverteilt. Verteilt man die Zustände gleichmäÿig über alle Winkel,
dann nimmt die Dichte der Zustände an den Polen zu. Um eine Gleichverteilung über der
Ober�äche zu erhalten, muss man mit dem Transformationsgesetz über Wahrscheinlichkeiten
arbeiten und erhält für eine von ξ1 = 0 . . . 1 gleichverteilte Zufallszahl für die Umrechnung in
den Winkel ϑ die Transformation

ξϑ = cos−1(ξ1 − 0.5) , (5.2)

sodass die Zufallszahlen für den Winkel ϑ gemäÿ der Funktionaldeterminante r2 sinϑ sinus-
verteilt sind. Die Anzahl der Ober�ächenzustände beruht auf folgender Abschätzung:

Bei einem Durchmesser von 4,2 nm erhält man (bei 0,4 nm Kugelschalendurchmesser und
70% Kugelpackungsdichte) 309 Ober�ächenatome � in der Realität wird man daher 300�
350 Atome an der Ober�äche erwarten können. Die Anzahl der Atome ist in in unserem
System etwa identisch mit der Zahl der unabgesättigten Störstellen, also den lokalisierten
Zuständen. Die Energien für Störstellen wurden unterhalb der Rekombinationsenergie des
zentralen Exzitons besetzt, alle Störstellen oberhalb dieses Niveaus sind unbesetzt. Weiterhin
ergibt die Abschätzung der Zahl der Atome an der Kernober�äche des Quantenpunktes in etwa
175 Atome, die jedoch nur zu einem geringen Teil lokalisierte Störstellen ausbilden werden.
Da die Gitterkonstanten von CdSe und ZnS um etwa 10% zueinander abweichen, kann man
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5. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

von ca. 10% Fehlstellen an Kern und Hülle ausgehen � also im Bereich von 15�25 lokalisierten
Störstellen. Diese Störstellen wurden in die Simulation noch nicht einbezogen, da man für sie
eine weitere Zustandsdichte annehmen muss und man damit viele, weitere freie Parameter im
Modell stecken.

In der Simulation weiÿ man, dass das Hopping in zwei Dimensionen mit dem Parameter
N0α

2 skaliert und da die Flächendichte der Störstellen N0 mit 1/r2 abnimmt (r � Quanten-
punktradius, bei konstanter Anzahl Störstellen). Die Simulation liefert also für ein konstantes
Verhältnis von α

r , infolge dessen N0α
2 invariant ist, die gleichen Ergebnisse. Für die bessere

Vergleichbarkeit von Lokalisierungslänge zu Quantenpunktradius und Anzahl der lokalisierten
Störstellen auf der Quantenpunktober�äche werden in der Simulation der Quantenpunktra-
dius von 1 nm und 1000 Ober�ächenatome angenommen. Die Lokalisierungslänge α skaliert
dementsprechend. Um das Ergebnis auf eine andere Zahl von Störstellen zu erweitern, muss
man das Produkt Nα2 (N � Anzahl der Störstellen) analog zur vorangegangenen Argumen-
tation konstant halten.

Die Debye-Frequenz wird auf etwa dem Wertebereich von 1012 − 1014 Hz belassen, denn es
handelt sich um ein Kristallgitter, selbst wenn das Konzept von Phononen nicht mehr direkt
anwendbar ist. Die zugehörigen Zerfallszeiten wurden bereits weiter oben diskutiert � für den
Hoppinganteil auf den Ober�ächenzuständen verwenden wir die 80 ns, die in [16] genannt
werden. Der Anteil der angeregten Elektronen, der in die Ober�ächenzustände tunnelt, ist
ein weiterer Parameter, der in die Auswertung eingeht und ist identisch mit dem Überlapp
der Elektronenwellenfunktion und den Ober�ächenzuständen sein. A priori würde man diesen
Anteil auf wenige Prozent schätzen. Bei der Modellierung muss man ca. 5�10% annehmen, um
Übereinstimmung mit dem Experiment zu bekommen. Dieser Parameter wird im Folgenden
einfach Übergangswahrscheinlichkeit p genannt.

Forderungen an die Verteilungsfunktion

Für die energetische Verteilungsfunktion gibt es mehrere, physikalisch sinnvolle Möglichkeiten:
Man kann eine Gauÿverteilung verwenden, da die Zustandsdichte in einem Quantenpunkt-
ensemble Gauÿförmig ist. Und man kann eine exponentielle Verteilung verwenden, die man
aus der Simulation der Quanten�lme kennt. Eine realistische Verteilung für CdS kann man in
Abbildung 5.5 auf Seite 71 sehen, wobei man an dieser Stelle erkennt, dass die Zustände wahr-
scheinlich nicht mit einer einzigen Verteilungsfunktion beschrieben werden können. Dennoch
erzielt man relativ gute Ergebnisse, wie sie im folgenden Abschnitt 5.7 präsentiert werden.

Aufgrund der hohen Temperatur von 300K muss man eine Verteilungsfunktion verwenden,
deren Mittelwert gröÿer ist als die kinetische Energie eines Teilchens bei 300K, denn sonst wür-
de erstens das energetische Aufwärtshüpfen das Abwärtshüpfen 1:1 miteinander konkurrieren,
sodass das resultierende PL-Spektrum nur noch die Zustandsdichte repräsentiert, und zwei-
tens wäre die Rechtfertigung der Miller-Abrahams-Indizes nicht mehr ohne Weiteres gegeben.
Aufgrunddessen sind die typischen Energiemittelwerte in etwa bei 35�60meV.

Eine weitere Forderung an die Verteilungsfunktion kann man aus der Abbildung 5.7 (links)
ablesen: Die Zerfallszeiten streben für groÿe Wellenlängen gegen einen Wert, der konstant und
mit 40 ns deutlich kleiner als 80 ns ist. Das bedeutet, dass in diesem Bereich des Spektrums
das Intensitätsverhältnis zwischen Hoppingspektrum und dem gauÿschen Spektrum einiger-
maÿen konstant sein muss. In diesem niederenergetischen Bereich weiÿ man, dass die PL die
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Zustandsdichte nachbildet (siehe Abb. 3.3 auf Seite 29). Damit kann man für diesen Bereich
nur eine Gauÿfunktion für die Zustandsdichte annehmen, da eine Exponentialfunktion einen
wesentlich intensiveren Ausläufer besitzt als eine Gauÿfunktion. Dementsprechend würde der
Anteil des Hopping-Zerfalls den regulären PL-Anteil überhöhen und die Zerfallszeit gegen
80 ns konvergieren.

5.7. Simulationsergebnisse

Wie bereits im vorigen Abschnitt angedeutet, sind die physikalisch relevanten Verteilungen
Gauÿ- und Exponentialverteilung. Diese werden unabhängig voneinander untersucht. Da die
Zustandsdichte nicht unstetig sein kann, gibt es bei der Exponentialfunktion unphysikalisches
Verhalten. Im zweidimensionalen Fall wurde sich damit beholfen (siehe Kap. 3.2.1 auf Sei-
te 32), oberhalb dieser Energie ein Kontinuum an Zuständen mit konstanter Zustandsdichte
zu verwenden. Im Falle von Quantenpunkten ist das nicht so einfach � aufgrund der δ-förmigen
Zustandsdichte, die im Ensemble homogen verbreitert ist, wurde der Exponentialfunktion ei-
ne Gauÿfunktion stetig angeschlossen. An dieser Stelle muss man einen weiteren Parameter
einführen, der die Breite der angeschlossenen Gauÿverteilung angibt. Die Einführung neuer
Parameter führt meist zu besseren Ergebnissen, aber auch zu mehr Beliebigkeit des Modells.
Deshalb werden Verteilungsfunktionen mit einem einzigen Parameter bevorzugt. So weit nicht
anders deklariert, wurde der Quantenpunktradius zu r = 4, 2 nm festgelegt, die Zahl der loka-
lisierten Zustände auf 300 gesetzt und die Zerfallszeit gemäÿ [16] mit 80 ns vorgegeben.

5.7.1. Exponentialverteilte Zustandsdichte

Die Exponentialverteilung wurde untersucht, obwohl sie in Abschnitt 5.6.2 auf der vorherigen
Seite bereits ausgeschlossen wurde, da sie Spektren erzeugt, die ähnlich zu den schiefen, ge-
messenen Di�erenzspektren (die Di�erenz des PL-Spektrums nach 80 ns und nach 20 ns) in
Quantenpunkten sind. Genauso werden Exponentialverteilungen immer wieder für die Simu-
lation von Quanten�lmen herangezogen [45, 46, 50, 7], sodass sie auch hier versucht werden.

Einfache Exponentialverteilung

Zuerst wurde eine exponentialverteilte Zustandsdichte angenommen, deren zeitintegriertes
Spektrum dem experimentell gewonnenen Di�erenzspektrum ähnlich sieht. Diesem Spektrum
liegt der folgende Satz Parameter zugrunde: ε0 = 50meV, α = 1Å, p = 10% und ν0 =
1, 125 · 1012 Hz.

Das ist in Abbildung 5.9 (links, grüner Graph) dargestellt. Vergleicht man jedoch das Spek-
trum, das aus der Di�erenz der Spektren nach 80 ns und 20 ns gewonnen wurde (im Folgenden
nur noch Di�erenzspektrum genannt), mit dem experimentellen, dann erkennt man fast voll-
ständige Übereinstimmung. Betrachtet man jedoch den roten Graphen, der das zugehörige
Di�erenzspektrum darstellt, dann sieht man zwei Abweichungen im Bereich der exzitonischen
Rekombinationslinie. Einerseits wird der starke Anstieg des experimentellen Spektrums nicht
reproduziert und andererseits sinkt das simulierte Di�erenzspektrum unter null. Letzteres
Verhalten ist damit verbunden, dass die zeitlich aufgelösten PL-Spektren auf ihr Maximum
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Abb. 5.9.: Links: Die Simulation des zeitintegrierten PL-Spektrums als auch des Di�erenzspek-
trums mit einer exponentiellen Zustandsdichte: Man erkennt die gute Übereinstim-
mung des zeitintegrierten Ober�ächenspektrums (grün) mit dem experimentellen
Di�erenzspektrum und das im Bereich des Exzionniveaus (590 nm) davon abwei-
chende, simulierte Di�erenzspektrum.
Rechts: Die Simulation des zeitintegrierten PL-Spektrums und der spektral auf-
gelösten Zerfallszeit: man erkennt die Unstetigkeit im simulierten PL-Spektrum
und die Abweichung der simulierten, mittleren Zerfallszeit (rote Kästchen) von der
experimentellen Zerfallszeit im niederenergetischen Teil des Spektrums (schwarze
Kästchen). Experiment aus [16].

normiert werden. Der Hoppinganteil (energetisch direkt unterhalb der exzitonischen Rekom-
bination) hat einen Ein�uss auf das zeitliche Maximum, sodass die jeweilige Renormierung
der Spektren zusätzlich durch den Zerfall des Hoppingspektrums beein�usst wird. An dieser
Stelle ist der Ein�uss deshalb gravierend, da die Unstetigkeit im zeitintegrierten Spektrum
vorhanden ist und die Übergangswahrscheinlichkeit auf 10% gesetzt werden musste, was sehr
viel ist.

In der Abbildung 5.9 (rechts) wurden die mittleren Zerfallszeiten spektral aufgelöst dargestellt.
Diese Zerfallszeiten wurden in gleicher Weise wie in Referenz [16] durch Schwerpunktsbildung
des Zerfallszeitenspektrums ermittelt und tendieren im roten Bereich zu weit gröÿeren Werten,
als es im Experiment der Fall ist. Das ist auf die exponentielle Energieskala zurückzuführen,
wie bereits in Abschnitt 5.6.2 auf Seite 76 erwähnt wurde.

Es lässt sich also sagen, dass sich die in Abschnitt 5.6.1 auf Seite 73 diskutierte Aussage, dass
das zeitintegrierte Hoppingspektrum nicht mit dem Di�erenzspektrum übereinstimmt, be-
wahrheitet. Eine reine exponentielle Skala als Erklärung für die exakte Form und den spektra-
len Zerfall ist nicht zufriedenstellend, da sie zu Unstetigkeiten im zeitintegrierten PL-Spektrum
führen und die spektralen Zerfallszeiten nicht korrekt wiedergeben.
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Abb. 5.10.: Links: Die Simulation der Di�erenzspektren mit einer verschobenen bzw. vervoll-
ständigten, exponentiellen Zustandsdichte: Die Abweichungen im Bereich des Ex-
zitonübergangs (590 nm) sind im Vergleich zu Abbildung 5.9 geringer.
Rechts: Die Unstetigkeit im zeitintegrierten PL-Spektrum ist verschwunden (blaue
Linie). Dieses Spektrum ist für beide dargestellten Zustandsdichten identisch. Die
simulierte, spektral aufgelöste Zerfallszeit beider Zustandsdichten (rote und grüne
Kästchen) weichen im niederenergetischen Teil des Spektrums stark ab (schwarze
Kästchen). Experiment aus [16].

Erweiterung der exponentiellen Zustandsdichte

Um das Problem mit der Unstetigkeit zu beheben, wurde an dieser Stelle eine um 180meV
in den energetisch blauen Bereich verschobene Zustandsdichte eingeführt (rot dargestellte
Kurven) sowie eine gauÿsche Erweiterung der exponentiellen Zustandsdichte simuliert (grüne
Kurven). Die Parameter betragen für den Fall der verschobenen, exponentiellen Skala ε0 =
47meV, α = 2Å, ν0 = 2 · 1013 Hz und die Übergangswahrscheinlichkeit beträgt 8%. Für den
Fall der gauÿförmig erweiterten Zustandsdichte lauten die Parameter ε0 = 40meV für die
exponentielle Skala, ε0 = 50meV für die gauÿsche Skala, α = 2Å, ν0 = 1, 125 · 1012 Hz und
die Übergangswahrscheinlichkeit beträgt 6%.

In der Abbildung 5.10 (links) wurde das zeitintegrierte Spektrum (blaue Linie) und die Di�e-
renzspektren der erweiterten, exponentiellen Skalen im Vergleich zu den experimentell ermit-
telten Daten dargestellt. Man sieht im Vergleich zu Abb. 5.9, dass die Unstetigkeit aus dem
zeitintegrierten Spektrum verschwunden ist und dass die Di�erenzspektren nur marginal in den
negativen Bereich laufen. Beide Spektren weichen nur im Bereich direkt unterhalb der exzito-
nischen Rekombinationslinie vom experimentellen Verhalten ab, wobei das Di�erenzspektrum
der verschobenen Skala besser an das Experiment passt.

Trotz der bereits guten Übereinstimmung gibt es noch einige fragliche Punkte: Eine exponen-
tialverteilte Zustandsdichte mit einer unstetigen Kante ist physikalisch schwierig zu rechtfer-
tigen, sodass der Ansatz für die Verschiebung der exponentiellen Zustandsdichte nur hypo-
thetischen Charakter hat. Bei der vervollständigten, exponentiellen Zustandsdichte muss man
einen weiteren Parameter einführen und die Reproduktion der experimentellen Ergebnisse ist
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5. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

nicht besser. Des weiteren sieht man in der rechten Abbildung im roten Bereich des Spek-
trums in beiden Fällen immer noch viel zu hohe Zerfallszeiten. Eine exponentielle Skala für
die Zustandsdichte der lokalisierten Ober�ächenzustände führt also nicht zu den gewünschten
Ergebnissen, obwohl sie die Spektren relativ gut reproduzieren kann.

5.7.2. Gauÿverteilte Zustandsdichte

Um die Unzulänglichkeit der exponentiellen Zustandsdichten bezüglich der Zerfallszeiten auf-
zuheben, wird eine gauÿförmige Zustandsdichte angenommen. Da die Zustandsdichte in einem
Quantenpunktensemble an sich gauÿförmig ist, liegt sie auf der Hand.

Zuerst wurde eine halbseitige Gauÿverteilung angenommen, weil die lokalisierten Störstellen
energetisch nur unterhalb der Exzitonrekombinationslinie erwartet wurden. Probleme dieser
Zustandsdichte sind, wie bereits bei der exponentiellen Skala erörtert, die Unstetigkeit im
Spektrum. In Abbildung 5.11 sieht man, dass sich diese Unstetigkeit hier nicht wie bei der
exponentiellen Skala im zeitintegrierten Spektrum niederschlägt (das Verhalten kann mit der
Wahl der Parameter beein�usst werden), jedoch im Di�erenzspektrum am Knick direkt an
der Exzitonrekombinationsenergie (Abbildung links, grüner Graph). Dieser ist nicht im Di�e-
renzspektrum enthalten, dem eine komplette Gauÿverteilung zugrunde liegt (Abbildung links,
roter Graph).

Als Parameterset wurde für beide Skalen ε0 = 50meV, α = 1, 5Å und ν0 = 1013 Hz verwendet.
Die Übergangswahrscheinlichkeit wurde mit 5% für die halbseitige und 6% für die vollständige
Gauÿverteilung veranschlagt. Die Ursache für den Unterschied ist, dass für jeden Parameter-
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Abb. 5.11.: Links: Die Simulation der Di�erenzspektren mit einer halbseitigen bzw. vollstän-
digen, gauÿschen Zustandsdichte: Es gibt geringe Abweichungen im Bereich des
Exzitonübergangs (590 nm) und die Di�erenzspektren sind fast symmetrisch
Rechts: Das zeitintegrierte PL-Spektrum (blaue Linie): Dieses Spektrum ist für
beide dargestellten Zustandsdichten identisch. Die simulierte, spektral aufgelöste
Zerfallszeit (rote Kästchen) stimmt im niederenergetischen Bereich des Spektrums
fast mit dem Experiment überein (schwarze Kästchen). Die Linien sind aus Grün-
den der Übersicht eingezeichnet. Experiment aus [16].
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5.8. Zusammenfassung der Resultate und o�ene Fragen

satz separat die beste Übereinstimmung von Di�erenzspektrum und der spektral aufgelösten
Zerfallszeiten ausgewählt wurde.

Beide Gauÿverteilungen zeigen auch bei den spektral aufgelösten PL-Zerfallszeiten (Abbil-
dung rechts) fast quantitative Übereinstimmung mit dem Experiment. Dabei fällt auf, dass
die Konvergenz gegen den gewünschten Grenzwert bei der vollständigen Gauÿfunktion (bei
sonst gleichem Parameterset) schneller statt�ndet als bei der halbseitigen Gauÿverteilung.
Die Gauÿfunktionen führen insgesamt zu einer relativ guten Übereinstimmung mit dem Ex-
periment, jedoch sind die Di�erenzspektren sehr symmetrisch und unterschieden sich kaum
von der Annahme, dass der 80 ns-Emission nur ein Spektrum zugrunde liegt, wie es in Ab-
bildung 5.7 auf Seite 74 dargestellt wird. Abgesehen davon reproduziert eine gauÿsche Skala
mit physikalisch sinnvollen Parametern die wichtigesten Charakteristika bezüglich Zerfallszeit
und Di�erenzspektren.

5.8. Zusammenfassung der Resultate und o�ene Fragen

Das Parameterset, das am besten mit dem Experiment übereinstimmt, ist die vollständige
Gauÿfunktion. Da sich jedoch die Di�erenzspektren kaum von der Annahme eines einzelnen,
gauÿverbreiterten, emittierenden Niveaus (vgl. Abb. 5.11 mit Abb. 5.7 auf Seite 74) unter-
scheiden und sie nicht so asymetrisch wie die Di�erenzspektren der Exponentialverteilung sind,
wäre eine Kombination der beiden Verteilungsfunktionen eine mögliche Lösung. Diese Unzu-
länglichkeit einer einzigen Verteilungsfunktion wurde Jones et al. bewusst (siehe Ref. [102]),
die für die Zustandsdichte der lokalisierten Zustände eines CdSe/CdS/ZnS Core/Shell/Shell-
Quantenpunktes eine Faltung aus Gauÿ- und Exponentialfunktion annahmen:

PK(ε) = AK

∞∫
−

exp

(
−(E − εK)2

2σ2
K

)
exp

(
−εK − (ε− E)

αK

)
dE . (5.3)

In dieser Formel sind εK die Peakenergie der Gauÿverteilung, σk die zugehörige Breite, αK die
exponentielle Zerfallskonstante und AK eine Normierung. In dieser Verö�entlichung wurde,
im Unterschied zu dieser Arbeit, die Marcus-Theorie für den Elektrontransfer angewandt und
auch Simulationen zum Blinken durchgeführt (siehe Abschnitt 5.9 auf der nächsten Seite).
Die Breite für die Gauÿverteilung wird mit σk ≈ 25 − 50meV angesetzt, was in Überein-
stimmung mit den Ergebnissen dieser Arbeit ist. Im Unterschied zu den hier verwendeten
Zustandsdichten wird ein energetischer O�set oberhalb der Exzitonlinie für die Zustandsdich-
te der Ober�ächenzustände angenommen. In den hier präsentierten Ergebnissen scheinen der
Anstieg der PL-Lebensdauer sowie der Anstieg des Di�erenzspektrums etwas rotverschoben
zu den experimentellen Daten. Unter der Annahme, dass die lokalisierten Zustände oberhalb
der Exzitonenergie liegen, könnte man eventuell diese Unstimmigkeit beheben.

Abschlieÿend werden die Zerfallszeitenspektren für die verschiedenen spektralen Bereiche in
Abbildung 5.12 dargestellt. Die Komponenten mit 1 ns und 20 ns wurden in Form von gauÿ-
verbreitertem, monoexponentiellem exzitonischen Zerfall in die Simulation aufgenommen und
auch wieder korrekt reproduziert. Diese Zerfallszeiten sind wesentlich schärfer als bei den expe-
rimentellen Ergebnissen. Das liegt daran, dass in der Simulation das Rauschen beliebig mini-
miert werden kann und keine Entfaltung der Zerfallskurven mit der Geräteantwortfunktion auf
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Abb. 5.12.: Der spektrale Verlauf der Zerfallszeitenanalyse der Simulation mit der gauÿschen
Zustandsdichte: Der kleine Zerfallszeitenpeak bei 80 ns erscheint erst bei 600 nm
Analysewellenlänge, während er im Experiment bereits bei 580 nm sichtbar ist
(siehe Abb. 5.6 auf Seite 73).

den einfallenden Anregungspuls vorgenommen werden musste. Gleichermaÿen unterscheidet
sich die Implementation der Zerfallszeitenanalyse in Details (siehe Anhang C auf Seite 95).
Im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen in Abb. 5.6 auf Seite 73 sieht man keine
80 ns-Zerfallszeitenkomponente bei λ = 580 nm bzw. λ = 590 nm. Das liegt daran, dass sie
zu schwach ausgeprägt ist und alle simulierten E�ekte im Vergleich zum Experiment etwas
rotverschoben sind. Man erkennt jedoch im Bereich von λ = 600 nm und λ = 610 nm eine
Zunahme der 80 ns-Komponente, die dazu führt, dass die mittleren Zerfallszeiten in Abb. 5.11
im niederenergetischen Bereich mit dem Experiment sogar quantitativ übereinstimmen.

Ein weiterer Unterschied ist das Fehlen der Schulter bei τ = 10 ns. Diesen Zerfall könnte
man nichtstrahlender Rekombination zuordnen. In Abschnitt 3.2.3 auf Seite 39 ist dargestellt,
dass eine derartige Zerfallszeitenkomponente durchaus durch nichtstrahlende Rekombination
ausgelöst werden kann, jedoch folgt damit gleichzeitig eine relativ komplizierte Zerfallszeiten-
verteilung mit mehreren Peaks (Abbildung 3.12 auf Seite 40, Inset). Letztlich zeigt sich hier,
dass die Grundtendenz mit dem Experiment übereinstimmt, aber das Modell noch weiter
ausgebaut werden kann.

5.9. Ausblick: Ober�ächenzustände und
Lumineszenzunterbrechung

In den vorigen Kapiteln wurde bereits auf den Ein�uss der Ober�ächenzustände auf die elektro-
nischen und optischen Eigenschaften hingewiesen. Ein interessanter E�ekt in Quantenpunkten
ist die Lumineszenzunterbrechung oder das Blinking des Quantenpunktes. Das wird beobach-
tet, wenn ein Quantenpunkt unter Dauerstrichanregung leuchtet � es gibt Zeitperioden, in
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Abb. 5.13.: Das Trapping-Modell nach Verberk [14]. Beschreibung im Text.

denen die Quantenpunkte mehrere Sekunden lang mit voller Intensität strahlen, Zeitbereiche
im Sekundenbereich (!), in denen sie komplett aus sind und Regimes, in denen sie mit verrin-
gerter Intensität leuchten. Die letzten beiden Regimes sind mit einer spektralen Verschiebung
korreliert [96].

Dieses Phänomen ist aktueller Untersuchungsgegenstand vieler Forschergruppen und das bis-
her zutre�endste Modell für das Blinken wurde in der Hauptsache von Verberk [14] erarbeitet.
An dieser Stelle soll nicht intensiv auf dieses Phänomen eingegangen werden, da es einen Aus-
blick darauf darstellt, was auf Grundlage der Simulation weitergeführt werden könnte. Details
kann man z.B. in Ref. [14] und in referenzierten Verö�entlichungen sowie in der Diplomarbeit
von Schmidt [88]nachgelesen werden.

Die eingangs genannten drei Regimes sind in diesem Modell mit drei Zuständen des Quan-
tenpunktes (Abbildung 5.13) verknüpft. Die Rekombination ist in den Abbildungen als Band-
schema und als Veranschaulichung im Realraum dargestellt. Im An-Zustand (linkes Bild) ist
der Quantenpunkt neutral und er leuchtet wie gewöhnlich. Ist die Laserenergie jedoch gröÿer
als die Bandlücke (und für gewöhnlich regt man Quantenpunkte im Band an), dann kann es
dazu kommen, dass das Elektron des Exzitons in die Umgebung des Quantenpunktes tunnelt
und einen geladenen Quantenpunkt zurücklässt (Bild in der Mitte). Wird dann ein Exziton
angeregt, wird die bei der Rekombination freigesetzte Energie von dem im Quantenpunkt be-
�ndlichen Loch aufgrund des groÿen Überlapps der beiden Lochwellenfunktionen miteinander
absorbiert und das ursprünglich im Quantenpunkt verbliebene Loch wird in einen höher an-
geregten Zustand versetzt (Auger-Rekombination). Es relaxiert anschlieÿend strahlungsfrei in
den Grundzustand oder wird an einem Defekt an der Grenze von Kern und Hülle eingefangen.

Im Bereich des Zwischenzustands stellt man sich vor, dass sich das Loch an lokalisierten
Störstellen im Quantenpunkt be�ndet und der Überlapp der Lochwellenfunktionen nicht voll-
ständig ist, sodass eine gewisse Wahrscheinlichkeit besteht, dass das Exziton strahlend zerfällt.
Die spektrale Di�ussion wird in diesem Zustand weiter beobachtet, da der Quantenpunkt noch
geladen ist.

Fängt der geladene Quantenpunkt ein Elektron ein, dann leuchtet er wieder � dieser Prozess
ist das Ende eines �Aus�-Zustandes, dessen Dynamik vom Elektroneneinfang bestimmt wird.
Man erhält für diese Zustände Lebensdauern, die einem Potenzgesetz folgen. In gleicher Weise
bekommt man ähnliche Dynamiken für die �An�-Zustände.

Obwohl dieses Modell von Verberk die meisten experimentellen Ergebnisse gut wiedergibt, ist
der Prozess noch nicht vollständig verstanden. O�en ist z.B., wo sich das Elektron be�ndet �
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also ob es an der Ober�äche des Quantenpunkts bleibt oder ob es in die Matrix di�undiert. Mit
der Simulation von Hoppingprozessen auf der Ober�äche des Quantenpunkts könnte man nun
deutlich machen, ob das eine mögliche Erklärung dafür ist. Ein o�ener Punkt an der Stelle ist
der Fakt, dass der Exponent des Potenzgesetzes im Bereich von 100K bis 400K nicht von der
Temperatur abhängt [15]. Da Hopping ein temperaturabhängiger Prozess ist, ist zu prüfen, ob
dieser Exponent robust gegenüber thermischen Hoppingein�üssen ist. Ist dies nicht der Fall,
dann scheidet Hopping an der Stelle als Erklärungsmöglichkeit aus und es ist wahrscheinlich,
dass sich dann das Elektron in der Matrix be�ndet.

In [13] wird dargestellt, dass der reine Zerfall der Photolumineszenz in Quantenpunkten tem-
peraturabhängig ist. Das wiederum wäre durch Rekombination über nichtstrahlende Rekombi-
nationszentren erklärbar. Nichtstrahlende Rekombination gibt es nur im Zusammenhang mit
Störstellen (im Kristall oder auf der Ober�äche). Im Zusammenhang mit (schwachen) De-
fekten gibt es auch lokalisierte Störstellen. Damit kann Hopping an dieser Stelle eine Rolle
spielen. Es kann sein, dass die Zeitskalen für Hopping und Blinking so unterschiedlich sind,
dass sie sich gegenseitig beein�ussen. Unter dieser Annahme könnte man diesen scheinbaren
Widerspruch lösen.

Um das Blinken in vollem Umfang zu beschreiben, kommt man nicht umhin, die Dynamik
vom Nanosekundenbereich bis in den Sekundenbereich hinein zu simulieren � das sind neun
Gröÿenordnungen in der Zeit, die man auch entsprechend au�ösen muss. Man könnte sich mit
einer logarithmischen Skala bei der Veranschaulichung behelfen, jedoch sind die Hüpfraten in
der Regel so groÿ, dass die Hüpfzeiten im Bereich von 10−11 . . . 10−9 Sekunden liegen. Damit
ist der Rechenaufwand enorm.

Eine weitere Herausforderung ist das gleichzeitige Simulieren von Loch- und Elektronenbe-
wegung in einer parallelisierten Rechenumgebung, um diese Prozesse e�ektiv simulieren zu
können. An dieser Stelle muss man annehmen, dass sich Loch und Elektron unabhängig von-
einander bewegen und die Simulation für beide Prozesse separat durchführen. Die erhaltenen
Datensätze müssen am Ende der Simulation abgeglichen werden.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurde im Rahmen der Miller-Abrahams-Theorie, die in einer kineti-
schen Monte-Carlo-Simulation implementiert ist, Photolumineszenz von ungeordneten Halb-
leitern und Halbleiternanokristallen simuliert.

6.1. Das Materialsystem Ga(AsBi)

Die Simulation für die ungeodneten Quanten�lme benötigt drei grundlegende, dimensionslose
Parameter, um zeitintegrierte PL-Spektren auszurechnen: Die Gröÿe N0α

2, die proportional
zur Bedeckungsdichte der zweidimensionalen Struktur ist, das Produkt aus Debyefrequenz und
Exzitonlebensdauer ν0τ0 und den Mittelwert der energetischen Verteilung der Sites sowie die
Art der Verteilungsfunktion. Diese Parameter werden so angepasst, dass die experimentellen
Ergebnisse reproduziert werden können. Das sind im Einzelnen die

� Tieftemperatur-PL,

� die Abhängigkeit des PL-Maximums von der Temperatur, das anhand des S-shapes Auf-
schluss über den Mittelwert der Verteilungsfunktion der Zustandsdichte der lokalisierten
Störstellen gibt und

� die Abhängigkeit der PL-Halbwertsbreitevon der Temperatur, die gleichermaÿen Auf-
schluss auf den Mittelwert der energetischen Verteilung gibt und die Konsistenz des
verwendeten Modells absichert.

Weil man aufgrund der Temperaturabhängigkeit der PL-Kenngröÿen die energetische Vertei-
lung der Zustände im Ortsraum charakterisieren kann, verbleiben noch zwei frei wählbare
Parameter, wobei der Parameter N0α

2 zur Anpassung des leistungsabhängigen Verhaltens
der Kenngröÿen des Photolumineszenzspektrums benötigt wird. Damit verfügt man e�ektiv
über einen freien Parameter, ν0τ0, der im Einskalenmodell zur Anpassung der PL-Spektren an
das Experiment dient. Für die zeitabhängigen Simulationen ist das Ergebnis nicht mehr vom
Produkt der Parameter ν0τ0 abhängig, sondern von jedem einzelnen dieser Parameter. Dabei
kommt τ0 die Bedeutung der mittleren Lebensdauer der Exzitonen zu, die gleichbedeutend mit
der (monoexponentiellen) Zerfallszeit der PL bei tiefen Temperaturen ist. Die Debyefrequenz
liegt für ungeordnete Halbleiter im Bereich von 1012 − 1014 Hz, sodass im Einskalenmodell
drei der vier benötigten Parameter aus dem Experiment bestimmt werden können und nur
im Rahmen der experimentellen Genauigkeit variiert werden dürfen und der vierte Parame-
ter über zwei Gröÿenordnungen hinweg geändert werden darf. Damit ist das Modell relativ
eingeschränkt, wurde aber bereits erfolgreich auf viele unordnungsdominierte Halbleiterver-
bundmaterialien angewandt, z.B. (GaIn)(AsN)/GaAs-Quanten�lme in Ref. [53].

Weitere, experimentelle Beobachtungen, wie z.B. das PL-quenching und die damit verbun-
dene Zerfallszeitenverkürzung bei hohen Temperaturen wurden auf nichtstrahlende Rekom-
bination über energetisch tief liegende Störstellen zurückgeführt. In der Simulation wurden
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diese E�ekte in Form eines Parameters untergebracht, und zwar das Verhältnis von nicht-
strahlenden Zerfallsrate zur Summe aller Zerfallsraten nnr

nnr+nr
. Dieser Parameter führt zu ei-

ner exzellenten Übereinstimmung der PL-Intensität in Abhängigkeit von der Temperatur für
(GaIn)(AsN)/GaAs- und Ga(NAsP)/GaP-Quanten�lme [46]. In dieser Referenz wird auch die
PL-Zerfallszeit über der Temperatur angegeben, jedoch nicht mit dem Experiment verglichen.

Dieses Einskalenmodell erweist sich im Fall von Ga(AsBi) als unzureichend. Weil man hier
groÿ�ächige Schwankungen der Wismutkonzentration (Legierungsunordnung) unter gleichzei-
tiger Anwesenheit von Cluster-Zuständen (substitutionelle Unordnung) vermutet, führte man
ein Zweiskalenmodell ein. Dieses Modell nimmt zuerst einen Hoppingprozess in der Alloy-Skala
und anschlieÿend einen Hoppingprozess in der Cluster-Skala an. Damit treten die charakteris-
tischen Parameter des Einskalenmodells für jede Skala unabhängig voneinander auf. Dennoch
lässt das Modell die Bestimmung einzelner Parameter aus den experimentellen Daten, wie oben
beschrieben, für die Cluster-Skala zu. Damit ist diese Energieskala anhand des Experiments
festgelegt. Die Bestimmung des Energiemittelwertes ε1 auf der Skala der Legierungsunordnung
erfolgt über die Anpassung der PL-Halbwertsbreite bei tiefen Temperaturen an die experimen-
tell gemessene. Die Festlegung der Relaxationszeit auf die Cluster-Skala τ1 kann aufgrund der
Anstiegszeit der PL-Intensität abgeschätzt werden. Die verbleibenden, (noch) nicht aus dem
Experiment bestimmbaren Parameter auf der Alloy-Skala können frei im Rahmen der für sie
geltenden physikalischen Grenzen so gewählt werden, dass sie die Messungen reproduzieren.

Mit diesem Parameterset ist es möglich, alle in der betrachteten Ga(As0.955Bi0.045)-Probe auf-
tretenden E�ekte konsistent in quantitativer Übereinstimmung zu beschreiben, die da wären:

� das Temperaturverhalten des PL-Maximums und der PL-Halbwertsbreite,

� die spektral aufgelöste PL-Zerfallszeit bei tiefen Temperaturen,

� die Abschwächung der PL-Intensität mit steigender Temperatur (PL-quenching) und

� qualitativ, möglicherweise auch quantitativ, die temperaturabhängige PL-Zerfallszeit.

Bezüglich des letzten Punktes wären weitere, experimentelle Ergebnisse nötig, um die Aussage
mit Bestimmtheit tre�en zu können. Interessant und von groÿem Nutzen wäre die Analyse der
Unordnungsparameter einer neuen Serie von Proben mit unterschiedlichem Bi-Gehalt. Damit
könnte man den für das Wachstum der Proben Verantwortlichen ein wertvolles Feedback über
die Auswirkungen einjustierter Wachstumsparameter geben und die Abhängigkeit der Unord-
nungsparameter, wie z.B. der Energieskalen, über dem Anteil an Wismut darstellen. Jedoch
muss man sich dessen bewusst sein, dass ein Wachstumsprozess ein äuÿerst komplexer Prozess
ist und trotz gleicher Einstellung der Wachstumsparameter die Proben unterschiedlich gut
ausfallen können. Des weiteren sind in Quanten�lmen sehr guter Kristallqualität sehr schmale
PL-Spektren zu beobachten, was darauf hindeuten könnte, dass das Einskalenmodell für die
Beschreibung dieser Proben ausreicht. Das würde bedeuten, dass die Legierungsunordnung in
diesen Proben verschwunden ist.

Bei der kinetischen Monte-Carlo-Simulation mit dem Zweiskalenmodell handelt es sich also
um ein wertvolles Hilfsmittel zur Charakterisierung ungeordneter Halbleitermaterialien, das
auf viele, bislang ungeklärte Fragen im Einskalenmodell eine zufriedenstellende Antwort gibt.
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6.2. Die CdSe/ZnS-Halbleiternanokristalle

Das zweite Modellsystem, an dem die Hoppingsimulation durchgeführt wurde, sind CdSe/ZnS-
Halbleiternanokristalle, zugehörig zu den sogenannten Quantenpunkten. An dieser Stelle ver-
mutet man Hoppingprozesse, die auf der Ober�äche des CdSe/ZnS Core-Shell Quantenpunk-
tes aufgrund der unabgesättigten Bindungen statt�nden. Dabei wurde die Simulation derart
angepasst, dass die Eingabeparameter auf physikalisch greifbare Kenngröÿen des Quanten-
punktes umgerechnet wurden. Die grundlegenden Abhängigkeiten der PL-Spektren und deren
zeitliche Entwicklung von den Simulationsparametern bleibt dabei unangetastet � trotz der
unterschiedlichen topologischen Anordnung der Sites auf der Quantenpunktober�äche.

Dieses aus den Ober�ächenzuständen des Quantenpunktspektrums resultierende Spektrum
wurde mit den regulären PL-Zerfallsspektren der im Quantenpunkt vorherrschenden, exzitoni-
schen Linie in Relation gesetzt und dabei wurde qualitative Übereinstimmung der simulierten,
zeitaufgelösten PL-Spektren im Vergleich zu den erhältlichen Messdaten in Ref. [16] erzielt.
Über die Zustandsdichte der lokalisierten Zustände konnten einige Aussagen getro�en werden,
die mit den Ergebnissen von Jones (siehe Ref. [102]) konsistent sind. Die Zustandsdichte der
lokalisierten Ober�ächenzustände muss Merkmale einer gauÿschen und einer exponentiellen
Zustandsdichte aufweisen. Jones behalf sich mit einer Faltung der beiden Funktionen.

Man kann das vorgeschlagene Modell verfeinern, indem man die Zustandsdichte energetisch
oberhalb der exzitonischen Rekombinationslinie verteilt. Dazu ist jedoch die Einführung eines
weiteren Parameters notwendig. Weiterhin wäre interessant, ob mit der Zustandsdichte, die
Jones et al. verwendet haben, noch bessere Ergebnisse erzielt werden können. Diese Zustands-
dichte ist jedoch durch noch einen weiteren Parameter � den Mittelwert der Exponentialver-
teilung � charakterisiert, der die Beliebigkeit der produzierten Spektren weiter erhöht.

Deshalb wäre es interessant, zeitaufgelöste, temperaturabhängige Messungen ähnlich zu den in
Wismutiden durchgeführten Experimenten zu initiieren. Damit lieÿe sich die Verteilungsfunk-
tion für die Zustandsdichte genauer bestimmen und der Antwort auf die Frage des Ein�usses
der Ober�ächenzustände auf die optischen Eigenschaften, wie z.B. das Blinken der Quanten-
punkte, näher kommen. Dieses ist � im Vergleich zum PL-Zerfall � im Bereich zwischen 100K
und 400K temperaturunabhängig [15]. Dass Hopping, das temperaturabhängig ist, für das
Blinken ein relevanter Prozess ist, ist damit nicht ausgeschlossen, jedoch ist zu prüfen, ob
dieser Exponent evtl. robust gegenüber thermischen Hoppingein�üssen ist oder nicht. Damit
könnte die Frage geklärt werden, wo sich das Elektron im �Aus�-Zustand be�ndet � ob es also
an der Ober�äche des Quantenpunkts bleibt oder ob es in die Matrix di�undiert.

Des weiteren wäre es interessant, die in Ref. [16] erwähnte 10 ns-Schulter zu Abhängigkeit der
Temperatur zu untersuchen. Damit könnte herausgestellt werden, ob diese auf nichtstrahlende
Rekombination zurückzuführen ist.

Zusammenfassend lässt sich aussagen, dass das Hoppingmodell seine Berechtigung hat, weil
es einige Charakteristika in zeitaufgelösten PL-Spektren reproduziert, die sonst nur schwer
zu erklären sind, jedoch muss das Modell, um Aussagekraft zu erhalten, noch verfeinert und
durch Messungen weiter untermauert werden.
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A. Perkolationstheorie

Oftmals ist es sinnvoll, Probleme ungeordneter Systeme mit Methoden aus der Perkolations-
theorie zu behandeln, um a) trotz aller Komplexität analytische Zusammenhänge zu �nden
oder b) zumindest ein qualitatives Verständnis für das Verhalten eines Systems zu entwickeln.
Weiterhin ist diese Theorie wichtig, um zu verstehen, was beim Anderson-Übergang passiert
und wann es überhaupt lokalisierte Zustände gibt. Darüberhinaus spielt diese Theorie in vor-
liegender Arbeit keine ausgezeichnete Rolle � sie erleichtert jedoch das Verständnis gewisser
Phänomene.

A.1. Grundzüge der Perkolationstheorie

Die grundlegende Frage der Perkolationstheorie kann man am Bild eines Schwammes oder
porösen Gesteins veranschaulichen. Dabei stellt man sich vor, dass der Wassertransport in-
nerhalb eines Gesteins durch Hohlräume erfolgt. Je nach Konzentration dieser Hohlräume im
Gestein �ieÿt mehr oder weniger Wasser. Unterhalb einer gewissen Grenze �ieÿt gar kein Was-
ser, d.h. die Perkolationsschwelle ist noch nicht erreicht. Ein System perkoliert, wenn es einen
geschlossenen Pfad von Steinoberseite zur Unterseite gibt, sodass das Wasser �ieÿen kann.

Abb. A.1.: Bild links: Veranschaulichung des Perkolationsansatzes � das Wasser kann nur
durch den Schwamm gelangen, wenn zwischen den einzelnen Poren Verbindun-
gen bestehen. Die Perkolationsschwelle ist dann erreicht. Rechts: Veranschauli-
chung des Kantenperkolationsproblems (o�ene Kreise mit Verbindungen) an der
Bienenwabenstruktur mit dem zugehörigen Knotenperkolationsproblem (geschlos-
sene Kreise, blau). Das Übergitter ist das sog. Kagomé-Gitter.

Man unterscheidet zwei mögliche Arten der Perkolationen: a) Site- oderKnoten-/Punktperkolation
und b) Bond- oder Kantenperkolation.
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Bei der Siteperkolation stellt man sich ein Gitter vor, dass aus besetzten und unbesetzten
Zuständen besteht. p ist dabei die Wahrscheinlichkeit eines besetzten Zustandes � zwei besetzte
Nachbarn bilden ein Cluster und sobald sich dieser Cluster über das gesamte Gebiet erstreckt,
ist die Perkolationsschwelle pc erreicht.

Bei der Kantenperkolation stellt man sich ein Gitter vor, bei dem zwischen jedem Knotenpunkt
und allen Nachbarn eine Verbindung besteht. Nun trennt man die Verbindungen mit der
Wahrscheinlichkeit p und erhält wiederum eine kritsches pc, bei dem das System perkoliert.

In [24, S.114-115] wird herausgestellt, dass sich jedes Kantenperkolationsproblem in ein Kno-
tenperkolationsproblem überführen lässt, indem man ein Übergitter (�covering lattice�) über
das Kantenperkolationsproblem erzeugt. Dabei ist jede Verbindung im Kantenperkolations-
problem ein Gitterpunkt im zugehörigen Knotenperkolationsproblem. Beispielsweise ist das
Übergitter für ein Bienenwabengitter (Kantenperkolation) das Kagomégitter (Knotenperko-
lation, Form eines Davidsterns), siehe Abb. A.1. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht,
d.h. das Knotenperkolationstheorem ist das Allgemeinere dieser Probleme. Deshalb wird von
nun an nur auf Knotenperkolationsprobleme Bezug genommen.

Perkolationsprobleme haben folgende charakteristische Eigenschaften:

� Sie haben eine Perkolationsschwelle. Man erkennt die Verwandtschaft mit Phasenüber-
gängen.

� Sie besitzen kritische Exponenten, die unabhängig von dem Aussehen des Gitters sind
und hängen nur von der Dimension des Gitters ab. Für 3�18-dimensionale Gitter wird
das vermutet, für andere Dimensionen ist es bewiesen. Grundsätzlich werden Argumente
der Skalierungstheorie dazu verwendet. [103]

Bei den kritischen Exponenten handelt es sich um die Abhängigkeit einer Gröÿe P (p) (auch
Ordnungsparameter genannt), die von der Besetzungswahrscheinlichkeit p eines Knotens ab-
hängt, z.B. die Menge des ge�ossenen Wassers durch den Schwamm oder die Leitfähigkeit
von Ladungsträgern in ungeordneten Systemen. Aus mathematischer Sicht ist P (p) die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Punkt zum perkolierenden Cluster gehört. In der Nähe der Perkolati-
onsschwelle gilt das Potenzgesetz

P (p) ∼ (p− pc)β p ≥ pc . (A.1)

Dabei ist ein Ergebnis der Perkolationstheorie, dass dieser Exponent nicht von der Beschaf-
fentheit des Gitters abhängt oder ähnlichen Parametern, sondern allein von der Dimension
des Problems. Es handelt sich um universelle Exponenten. Die Gröÿe P (p) ist auch das erste
Moment der Clustergröÿenverteilung P (p) = p−

∑
s
nss, wobei s die Zahl der Sites ist und ns

die Zahl der Cluster, die s Sites enthalten. β beträgt für zweidimensionale Systeme den Wert
5/36 und für dreidimensionale 0.41 [104].

Anwendungsgebiete der Perkolationstheorie sind z.B. das Verhalten ungeordneter Supralei-
ter, (un-)geordnete Systeme mit Phasenübergängen, z.B. Ising-modell bzw. magnetische Ord-
nungsphänomene [105], das Modell der Anderson-Lokalisierung (siehe Kap. 2.2.2 auf Seite 10),
die Hoppingleitfähigkeit [24], Epidemie-modelle etc. Ein Vorteil dieser Theorie ist, dass man
eine ganze Menge Informationen über ein System gewinnt, wenn man es als Perkolationspro-
blem formulieren kann. Dies wurde bereits für die Hoppingleitfähigkeit getan und kann auch
für das in dieser Arbeit vorliegende Problem interessante Details o�enbaren.
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A.2. Anwendung auf das Hopping-Problem

Das Perkolations wird oft für die Hoppingleitfähigkeit in ungeordneten Materialien herange-
zogen. Das ist eine etwas andere Fragestellung als die hier in der Arbeit vorliegende, die in
der Halbleitertheorie in den 60er Jahren aufgekommen ist [106, 107] und heute wieder Bedeu-
tung erlangt, weil der Ladungsträgertransport in organischen Halbleitern in erster Linie durch
Hopping statt�ndet. [108, 109, 110]

Grundsätzlich ist die Anwendung der Perkolationstheorie dann problemlos möglich, wenn die
Übergangsraten zwischen zwei Zuständen i und j nicht von der Richtung abhängen. Das ist
in guter Näherung bei hoher Temperatur erfüllt � dann hängt der Übergang kaum von der
Energiedi�erenz der Sites ab, sondern nur von ihrem Abstand. Das Hoppingproblem reduziert
sich auf ein Widerstandsnetzwerk, dessen Gesamtwiderstand in der Hauptsache von einem
Pfad abhängt, und zwar dem mit der höchsten Leitfähigkeit. Alle anderen Wege tragen nur
wenig zur Gesamtleitfähigkeit bei [18, 19, 24, 107].

Des weiteren hat man beim Hopping in Bandausläufern (band-tails) zwei energetische Konkur-
renzprozesse vorliegen, und zwar das Aufwärts- und das Abwärtshüpfen (Übergang in einen
energetisch tieferen bzw. höheren Zustand). Bei tiefen Temperaturen kann man das Aufwärts-
hüpfen vernachlässigen, allerdings exisitiert eine Übergangstemperatur, ab der das Aufwärts-
hüpfen das Abwärtshüpfen dominiert. Diesen Prozess kann man auch im Rahmen der Perkola-
tionstheorie bearbeiten und Charakteristika unterschiedlicher Zustandsdichten (Gauÿförmig,
exponentiell) bestimmen.
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B. Funktionsweise des Hoppingprogramms

In Abbildung B.1 ist der Ablauf des Hoppingprogrammes schematisch dargestellt: Der Mas-
ter bekommt die Eingabaparameter vom Eingabe�le und mit Hilfe der Resume-Routine, die
alte Simulationsdaten berücksichtigt, verteilt er die noch zu rechnenden Exzitonen weiter
an die Worker. Die Funktion CalcPL() erstellt das Gitter, setzt ein Exziton und lässt die
Hüpfraten von der Funktion Calc_Hopping_Rates() berechnen, die wiederum Informationen
über alle Siteabstände im Orts- und Energieraum benötigt. Diese werden von der Funktion
Calc_Distance() geliefert. CalcPL() würfelt daraufhin aktuellen Prozesss aus (Hopping oder
Zerfall). Danach schlieÿt sich entweder ein neuer Hoppingvorgang an oder die Funktion gibt
die Zerfallsenergie/-zeit an den Worker zurück. Der Worker sammelt alle Zerfallszeiten und
Zerfallsenergien und gibt sie vollständig an den Master weiter, der die Simulationsdaten al-
ler Worker empfängt. Nachdem alle Worker beendet worden sind, werden diese Daten der
Nachbearbeitungsroutine übergeben. Diese liefert die Ausgabedaten, wie z.B. PL-Spektrum,
zeitabhängiges Spektrum, etc. zurück und der Master speichert alle Daten in den zugehöri-
gen Dateien inkl. einer Logdatei, die alle Simulationsparameter als auch Ausführunszeitpunkt
enthält.
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Abb. B.1.: Der Simulationsablauf des Programms inkl. Master-Worker-Schema, stark verein-
facht. Beschreibung im Text.
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C. Zerfallszeitenanalyse

C.1. Theorie zur Zerfallszeitenrekonstruktion

Die Zerfallszeitenanalyse ist ein wertvolles Analysewerkzeug für exponentielle Zerfälle. Eine
grundlegende Verö�entlichung über diese Zerfallszeitenanalyse von Gakamsky et al. kann man
in Ref. [111] �nden, wobei man den Anhang A in der späteren Verö�entlichung von Petrov et
al. [112] berücksichtigen sollte. Es beruht auf der Inversion der Integraltransformation

I(t) =

∞∫
0

P (Γ) exp
(
−Γt′

)
dt′ , (C.1)

die eine gegebene Zerfallszeitenverteilung P (Γ) mit P (Γ) ≥ 0 ∀Γ ∈ R über der Zerfallsrate
Γ = 1

τ (τ ist die Zerfallszeit) in eine Zerfallskurve über der Zeit t überführt. Diese Methode
nennt man die recovery of the decay time distribution (DTD), zu Deutsch: Wiederherstellung
der Zerfallszeitenverteilung.

Diese Transformation (C.1) ist identisch mit der Laplacetransformation. Man geht dabei so
vor, dass man diese Integraltransformation in einen diskreten Operator A in Matrixdarstel-
lung überführt, dessen Diskretisierung bereits durch die Zeitau�ösung der Zerfallskurve und
der gewünschten Au�ösung der Zerfallszeitenverteilung gegeben ist. Damit führt man das
Inversionsproblem auf die Lösung des Gleichungssystems

AP(Γj) = I(ti) (C.2)

zurück, wobei die Zeiten ti (i = 1 . . . n) die Diskretisierung der Zerfallskurve und die Raten Γj
(j = 1 . . .m) die Diskretisierung der Zerfallszeitenverteilung ist. Man konnte zeigen, dass die
e�ektivste Diskretisierung für Γj eine logarithmisch äquidistante Verteilung ist, referenziert
in Ref. [111]. Da die Au�ösung der Zerfallszeitenverteilung kleiner als die Au�ösung der Zer-
fallskurve sein kann, ist das Gleichungssystem nicht von vollem Rang und man kann nur die
verallgemeinerten Eigenwerte, die mit Hilfe der Eigenwertzerlegung (singular value decompo-
sition, svd) gewonnen werden, bestimmen. Die Eigenwerte für dieses Problem überstreichen
mehrere Gröÿenordnungen, sodass das Problem mathematisch schlecht konditioniert ist. Die
Lösung des Problems der Inversion eines solchen Operators � zur groÿen Gruppe der sog.
inversen Probleme gehörig � ist dann nicht ohne Weiteres möglich. Die Ursache liegt dar-
in begründet, dass kleine Änderungen in der Zerfallskurve, z.B. durch Rauschen, zu groÿen
Änderungen in der gewonnenen Zerfallszeitenverteilung resultieren.

Bei einem inversen Problem muss man eine sogenannte Regularisierung durchführen, d.h. man
erweitert das inverse Problem (C.2), indem man dem diskretisierten Operator A eine Matrix
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der Gestalt
√
αIn hinzufügt, wobei In die n×n-Einheitsmatrix ist. Anschlieÿend löst man das

regulierte Problem

[
A√
αIn

]
P(Γj) =

[
I(ti)
0

]
. (C.3)

Der Parameter α ≥ 0 ist der sogenannte Regularisierungsparameter des Problems und die
Regularisierung nennt sich Tikhonov-Regularisierung. Die erfolgreiche Analyse des Problems
steht und fällt mit einer guten Schätzung für diesen Parameter. In [112] wird die sogenann-
te verallgemeinerte Kreuzkorrelationsfunktion (GCV, general cross validation) benutzt, um
diesen Parameter abuzschätzen. Die Lösung des Problems sollte man einem Gleichungslöser
überlassen, der nichtnegative Zwangsbedingungen beherrscht, da die Zerfallszeitenverteilung
positiv de�niert ist. Diese Zwangsbedingung ist notwendig, weil sie zu einer starken Ein-
schränkung der möglichen Lösungen im Lösungsraum führt. Die Verwendung des Matlabbe-
fehls nnls bzw. die neuere Version lsqnonneg ist nicht zu empfehlen. Besser ist lsqlin mit
der LargeScale-Option oder noch besser (und viel schneller) eine als .mex-Datei kompilierte
Version des nnls-Lösers einer frei zugänglichen Fortran-Funktionsbibliothek. Dabei kann man
Meldungen des Lösers, dass noch keine Konvergenz vorliegt, ignorieren, denn das regulierte
Problem (C.3) ist mathematisch noch schlechter konditioniert als das unregulierte (C.2). Den
Grund dafür kann man in [113] nachlesen.

C.2. Hinweise zur Verwendung der Matlabfunktion

Der empfohlene Matlab-Aufruf der genannten Funktion fct_dt_analysis lautet folgender-
maÿen:

[dts I2] = fct_dt_analysis(I,eps,C,γ,α)

Die Funktion benötigt als Übergabeparameter die Zerfallskurve, die in einem zweispaltigen
Vektor I = [ti I(ti)] übergeben wird. Das Maximum der Zerfallskurve wird automatisch
von der Funktion auf eins normiert. Übergibt man I = [ti I(ti) IRF(ti)], wobei IRF(ti) die
Geräteantwortfunktion ist (Instrumental Response Function), wird die Zerfallskurve mit dieser
Funktion entfaltet. Diese Option wurde jedoch noch nicht getestet. Alle anderen Parameter
sind optional. eps (= Gleitpunktgenauigkeit in Matlab) sollte man nicht verändern, wenn man
nicht vor hat, diese Funktion weiterzuenwickeln. C ist beliebig und kann auf 1 gesetzt werden.

Der Parameter γ ist ein Exponent, mit dem Zerfallszeiteneinträge gewichtet werden. Damit
kann man die rekonstruierte Zerfallskurve beein�ussen. Für Zerfallszeitenspektren mit vielen
diskreten Werten führt ein gröÿerer Exponent zu besseren Resultaten und für kontinuierliche
Spektren ein kleinerer � ein gutes Mittel ist 1/8 bis 1/20.

Der Parameter α ist der Regularisierungsparameter, der beliebig in R+ sein kann. Man sollte
ihn beim ersten Durchlauf der Analyse nicht übergeben � dann wird er automatisch mittels
GCV bestimmt und ausgegeben. Ist man mit dem Ergebnis der Analyse nicht zufrieden, dann
kann man per Hand nachjusieren. Unterregularisierung führt zu einem Spektrum, das aus
vielen Spitzen und Kanten besteht und Überregularisierung verschiebt Verteilungen/Peaks im
Zerfallszeitenspektrum und führt zur Verbreiterung.
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C.3. Ein minimalistisches Matlab-Beispiel

Im Vektor dts wird der Zerfallszeitenvektor zurückgegeben. Er ist ein m×2-Vektor, der in der
ersten Komponente die Zerfalls die Zerfallszeiten und in der zweiten die Verteilung enthält.
I2 ist die auf Basis des Spektrums rekonstruierte Zerfallskurve, die gegen ti geplottet werden
kann.

C.3. Ein minimalistisches Matlab-Beispiel

Dieses Matlab-Beispiel soll die Verwendung der Funktion illustrieren. Dabei wird in Zeile 7 die
Zerfallskurve erzeugt, in Zeile 11 analysiert und die gra�sche Ausgabe bzw. als eps-Gra�ken
erfolgt in den Zeilen 13�33.

1 clc
2 clear
3

4 t = (0.08:0.08:400*0.16)’;
5 noise = rand(length(t),1)-0.5;
6 % three-exponential decay curve
7 I = [t (exp(-t/0.5) + 2*exp(-t/3) + exp(-t/12)) + 0.005*noise];
8

9 name = ’threeexp_noise’;
10

11 [dts rec_timeseries] = fct_dt_analysis(I,2e-16,1,1/20,2e-6);
12

13 figure(1)
14 clf
15 semilogy(I(:,1),I(:,2),I(:,1),rec_timeseries,’LineWidth’,2)
16 legend(’original data’, ’analysed data’)
17 title(’I(t)-plot’)
18 % ylim([0 1])
19

20 set(gcf, ’PaperPositionMode’, ’manual’);
21 set(gcf, ’PaperUnits’, ’centimeters’);
22 set(gcf, ’PaperPosition’, [1 1 27.7 19]);
23 print(’-depsc2’, strcat(’dts_’,name,’.eps’));
24

25 figure(2)
26 clf
27 semilogx(dts(:,1),dts(:,2),’Linewidth’,2)
28 title(’decay-time distribution’)
29

30 set(gcf, ’PaperPositionMode’, ’manual’);
31 set(gcf, ’PaperUnits’, ’centimeters’);
32 set(gcf, ’PaperPosition’, [1 1 27.7 19]);
33 print(’-depsc2’, strcat(’dts_’,name,’.eps’));
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D. Matlab-Code zur Zerfallszeitenanalyse

1 %% description:
2

3 % this function recovers decay-time distributions out of a timeseries - for
4 % analysis, only use multiexponential functions - to analyse logistic
5 % growing functions, take f(steadystate)-f(x)
6

7 function [dts return_data] = fct_dt_analysis(I,cutoff,C,gamma,alpha,solver)
8 %% variables
9

10 % required:
11 % I(:,1) - time axis, equally spaced
12 % I(:,2) - all the data
13 %
14 % optional:
15 % I(:,3) - the instrumental/apparatus response function (optional)
16 % cutoff - precision of the calculation, should normally taken equal to
17 % double precision
18 % C - a positive scaling constant for the matrix, arbitary
19 % gamma - exponent for regularisation, standard 1/8 is always fine, only
20 % tune this in trouble to lower values like 1/20 ...1/50
21 % alpha - regularisation parameter
22 % solver - is either ’lsqlin’ or ’lsqnonneg’ or ’fmincon’, only for testing
23 % purposes, should be left empty
24 %
25 % Return values:
26 % dts - decay times in the form dts("decay times","intensity")
27 % (column vector)
28 % return_data - vector consisting of [time I(time)] as the recoverred
29 % decay-curve for comparison ith the input, does not contain the optional
30 % convolution, so this result could be the deconvolved timeseries
31

32

33 %% checking parameters:
34 sd = size(I);
35 if (sd(2)>3 && sd(1)<=3)
36 I = I’;
37 tmp = sd(2); sd(2) = sd(1); sd(1) = tmp; clear tmp;
38 end
39 switch_response = 1;
40 if (sd(2)==2)
41 switch_response = 0;
42 end
43 if((sd(1)<2) || (sd(2)<2))
44 error(strcat(’please enter an array consisting of time-series and’,...
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45 ’Intensity in the form [t I]’));
46 end
47 if(~exist(’cutoff’,’var’))
48 cutoff = eps(’double’); % double precision
49 end
50 if(~exist(’C’,’var’))
51 C = 1;
52 end
53 if(~exist(’gamma’,’var’))
54 gamma = 1/8;
55 end
56 if(~exist(’solver’,’var’))
57 solver = ’lsqlin’; % lsqlin
58 end
59 if ~(strcmp(solver,’lsqlin’) || strcmp(solver,’lsqnonneg’) || ...
60 strcmp(solver,’fmincon’) )
61 error(strcat(’not a valid solver specified - either leave solver’,...
62 ’statement empty or use "lsqlin" or "lsqnonneg"’));
63 end
64

65 %% generating the least-squares(lsq)-problem
66 max_int = max(I(:,2)); I(:,2) = I(:,2)/max_int;
67 dt_min = I(2,1) - I(1,1);
68 if(I(1,1) == 0)
69 I(:,1) = dt_min + I(:,1);
70 end
71

72 dt_max = I(end,1) - I(1,1);
73 % dr - decay-rate(s), dt - decay-time(s)
74 dr_max = -log(dt_min*2); % maximum detectable decay-rate
75 dr_min = -log(dt_max/2); % minimum detectable decay-rate
76 dr_s = exp(linspace(dr_min,dr_max,sd(1)/8))’;
77 % vector of logarithmic equally spaced decay-rates
78 dr_svs = [0.002*dr_s(1) 0.01*dr_s(1)]’;
79 % "something very slow", additional interval
80 dr_svf = [100*dr_s(end) 500*dr_s(end)]’;
81 % "something very fast"
82

83 l = length(dr_s)+2;
84 A = zeros(sd(1),l-1); % linear Operator, to be inverted
85 d = zeros(l-1,1); % right hand side
86

87 % calculating linear response matrix, dep. on decay_rates
88

89 d(1) = C*((dr_svs(1)*dr_svs(2)))^(gamma/2); % term for numeric stability
90 d(l-1) = C*((dr_svf(1)*dr_svf(2)))^(gamma/2);
91 % harmonic average, raised to power of gamma
92

93 if switch_response
94 for i=1:sd(1) % generate linear operator with laplace-convolution
95 for k=0:i-1
96 INT = 1/I(k,1)*(exp(-I(k,1)*dr_svs(1))-exp(-I(k,1)*dr_svs(2)));
97 A(i,1) = A(i,1) + d(1)*R(i-k)*INT;
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98 INT = 1/I(k,1)*(exp(-I(k,1)*dr_svf(1))-exp(-I(k,1)*dr_svf(2)));
99 A(i,l-1) = A(i,l-1) + d(l-1)*R(i-k)*INT;
100 end
101 end
102

103 for j=1:l-3
104 %d(j+1) = C/sqrt(dr_s(j+1)-dr_s(j));
105 d(j+1) = C*((dr_s(j+1)*dr_s(j)))^(gamma/2);
106 for i=1:sd(1)
107 for k=0:i-1
108 INT=1/I(k,1)*(exp(-I(k,1)*dr_s(j))-exp(-I(k,1)*dr_s(j+1)));
109 A(i,j+1) = A(i,j+1) + d(j+1)*R(i-k)*INT;
110 end
111 end
112 end
113 else % generate linear operator without laplace-convolution
114 for i=1:sd(1)
115 INT = 1/I(i,1)*(exp(-I(i,1)*dr_svs(1))-exp(-I(i,1)*dr_svs(2)));
116 A(i,1) = A(i,1) + d(1)*INT;
117 INT = 1/I(i,1)*(exp(-I(i,1)*dr_svf(1))-exp(-I(i,1)*dr_svf(2)));
118 A(i,l-1) = A(i,l-1) + d(l-1)*INT;
119 end
120

121 for j=1:l-3
122 d(j+1) = C*((dr_s(j+1)*dr_s(j)))^(gamma/2);
123 for i=1:sd(1)
124 INT = 1/I(i,1)*(exp(-I(i,1)*dr_s(j))-exp(-I(i,1)*dr_s(j+1)));
125 A(i,j+1) = A(i,j+1) + d(j+1)*INT;
126 end
127 end
128 end
129 % for numerical stability, multiplicate with 1/sqrt(data):
130

131 G = diag(1./sqrt(abs(I(:,2))));
132 A = G*A;
133 I(:,2) = sqrt(abs(I(:,2)));
134

135 %% regularizing the problem before solving
136 % as in Journal of Fluorescence, Vol. 9, No. 2, 1999, 111-121,
137 % "Effect of the External Refractive Index on Fluorescence Kinetics of
138 % Perylene in Human Erythrocyte Ghosts", Appendix
139

140 % preparation
141 b = I(:,2);
142 if exist(’alpha’,’var’) % is there a given regularization value?
143 alpha_c = alpha;
144 else
145 % no given regluarization value - estimating via "General Cross
146 % Validation", GCV
147 [U,S,~] = svd(A,0); % singular value decomposition of A
148

149 z = U’*b;
150 eigvs = min(size(S));
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151 s = zeros(eigvs,1);
152 k = 0;
153 for i=1:eigvs
154 s(i) = S(i,i);
155 if ((k==0) && (s(i)/s(1) < cutoff))
156 k = i;
157 end
158 end
159 if(k == 0)
160 k = l-1;
161 end
162

163 % regularization via GCV, funct is a seperate functional
164 alpha_c = fminsearch(@(alpha) funct(alpha, s, z, I(:,2), k),1);
165 if (alpha_c < 0)
166 alpha_c = 0;
167 warning(’attention: no regularisation!’);
168 end
169 sprintf(’regularisation parameter = %f’,alpha_c)
170 end
171

172 Aplus = [A;sqrt(alpha_c)*diag(ones(l-1,1))];
173 bplus = [b;zeros(l-1,1)];
174 % Aplus * x = bplus -> regularized problem
175

176 % inverting this matrix A to get decay-times = solving the linear equation
177 % system Ax = I(:,2)
178

179 % x = A\I(:,2); does not produce satisfying results because of missing
180 % inequality constraints
181

182 %% solving the problem: lsqlin
183 % using MATLAB lsqlin - lin. Optimisation with inequality constraints
184

185 options = optimset(’LargeScale’,’on’,’Display’,’off’,’TolFun’,cutoff*1e2,...
186 ’MaxFunEvals’,5000);
187

188 if (strcmp(solver,’lsqlin’)) % should be standard!
189 [x,~,~,~,output] = ...
190 lsqlin(Aplus,bplus, [], [], [], [], zeros(l-1,1), [], [], options);
191 else if (strcmp(solver,’lsqnonneg’)) % ancient NNLS, not considerable!
192 [x,~,~,~,output] = lsqnonneg(Aplus,bplus,options);
193 else if (strcmp(solver,’fmincon’)) % slow and ugly results!!
194 [x,~,~,output] = fmincon(@(x) lsq_reg(x,A,b,alpha),...
195 zeros(l-1,1),[],[],[],[],zeros(l-1,1),[]);
196 end
197 end
198 end
199 output.message % often shows, that the solution has not yet converged
200 % this can be ignored due to the regularization
201

202 %% final analysis
203 dts = [1./[dr_svs(1) dr_s(1:end-1)’ dr_svf(2)]’ x.*d.^(1/gamma)];
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204 % returning histogram of calculated decay-times
205 dts(:,2) = dts(:,2)/max(dts(:,2));
206 if (dts(end,2) > 0.1)
207 warning(strcat(’some slow components have been cut out of the time’,...
208 ’ spectrum - be careful with results’));
209 end
210 if (dts(1,2) > 0.1)
211 warning(strcat(’some fast components have been cut out of the time’,...
212 ’ spectrum - be careful with results’));
213 end
214 dts = dts(2:end-1,:);
215

216 % reconstructing timeseries via the recovered decay-times
217 return_data = zeros(sd(1),1);
218 for i=1:sd(1)
219 return_data(i) = sum(dts(:,2).*exp(-I(i,1)./dts(:,1)));
220 end
221 return_data = return_data/max(return_data)*max_int;
222

223 end

Das Funktional funct.m (als Unterprogramm)

1 % regularization via GCV
2

3 function res = funct(alpha, s, z, b, k)
4

5 n = length(z);
6 v1 = (alpha * z./(s.^2+alpha)).^2;
7 v2 = z.^2;
8 v3 = alpha./(s.^2 + alpha);
9 res = (sum(v1(1:k)) + sum(b.^2) - sum(v2(1:k)))/(sum(v3(1:k)) + n-k)^2;
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